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SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE   FRANCE. 


DÉMONSTRATION  DU  DERNIER  THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE 
DE  POINCARÉ; 

Par   M.   George-D.  Birkhoff  ('). 

Dans  un  article  publié  récemment  dans  les  Rendiconti  del 
Circolo  matematico  di  Palermo  l  i.  XXX1I1,  1912,  p.  376-407) 
et  intitulé  Sur  un  théorème  de  Géométrie^  Poincaré  a  énoncé  un 
théorème  de  grande  importance,  en  particulier  pour  le  problème 
restreint  des  trois  corps;  mais,  n'ayant  réussi,  après  de  longs 
efforts,  qu'à  traiter  une  série  de  cas  spéciaux,  il  a  laissé  le  théo- 
rème à  l'étude  des  autres  mathématiciens. 

Il  y  a  quelques  années,  je  me  >ui>  occupé  de  questions  ana- 
logues et  il  se  trouve  que  les  méthodes  dont  je  nie  suis  servi  sonl 
applicables  ici.  Dans  le  présent  article,  je  donne  la  brève  démons- 
tration que  j'ai  obtenue,  mais  je  laisse  de  côté  d'autres  résultats 
auxquels  j'ai  été  conduit  (-). 

1.  Enoncé  du  théorème.  —  Le  théorème  de  Poincaré  peut  être 
énoncé  simplement  comme  il  suit  :  0  Supposons  qu'une  transfor- 
mation T  continue  el  biunivoque  transforme  en  lui-même  l'an- 
neau R  formé  par  les  cercles  concentriques  Ca,  G4  de  rayons 
respectifs  a,  b  (a  >  b  >  o),  de  manière  à  faire  avancer  les  points 
de  Ca  dans  le  sens  positif,  les  points  de  C*  dans  le  sens  négatif, 

(')  Transactions  of  the  American  mathematical  Society,  vol.  XIV,  n°  1, 
p.  14-22,  janvier  1910.  Traduit  de  l'anglais  par  M.  M.  Janet. 

(-)  Quelques-uns  de  mes  résultats  sont  contenus  dans  un  article  intitulé  : 
Quelques  théorèmes  sur  les  mouvements  des  systèmes  dynamiques,  qui  a  paru 
récemment  dans  le  Bulletin  de  lu  Société  mathématique  de  France  I  191  1,  t.  \L  1. 
XLU.  I 


ei  .1  conserver  les  aires  :  il  y  a  alors  au  moins  deux  points  inva- 
riants. >■ 

Dans  la  démonstration  de  ce  théorème,  nous  nous  servirons  de 
coordonnées  polaires  modifiées  y  —  r2,  x  =  0,  où  /•  esl  La  distance 
du  poinl  .1  .  y  au  centre  O  des  cercles,  et  0  L'angle  que  fait  la  droite 
qui  joint  O  au  poinl  {oo,y)  avec  une  droite  fixe  issue  de  O.  La 
i  ranformal  ion  T  peut  s'écrire 

ar'=cp(a?,  y),         y'=<\>(x,y). 

La  fonction  ^(x.,y)  est  une  fonction  continue  de  (x, y)  qui  n'a 
qu'une  valeur  en  chaque  point  de  R,  et  qui  est  par  suite  pério- 
dique  eu  x  de  période  :>.-.  La  fonction  o(x^y)  admet  une  infinité 
de  déterminations  différant  entre  elles  de  multiples  entiers  de  27: 
et  ces  déterminations  peuvent  être  groupées  de  manière  à  former 
des  branches  continues.  Puisque  (#-)--  2-.  r  1  et  (x,y)  représentent 
l<-  même  poinl  de  li.  la  différence  des  valeurs  de  l'une  de  ces  dé- 
terminations  pour  (x  -f-  ziz,y)  et  (x,y)  est  un  multiple  entier 
de  •-;  et  cette  différence  est  un  seul  et  même  multiple  de  2-  pour 
t'ois  les  (x,y),  puisque  cette  différence  est  une  fonction  continue. 
Mais  si  le  poinl  (x,y)  parcourt  le  cercle  Crt  dans  le  sens  positif, 
1!  en  rsi  de  même  de  son  image  1  ' x' , y');  donc,  le  long  de  ce  cercle, 
-ii./1.  )■  t  augmente  de  27c  quand  x  augmente  de  27t.  La  différence 
se  réduit  ainsi  identiquement  à  >.-:  en  d'autres  termes,  quelque 
s"ii  y  la  fonction  o(x,y)  augmente  de  2-  si  x  augmente  de  27c. 

En  conséquence,  il  esl  clair  que  a?' —  x  et  y'  —  y  sont  des  fonc- 
1  ions  uniformes  el  conl  inues  dans  R. 

Le   théorème   signifie  que,  si   pour  quelque  détermination  de 

r    /.ii  mu  ,1  ./■'>  x  le  long  de  Ca,  a?'<  x  le  long  de  Ci  (ce qu'une 

transformation    r  assujettie  aux  conditions  précédentes  peul  réa- 

il  3   a  au  moins  deux   points  (x,y)  de  II  pour   lesquels 

'■>      y- 

2.  Marche  de  la  démonstration .  —  Comme  le  remarque 
Poincaré  (loc.  <it..\>.  .',--,  l'existence  d'un  point  invariant  im- 
plique immédiatement  celle  d'un  deuxième  poinl  invariant.  Si 
donc  le  théorème  était  faux,  La  transformation  T  n'admettrait  pas 
de  point  invariant.  I  tans  ce  cas,  nous  aurions 
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pour  tous  les  points  de  R,  puisque  x' — x  et  y'  —  y  seraient  uni- 
formes, continus  et  non  simultanément  nuls  dans  l'anneau  R. 
Nous  établirons  le  théorème  en  prouvant  que  l'hypothèse  (i)  con- 
duit à  une  absurdité. 

3.  La  transformation  auxiliaire.  —  Si  o  <  e  <[  62,  la  trans- 
formation Te  biunivoque  et  continue  définie  par 

x'=x,         y'  =  y —  e, 

transforme  respectivement  les  cercles  Ca  et  Cô  en  des  cercles 
concentriques  C'a:y  =  a2 — e  et  Cb:  y  =  b- — s;  Ca  étant  à  la 
distance  a  —  \/a-  ■ —  s  de  Ca  et  à  son  intérieur,  C'b  à  la  distance 
b  —  yb2  —  s  de  Cô  et  à  son  intérieur.  Cette  transformai  ion  a  pour 
elFet  de  rapprocher  l'anneau  de  l'origine  en  laissant  chaque  point 
sur  son  rayon  vecteur,  et  en  conservant  les  aires,  puisque  dx,  dy 
restent  invariables  par  la  transformation  et  que  l'intégrale  des 
aires  est 

Tant  que  £<<<:/,  la  transformation  auxiliaire  TTe  obtenue  en 
faisant  d'abord  la  transformation  T.  puis  la  transformation  TE  n'a 
pas  de  point  invariant.  En  effet,  si  nous  prenons  x  et  y  comme 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  la  bande  S  : 

correspond, mi  à  l'anneau  R.  nous  voyons  que  le  point  i  /.  i  i  esl 
déplacé  au  moins  d'une  longueur  d  dans  S  par  la  transformation  T, 
et  d'une  longueurs  dans  la  direction  des  y  négatifs  par  la  trans- 
formation Te,  de  sorte  que  si  z<^d.  le  point  ne  peut  revenir  à  sa 
position  initiale.  Nous  écrirons  la  transformation  résultante  I  l: 
sous  la  forme 

x' =  (p(a?,  y),        y'=ty(x,y)  —  e< 

Choisissons  la  quantité  positive  e  une  fois  pour  tontes  de  manière 
que 
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Considérons  maintenant  la  fonction  multiforme 


y   —  y 

(3)  w(.r,  y)  =  arc  tang-^-; — - 


ou,  d'une  manière  [ > 1 1 j ^  précise,  les  branches  de  celte  fonction  qui 
donnent  L'angle  que  l'ait  le  rayon  vecteur  qui  va  de  (x,  y)  à  (x',y') 
dans  La  bande  S  avec  la  direction  positive  de  l'axe  des  a?  (les  autres 
branches  correspondant  à  la  direction  négative  île  ce  vecteur).  En 
vertu  de  |  i  i,  cette  fonction  est  continue  en  tout  point  de  S  et  par 
suite  se  décompose  en  branches  uniformes  et  continues  dans  S. 

De  plus  une  quelconque  de  ces  branches  se  réduità  un  multiple 
pair  et  impair  de  -  sur  Ca  el  Ci  respectivement,  puisque  le  long 
de  Ca  on  a  #'>■  x,  y'  =  y,  et  le  long  de  Ce  a?'<  x,  y'  =  y- 

On  a  vu  que  les  fonctions  y1  —  y  et  x' — X  sont  périodiques 
en  x  de  période  2ic,  et  ainsi,  pour  une  branche  quelconque,  les 
v  aleurs  de  w  i ./',,)')  diffèrent  aux  points  (a?  4-  271,  j-)  et  (x,y)  d'un 
multiple  de  2-  (pu  peut  se  réduire  à  zéro.  Puisque  les  branches 
sont  continues,  ce  multiple  est  le  même  dans  tout  S.  Mais  le  long 
de  C„  el  de  G*,  ces  branches  ont  une  valeur  constante,  d'après  une 
remarque  précédente.  Par  suite,  le  multiple  en  question  se  réduira 
en  lait  à  zéro.  Ainsi,  ces  branches  de  o)(x,y)  sont  périodiques 
en  ./■  de  période  a~.  c'est-à-dire  sont  uniformes  dans  R. 

De  même  il  est  clair  que  la  fonction  multiforme 

—  y'  —  v 

w(#,  y)  =  a,c  tang-== — —  > 


qui  donne  l'angle  du  vecteur  joignant  (x,  y)  à  (V,  y)  avec  la  di- 
rection positive  de  l'axe  des  /.  se  réduil  à  des  branches  uni- 
formes el  continues.  De  plus,  [es  fonctions  y'  —  y=zy'  —  y e 

■  I  '  -  x  ~  x' —  x  sont  périodiques  en  x  de  période  an;  donc 
chaque  branche  de  toi  x, y)  est  périodique  en  x  le  long  de  Ca  et  le 
long  de  C4 .  Nous  en  concluons  que  les  bran  eh  es  de  û>(a?,  y)  aussi 
bien  que  celles  de  tù(x,y)  sont  périodiques  en  x  de  période  an 
el  uniformes  dans  \{. 

Les  branches  de  w(a?,y)  el  de  û{x,y)  peuvenl  être  associées 
deux  a  deux,  de  manière  que  le  maximum  de  leur  différence  pour 


—  B  — 
tout  (oc,  y)  satisfasse  à  l'inégalité 

(5)  |w(37,  y)  —  tà(x,  y) 
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Cela  est  évident  géométriquement,  car  le  point  (x',y')  est  an 
moins  à  la  distance  cl  de  (oc, y)  dans  S,  et  (x',y')  est  à  une 
distance  s  -<  cl  de  (x',y'),  de  sorte  que  l'angle  sous  lequel  on  voit 
ces  deux  derniers  points  de  (oc, y)  ne  peut  jamais  devenir  égal 

à  -•  Si  nous  associons  les  branches  de  manière  que  l'inégalité  (5) 

ait  lieu  en  un  point  de  S,  elle  doit  continuer  à  être  valable  quand 
les  coordonnées  du  point  varient  continûment  dans  S. 

4.  Construction  d'une  courbe  invariante  par  la  transfor- 
mation auxiliaire.  —  La  transformation  TTe  transforme  le 
cercle  Crt  en  Ca  de  rayon  y  a-  —  e  situé  entre  Ca  et  C/,  puisque  nous 
choisissons  s<#2  —  b'-.  La  répétition  de  TT£  transforme  Ga  en  C^, 
courbe  simple  fermée.  D'autre  part,  TT£  est  une  transformation 
biunivoque  et  continue  de  l'anneau  R  en  l'anneau  R',  limité  par 
Ga,  Gb  et  obtenu  en  contractant  l'anneau  R  par  la  transforma- 
tion Te.  Puisque  Ga  est  situé  à  l'intérieur  de  R  et  entoure  C^,  son 
image  G'a  doit  être  située  à  l'intérieur  de  R'  (par  suite  à  l'intérieur 
de  C'a)  et  entoure  Gb. 

De  plus,  la  transformation  TT£  transforme  l'anneau  formé  par 
CaGa  (dans  l'anneau  R)  en  un  second  anneau  C'aCa  (dans  R')  qui 
est  limité  par  la  frontière  intérieure  C^  du  premier.  Si  C'^  est  situé 
entièrement  dans  R,  il  entourera  Q,  ainsi  que  Gb,  et  l'image  C™ 
de  Ca  dans  la  transformation  ÏTe  sera  une  courbe  simple  située  à 
l'intérieur  de  C^  et  entourant  Gb.  Ainsi  C'^C™  formeront  la  fron- 
tière du  troisième  anneau  qui  se  trouve  limité  par  la  frontière 
intérieure  G'a  du  second.  Ce  procédé  peut  être  continué  de  manière 
à  former  des  courbes  simples  Ga,  C'a,  .. .  chacune  à  l'intérieur  de 
la  précédente,  et  des  anneaux  correspondants  C„C'a,  GaG'a,  ...,  tant 
que  les  courbes  obtenues  sont  situées  entièrement  dans  R  et  non 
pas,  en  partie  ou  en  entier,  à  l'intérieur  de  Gj. 

L'aire  de  l'anneau  CuGa  est  tts,  et,  puisque  les  transformations 
T,  Te  conservent  chacune  les  aires,  elle  sera  égale  à  celles  des 
anneaux  images  GaCa,  CaC"^, Cette  série  d'anneaux  ne  peut  se 
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terminer  que  si  l'onatteinl  une  courbe  C£  (n  2)  dont  unepartie 
au  moins  est  située  à  l'intérieur  du  cercle  Ct-  Mais  pour  tout 
1 il. iv  /.  l'aire  comprise  entre  Ca  et  G^  esl  -/e,  quantité  qui  dé- 
passe l'aire  de  R  si  /  est  suffisamment  grand.  Il  en  résulte  qu'il 
existe  une  courbe  <  ';t":.  Par  suite,  nous  pouvons  trouver  un  point  P 
de  Ca  donl  la  niime  image  tombe  à  l'intérieur  du  cercle  C^. 

Revenons  maintenant  à  la  bande  S  et  à  une  des  représentations 
de  P  sur  le  côté  supérieur  <  \a  de  la  bande.  C'a  est  ici  représentée 
par  une  ligne  droite,  au-dessous  de  Ca  à  la  distance  e,  et  C'^, 
G*,  ••■  sonl  chacune  représentées  par  une  courbe  simple  ouverte, 
qu'on  obtient  tout  entière  par  répétition  d'une  de  ses  sections 
|  :•>./.  ~<x^  2(k  +  i)tt]  et  qui  s'étend  à  l'infini  à  droite  et  à 
gauche. 

Les  anneaux  CaC'a,  C^C'^,  ...  sont  représentés  par  les  bandes 
situées  entre  deux  de  ces  courbes  successives  de  S.  Soit  P'  la  pre- 
mière Image  de  P.  joignons  PP'  par  une  ligne  droite  qui  sera 
située  entièrement  dans  la  bande  CaGa.  Soit  P'P"  l'image  de  PP' 
dans  la  transformation  TT£,  P'P'"  l'image  de  P'P'  par  cette 
même  transformation,  el  ainsi  de  suite.  Nous  construisons  ainsi 
les  arcs  PP',  P'P",  ....  pOi-opOi),  situés  respectivement  dans 
les  bandes  CflC'a,  C^C';,  ....  CJ'-'^'  de  S,  et  le  point  final  P<*J 
du  dernier  tombe  au-dessous  du  côté  inférieur  Cô  de  S. 

Soit  Q  le  premier  point  d'intersection  de  cette  succession  d'arcs 
avec  la  (boite  G4  (voir  la  ligure).  Il  esl  <\  ident  que  la  courbe  PQ 


formée  par  cette  succession  d'arcs  esl  une  combe  simple,  car  PP', 

P'P",  ...  -"'il    des  ,,re-   simples   situés   dans  les  bande-,  successives 

;     I       ...dans  S.  De  plus,  PQ  est  entièrement  situé  entre 

(  '.„  et  (  ',/,. 

L'image   P'Q    de  PQ  dan.  la  transformation  TT.  est   formée 
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de  P'Q  el  d'un  arc  simple  QQ',  image  de  l'arc  Q~*Q,  si  Q-1  est 
le  point  qui,  par  la  transformation  ÏT£,  donne  le  point  Q.  L'arc 
QQ'  étant  l'image  de  points  de  R  est  situé  entièrement  au-dessous 
de  G^;  et  le  point  final  Q'  est  naturellement  sur  G'ô.  De  plus,  QQ 
n'a  pas  d'autre  point  que  Q  en  commun  avec  PQ.  En  effet,  si  un 
tel  point  existait,  il  serait  sur  P'Q  :  faisant  la  transformation 
inverse  de  TTe,  nous  voyons  que  Q~'Q  aurait  un  point  autre 
que  Q~'  en  commun  avec  PQ-1,  ce  qui  n'est  pas  possible  puisque 
PQ  n'a  pas  de  point  multiple.  Ainsi  PQ'  est  une  courbe  simple. 

La  transformation  TTe  change  l'arc  PQ  de  PQ'  en  l'arc  P'Q' 
de  PQ'  et  a  pour  effet  d'avancer  chaque  point  de  PQ  le  long 
de  PQ'.  En  ce  sens,  la  courbe  PQ  est  invariante  par  la  transfor- 
mation. 

D'après  les  propriétés  de  T  et  de  Te,  nous  sommes  cert  uns 
que  P'  a  un  x  supérieur  à  celui  de  P,  et  que  Q'  a  un  x  inférieur  à 
celui  de  Q,  ainsi  qu'il  est  indiqué  sur  la  figure. 

o.  La  rotation  du  vecteur  point-image  auxiliaire  sur  la 
courbe  invariante.  —  Si  un  point  B  se  déplace  le  long-  de  PQ' 
de  P  à  Q,  il  est  clair  que  son  image  B'  dans  lu  transformation  TT£ 
se  déplace  de  P'  à  Q'  le  long  de  la  même  courbe  et  ne  coïncide 
jamais  avec  B.  Nous  allons  maintenant  établir  le  fait  presque 
évident  intuitivement  que  la  rotation  correspondante  du  vec- 
teur BB'  ainsi  obtenu  est  égale  à  —  -  augmenté  de  la  somme  des 
deux  angles  aigus  que  font  les  droites  PP'  et  QQ'  avec  l'axe 
des  x. 

Tout  d'abord,  il  est  clair  que  cette  rotation  ne  peut  différer  de 
cette  valeur  que  d'un  multiple  entier  de  27t.  Le  fait  que  la  rotation 
a  précisément  La  valeur  dite  dépend  entièrement  de  considérations 
d'analysis  situs ;  il  résulte  de  ce  qu'une  déformation  continue  de 
la  courbe  PP'QQ',  les  positions  intermédiaires  étant  des  courbes 
simples  contenant  P,  P',  Q,  Q',  amène  la  courbe  à  coïncider  avec 
la  ligne  brisée  PP'QQ   1  voir  la  ligure). 

Soit  t  un  paramètre  croissant  quelconque  sur  la  courbe  PQ 
prenant  les  valeurs  („.  /„.  /,.  /',  aux  points  P,  P',  Q,  Q'  respecti- 
vement. Soit  'c(t)  la  valeur  de  ce  paramètre  pour  l>  .  /  étant  -a 
valeur  pour  B. 

Il  est  clair  que  x(t)  est  une   fonction  continue  croissante  de 
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/  iu  i  /,  i  qui  a  la  propriété  i{t)  >  t.  Considérons  maintenant 
une  courbe  simple  variée  quelconque  pour  laquelle  Le  paramètre  t 
esl  choisi  de  manière  à  prendre  les  valeurs  t0,  t?0,  tti  t\  aux  mêmes 
points  I'.  P',  <v>-  Q'  respectivement  (').  Si  la  distance  entre  toul 
poinl  de  la  courbe  variée  et  le  point  de  PQ  qui  correspond  à  la 
même  valeur  du  paramètre  esl  uniformément  petite,  le  vecteur 
correspondant  BB'  le  long  de  la  courbe  variée  subira  la  même 
rotation  totale  que  le  long  de  PQ,  puisque  les  positions  initiale 
,i  finale  sonl  les  mêmes  dans  l'un  et  l'autre  cas  et  que  les  diffé- 
rences angulaires  de  ces  vecteurs  dans  toutes  les  positions  inter- 
médiaires  sonl  uniformément  petites. 

Il  résulte  de  ce  raisonnement  que  nous  pouvons  déformer  la 
courbe  PP'QQ'  'lune  manière  continue  en  prenant  comme  posi- 
tions intermédiaires  une  > < '•  i •  i e  quelconque  de  courbes  simples 
contenanl  les  mêmes  quatre  points  P.  P',  Q,  Q',  pourvu  que  sur 
les  courbes  variées  le  paramètre  ^oit  convenablement  choisi  :  la 
rotation  totale  de  l!li  n'en  sera  pas  altérée. 

La  courbe  PQ  esl  située  entièrement  dans  S,  de  sorte  que  la 
ligne  droite  QQ',  étanl  en  dehors  de  S,  ne  coupera  pas  la  courbe 

PQ.  Il  esl  (I clair  qu'on  peut  déformer  d'une  manière  continue 

l'arc  QQ'de  manière  à  l'amener  sur  la  droite  QQ',  sans  faire  sortir 
la  courbe  QQ'  de  la  bande  comprise  entre  Ca  et  C^,  :  en  effet,  le 
continuum  formé  par  cette  bande  où  l'on  a  pratiqué  une  coupure 
suivant  la  courbe  P'Q  esl  simplement  connexe,  et  par  suite  toute 
courbe  simple  <!<•  ce  continuum  qui  joint  QQ'  peut  être  déformée 
d'une  manière  continue  en  une  autre  courbe  simple  quelconque 
par  une  série  d'arcs  simples  n'ayanl  pas  d'autres  points  communs 
que  QQ' avec  la  frontière  de  la  bande  sectionnée. 

D'autre  part,  l'arc  P'Q  peut  être  déformé  d'une  manière  continue 
par  une  suite  d'arcs  joignant  P'  à  Q  dans  la  bande  C'aCb  qui 
contient  P'Q  tout  entière,  de  manière  à  obtenir  la  Ligne  droite  P'Q, 
d'autant  que  le-  segments  PP'  el  QQ'  n'empiètent  pas  sur  la 
bande  < .  I 

Donc  la  rotation  de  BB',  pour  sa  première  suite  de  positions, 
est  la  même  exactement  que  pour  la  Ligne  brisée  formée  des  trois 


(')  Je  à aussi  le  nom  de  «courbe  simple  vitrier»  à  toute  courbe  simple 

pondant  à  nne  même  position  géométrique,  mais  à  an  paramètre  différent. 
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segments  PP'.  P'Q.  QQ'.  La  rotation  le  long- de  cette  ligne  brisée, 
depuis  la  position  initiale  jusqu'à  la  position  finale,  esl  évidem- 
ment —  it  augmenté  de  la  somme  des  angles  aigus  que  fonl  les 
vecteurs  PP'  et  QQ'  avec  l'axe  des  x.  c.  q.  f.  d. 

Dans  la  première  suite  de  positions,  B'  s'obtient  en  appliquant 
à  B  la  transformation  TT£.  Si  les  coordonnées  de  B  sont  (#,  y), 
celles  de  B1  sont  (x1,  j7 )  et  la  rotation  de  BB'  est  mesurée  par  la 
modification  qu'éprouve  la  fonction  co(#,  y)  quand  (x,y)  se 
déplace  de  P  en  Q  le  long  de  la  courbe  invariante  PQ. 

Considérons  la  branche  continue  to,  (x.  y)  de  cette  fonction  qui 
prend  au  point  P  la  valeur  opposée  à  celle  de  l'angle  aigu  que  fait 
le  vecteur  PP'  avec  Taxe  des  x.  Au  point  Q  sa  détermination  aura 
la  valeur  -  augmentée  de  l'angle  aigu  que  fait  le  vecteur  QQ' avec 
l'axe  des  x. 

6.  La  rotation  du  vecteur  point-image  pour  la  transforma- 
tion T.  —  Considérons  maintenant  la  branche  continue  to,  ( [x,  y) 
de  la  fonction  iû(x,y)  qui,  le  long  du  côté  supérieur  Ca  de  S, 
prend  la  valeur  zéro. 

Ces  deux  fonctions  to,(#,  y)  et  u>,(#,  y)  diffèrent   de    moins 

de -au  point  P,  et  sont  par  suite  de>  branches  de  oi(x,y)  etoi(x,y) 
associées  conformément  à  l'inégalité  (5)  qui  subsiste  dans  tout  S. 
De  plus,  on  a  vu  que  la  valeur  finale  de  la  fonction  to,(#,y) 
diffère  de  —  ~  de  moins  de  -  en  Q,  de  sorte  que  to,  (x.  y  I  difière 
de  —  7C  de  moins  de  r:  en  ce  même  point  Q. 

Mais  toute  branche  de  la  fonction  to(#,  y)  doit  être  égale, 
comme  on  l'a  vu,  à  un  multiple  impair  fixe  de  tt  le  long  de  Q,. 
Donc  cette  fonction  to,  (x,  y)  doit  avoir  la  valeur  —  u  en  Q  et  par 
suite  en  tout  point  de  C$. 

La  variation  de  tùt(  x,  y)  esl  parsuite  —  -  lorsque  le  point  |  x,  y  I 
se  déplace  d'une  manière  arbitraire  d'un  point  de  Ca  à  un  point 
de  Cb-  En  d'autres  termes,  si  /mus  déplaçons  B  d'une  manière 
quelconque  de  Ca  à  C/,  dans  S  et  si  B'  est  l'image  de  B  dans 
la  transformation  T,  la  rotation  totale  du  recteur  BB'  sera 
précisément  — ■  ic. 

7.  Achèvement  de  la  démonstration.  —  Considérons  mainte- 
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oanl  la  transformation  T  '  inverse  de  la  transformation  T,  qui  est 
en  tous  points  semblable  à  T,  sauf  que  les  points  de  Ca  et  de  Gj, 
el  par  suite  ceux  des  deux  bords  de  S,  sont  déplacés  dans  des 
directions  inverses.  Par  symétrie,  le  vecteur  BB',  qui  joint B'  à  -on 
image  B(dans  la  transformation  T-1)  doit  maintenant  tourner  d'un 
angle  tt  quand  B  et  B'  se  déplacent  de  Ca  à  C*. 

Le  \ ecteur  B'B  et  le  \ ecteur  BB'  sont  de  sens  contraires.  Mais  la 
rotation  actuelle  des  vecteurs  BB'  et  B'B  est  naturellement  une 
seule  el  même  quantité,  de  sorte  que  nous  sommes  parvenus  à 
une  contradiction.  Le  théorème  est  donc  complètement  démontré. 

8.  Généralisations  du  théorème.  —  Dans  l'énoncé  de  son 
théorème  Poincaré  fait  l'hypothèse  qu'il  existe  un  invariant 
intégral  /  /  P(x,  y)  dx  dy,  [P(#,  y)  >•  o],  qui  n'est  pas  néces- 
sairement l'invariant  des  aires.  Cependant  nous  pouvons,  par  un 
changement  convenable  de  coordonnées,  (oc,  y)  en  (£,  7j),  changer 
cet  invarianl  intégral  en  l'invariant,  plus  simple,  des  aires. 

Soient  t,  =  const.  les  cercles  concentriques  à  Ca  et  Ca,  et  soit 
choisi  le  nombre  t\(y)  pour  chaque  cercle,  de  sorte  que  lorsqu'un 
poinl  se  déplace  de  Ca  à  Ca  l'intégrale  double  prise  pour  l'anneau 
compris  cuire  Ci  el  le  cercle  concentrique  passant  par  le  point 
mobile  soil  égale  à  rt  : 

1(7)  =  ['       f  "P(x,y)dx\dy. 
^b*     L  «-'o  J 

(  lette  fonction  t\(y)  est  évidemment  continue  et  croissante  et  a 
une  dérivée  positive  continue,  à  savoir 

~dj=i     P(x'^dx- 

En  employant  une  manière  de  parler  un  peu  inexacte,  on  peut 
due  que   les  courbes   r\  sonl   placées  de  manière  à  mesurer  des 

accroissements  égaux  de  f  f19(x,y)dxdy  à  l'aide  d'accroisse- 
ments égaux  île  t,.  Maintenant,  «luis  le  même  sens  inexact,  choi- 
sissons les  courbes  ;  de  manière  à  mesurer  des  augmentations 
égales  de  la  même  intégrale  double  entre  le-  courbes  7j  successives 
et  la  ligne  x      o. 
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On  peut  voir  de  la  manière  suivante  qu'il  est  possible  de 
choisir  ainsi  les  courbes  \  =  const.  :  Soit  x  =  f(y)  une  courbe 
quelconque  située  dans  R,  joignant  Ca  à  G^  et  telle  que  l'aire 
comprise  entre  x  =  o,  celte  courbe,  le  cercle  Cj  et  le  cercle 
Y=  const.  soit  constamment  proportionnelle  à  i\{y)  : 


.CVC  '""  ■""] 


x,  y)dx  |  dy  =  —  t\{y) 


En  raison  des  propriétés  connues  de  *\(y)t  celle  équation  est 
équivalente  à 


(6) 


I  P  (  x.  y  )  dx  = r^ 

J0  2-  ^r 


Pour  un  k  donné,  la  quantité  /(y)  est  visiblement  une  fonction 

df] 
uniforme    continue  de    r,   puisque   Pi.r.j')  et  -j-i  sont   positives 

et  continues.  De  plus,  un  accroissement  de  k  accroît / (y)  (Tune 
manière  continue.  Nous  obtenons  ainsi  une  famille  de  courbes 
qui  ne  se  coupent  pas  x=f(y)  et  qui,  de  même  que  les  cercles 
yj  =  const.,  remplissent  l'anneau  R.  Il  est  nécessaire  de  remarquer 
que  x  =  o  correspond  à  A~  =  o,  et  que  x  =  ztz  est  la  courbe 
obtenue  pour  k=  2-,  d'après  la  définition  <\v  i\(y).  Nous  pren- 
drons la  quantité  À'  ainsi  déterminée  comme  coordonnée  ç  d  un 
point  quelconque  de  la  courbe  x  =J(y  >■ 

Nous    avons   ainsi    des    coordonnées    (£,  y,  >     pour    lesquelles 

l'invariant  intégral  est  l'invariant  /  /  d^dr\.  Prenant  alors  (5,ïl) 
comme  coordonnées  polaires  modifiées  d'un  point  dans  un  nouveau 
plan,  nous  trouvons  que,  exprimée  avec  ces  coordonnées,  T  a 
toutes  les  propriétés  supposées  pour  la  transformation  T  du 
théorème.  Nous  en  concluons  comme  précédemment  qu'il  va  au 
moins  deux  points  invariants. 

On  peut  encore  généraliser  le  théorème  en  supposanl  seulement 
que  Cfl  et  C^  sont  des  courbes  simples  fermées  quelconques,  l'une 
entourant  l'autre,  de  manière  à  limiter  un  anneau  R;  nous  pouvons 
encore  énoncer  un  théorème  semblable,  car  nous  pouvons  faire 
une  transformation  préliminaire  unie  représentation  conforme 
par  exemple),  de  manière  à  changer  ers  courbes  en  cercles 
concentriques,  l'invariant  intégral  changeanl  alors  simplemenl  de 
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forme.  Il  peut  être  ici  nécessaire  de  considérer  avec  soin  la  nature 
de  l'invarianl  intégral  près  des  frontières  après  la  transformation 
de  coordonnées. 

Finalement,  nous  pou\ons  permettre  à  la  fonction  P(#,  y)  de 
s'annuler  en  quelques  |>i>i nt--  des  courbes  Ca  et  C4.  Sous  certaines 
restrictions,  il  esl  certain  que  dans  ce  cas  limite  il  y  aura  encore 
des  points  invariants. 

9.  Méthode  de  Poincaré.  —  Il  est  intéressant  de  remarquer 
que  Poincaré  ne  se  sert  que  d'une  seule  propriété,  conséquence 
de  l'existence  d'un  invarianl  intégral,  à  savoir  qu'aucun  continuum 
situé  dans  P»  ne  peul  être  transformé  en  une  partie  de  lui-même 
par  la  transformation  T  (loc.  cit.,  p.  377  >. 

Il  semble  improbable  que  cette  condition  soit  équivalente  à 
celle  de  l'existence  d'un  invariant  intégral.  L'existence  d'un  inva- 
riant intégral  est  un  lait  qui  est  plus  intimement  lié  à  la  démonstra- 
tion que  j'ai  donnée  ci-dessus.  Je  ne  sais  pas  si  l'on  aurait  un 
théorème  exacl  en  substituant  à  cette  condition  relative  à  un 
invarianl  intégral  la  condition  plus  large  énoncée  plus  haut. 


SUR  L'ÉQUIVALENCE  ABSOLUE 

DE  CERTAINS  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

ET  SUR  CERTAINES  FAMILLES  DE  COURBES; 

Par  M.   E.   Cartan. 


Dans  un  article  récent(')   M.   Zervos  généralise  un  théorème 

démontré  par  M.  D.    Eiilberl   dans   un  paragraphe  de  son  article 

r  den   Begriff  der  Klasse  von   Differentialgleichungen 

{Festschrift  Heinrich    Weber,  5   mars    i,,,..   ,,.    ,.;,,_,  j(i).  Ce 

théorème  affirme  l'impossibilité  d'exprimer  la  solution  générale 


Journal  d.  reine  und  angew,  Matk  ,  t.  143,  1913,  p.  .h 
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de  l'équation 


dz 

~dx~  =  ' 

(dôc*) 

par  des  formules 

l  x  =■  tp  (t,  w, 

w, 

:  »r), 

(0 

j  y=  <K'>  «»i 

w,,  .  ... 

-  »r), 

f  *  =X('Î  *) 

«M,  .  .  . 

,  «V)i 

où  cp,  <l,  y  sont  des  fonctions  déterminées  de  leurs  arguments,  où 
t  est  un  paramètre  variable,  où  w  est  une  fonction  arbitraire  de  f 
et  où  (v,,  ...,  (vr  en  sont  les  dérivées  successives.  Le  même 
problème  peut  se  poser  pour  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires,  dont  la  solution  générale  dépend  d'une  fonction 
arbitraire  d'un  argument.  J'ai  démontré  dans  un  article  qui 
doit  prochainement  paraître  dans  le  Journal  de  Crelle  qu'on 
peut  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  auxquelles 
doit  satisfaire  ce  système  différentiel  pour  que  sa  solution  générale 
soit  susceptible  d'une  forme  analogue  à  (i)  :  la  recherche  de  cette 
solution  générale  dépend  alors  de  la  réduction  à  sa  forme  cano- 
nique d'une  équation  aux  différentielles  totales  à  trois  variables 
indépendantes.  On  peut  même  admettre,  sans  complications 
supplémentaires,  que  dans  les  seconds  membres  des  formule-  |  i) 
entrent  des  constantes  arbitraires  en  nombre  fini. 

Le  problème  dont  je  viens  de  parler  est  un  cas  particulier  d'un 
problème  beaucoup  plus  général,  dont  il  est  question  dans  l'article 
cité  plus  haut  de  M.  Hilbert.  mais  qui  n'y  est  pas  résolu.  Ce  pro- 
blème, énoncé  sous  sa  forme  la  plus  générale,  est  le  suivant  : 

Reconnaître  si  deux  systèmes  différentiels  donnés  sont  abso- 
lument équivalents  ({).  c'est-à-dire  si  l'on  peut  établir  uni- 
correspondance  univoque  entre-  les  solutions  de  l'un  et  les  solu- 
tions de  l'autre. 

Je  substitue  à  cet  énoncé  un  peu  vague  un  énoncé  beaucoup 
plus  précis,  mais  qui  me  semble  !«•  plus  large  de  ceux  qu'on  peul 
actuellement  soumettre  à  l'analyse  el  If  seul  «lu  reste  qui  semble 
important  dans  les  applications.  Cette  substitution  d'énoncé  est 
tout  à  fait  analogue  à  celle  que  j'ai  proposée  autrefois  en  ramenant 


(l)  Appartiennent  à  la  même  classe,  d'après  la  terminologie  de   M.  Hilbert. 
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la  notion  d'isomorphisme  de  deux  groupes  continus  (correspondance 
univoque  entre  les  transformations,  respectant  la  loi  de  compo- 
sition de  ces  transformations),  à  une  notion  analogue  à  celle  de 
similitude,  mais  très  élargie;  ces  deux  notions  étaient  d'ailleurs 
équivalentes  <lans  le  cas  des  groupes  finis,  mais  ce  changement  de 
poinl  de  vue  a  permis  d'édifier  La  théorie  de  la  structure  des 
groupes  infinis. 

Je  m'occupe  dans  cel  article  de  L'équivalence  absolue  de  deux. 
systèmes  différentiels  tels  que  La  solution  générale  de  chacun 
d'eux  dépende  d'une  fonction  arbitraire  d'un  argument.  Je 
ramène,  dans  ce  cas  particulier,  La  recherche  de  l'équivalence 
absolue  à  un  problème  classique,  celui  de  l'équivalence  de  deux 
m  sternes  de  h  équal  ions  aux  différentielles  totales  kh  -h  2  variables 
vis-à-vis  du  groupe  des  ira  us  formations  ponctuelles  à  h  -+-  2 
variables.  J'ai  consacré  il  y  a  quelques  années  un  Mémoire 
étendu  (')  à  La  résolution  de  ce  dernier  problème  dans  le 
cas  //  =  3. 

J'arrive  à  la  solution  du  problème  de  l'équivalence  absolue  en 
substituant  à  chacun  des  systèmes  différentiels  donnés,  ce  qui  est 
toujours  possible,  un  système  d'un  certain  nombre  n  d'équations 
aux  différentielles  totales  à  n  -+■  2  variables,  dont  n-\-  1  dépendantes 
el  1  indépendante;  le  nombre  //  n'est  pas  nécessairement  le  même 
pour  Les  deux  systèmes.  Grâce  à  la  notion  de  système  dérivé  d'un 
système  de  Pfaff,  qui  repose  elle-même  sur  la  notion  de  covariant 
bi linéaire,  je  définis  ce  que  j'appelle  la  classe I  -  )  h  d'un  système  (S) 
de  n  équations  de  Pfaffà  //  ■>.  variables  1  'J  »  :  c'est  un  entier  tel 
que  Le  système  !  S 1  ci  ses  systèmes  dérivés  successifs  (S'), ...,  (S-"-A)) 
soienl  respectivement  formes  de  »,  n  —  1 ,  ...,  h  équations  Linéai- 
rement indépendantes,  le  système  dérivé  t  Sl"~A+l))  n'étant  formé 
'[ne  «le  h  2  équations.  Le  nombre  h  existe  toujours,  à  moins 
que,  quel  que  soit  i>ln,  le  système  (S{n~Py)  ne  soit  formé  de 
p  équations  Linéairement  indépendantes  au  plus  ;  on  con>  tendra  de 
•in-  dans  ce  cas  que  le  système  (S)  est  de  classe  zéro:  Ces 
m  itèmesde  classe  zéro  sont  les  seuls  dont  lu  solution  générale 


InnaU  île  Normale,  S'  série    1.  XXVII,  1910,  p.  109. 

ion  11  .1  pas  le  même  sens  que  dans  l'article  de  M.  Hilbert. 
C'est  .ius-1  la  classi  .lu  système  différentiel  qu'on  .1  ramené  au  système  (S). 
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soit  susceptible  de  la  forme  (i).  Si  h  n'est  pas  nul,  il  est  au 
moins  égal  à  2. 

Un  système  de  classe  h  est  toujours  équivalent,  sauf  dans 
certains  cas  pour  h  =  o,  à  un  système  normal  de  h  —  1  équations 
de  Pfaff  à  h  -f-  3  variables  ;  pour  que  deux  systèmes  normaux  de 
classe  h  soient  absolument  équivalents,  il  faut  et  il  suffît  qu'on 
puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  par  un  changement  de  variables 
(effectué  aussi  bien  sur  les  variables  dépendantes  que  sur  la 
variable  indépendante),  autrement  dit  qu'ils  soient  équivalents 
vis-à-vis  du  groupe  des  transformations  ponctuelles  à  h  -f-  3 
variables.  Pour  arriver  à  ce  résultat,  je  démontre  un  théorème 
intéressant  par  lui-même,  c'est  qu'i7  est  impossible  d'exprimer 
la  solution  générale  d'un  système  (S)  au  moyen  de  formules 
dépendant  d'une  manière  déterminée  d'une  solution  d'un  autre 
système  (S),  si  la  classe  de  (2)  est  supérieure  à  celle  de  (S); 
cela  est  également  impossible  si.  les  deux  classes  étant  les 
mêmes,  les  deux  systèmes  ne  sont  pas  absolument  équivalents. 

L'impossibilité  pourrait  cesser  si  la  classe  de  (S)  était  infé- 
rieure  à  celle  de  (S). 

La  théorie  précédente  est  développée  dans  la  première  Partie 
de  cet  article  (I-VII).  Dans  la  seconde  Partie  je  détermine  tous 
les  systèmes  différentiels  de  classe  zéro  obtenus  eu  exprimant 
qu'il  y  a  une  relation  donnée  à  l'avance  entre  la  courbure  et  la 
torsion  d'une  courbe  gauche  (  VIII-IX)  ou  entre  la  courbure,  la 
torsion  et  la  dérivée  de  la  courbure  par  rapport  à  l'arc  (X-XH  1. 
Dans  le  premier  cas,  on  ne  trouve  que  les  courbes  pour  lesquelles 
le  rapport  de  la  torsion  à  la  courbure  a  une  valeur  donnée.  Dans 
le  second  cas,  on  trouve,  en  dehors  des  courbe-,  tracées  sur  une 
sphère  de  rayon  constant  donné,  trois  familles  de  courbes 
nouvelles,  du  reste  imaginaires.  Elles  sont  définies  respecti- 
vement par  les  équations 

dR  1         1 
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où  a  désigne  une  longueur  donnée.  Les  courbes  du  chacune  de 
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ces  familles  se  déduisent  par  des  générations  simples  des  courbes 
minima  ;  il  se  trouve  même  que  l'arc  de  chacune  des  courbes  des 
deux  premières  familles  est  égal  au  pseudo-arc  de  la  courbe 
minima  correspondante,  multiplié  par  le  facteur  constant  y/a. 

Enfin,  dans  les  deux  derniers  paragraphes  (XV-XVI),  je  résous 
le  même  problème  (au  moins  dans  le  cas  d'une  relation  entre  la 
courbure  et  la  torsion)  en  géométrie  non  euclidienne  elliptique. 
En  dehors  de  la  famille  des  courbes  planes,  on  trouve  une  famille 
de  courbes  qui  peuvent  être  regardées  comme  les  analogues  des 
hélices  de  l'espace  euclidien  :  ce  sont  les  trajectoires  sous  un 
angle  (non  euclidien)  constant  des  droites  qui  rencontrent  deux 
génératrices  imaginaires  conjuguées  fixes  de  la  quadrique  fonda- 
mentale; le  cas  de  l'angle  droit  donne  les  courbes  dont  la  torsion 
esl  égale  à  la  racine  carrée  de  la  courbure  de  l'espace  elliptique, 
elles  peuvent  aussi  être  définies  comme  les  courbes  d'un  certain 
complexe  linéaire. 

Des  problèmes  analogues  pourraient  se  résoudre  aussi  faci- 
lemenl  en  géométrie  conforme,  en  géométrie  projective,  etc., 
g  race  à  la  méthode  employée  qui  consiste  à  utiliser  les  expressions 
de  Pfaffqui  définissenl  la  structure  du  groupe  correspondant  et 
qui  représentent  les  composantes  relatives  du  mouvement  infi- 
ni nient  pet  il  d'une  figure  de  référence  mobile. 

Les  résultats  de  la  première  Partie  de  cet  article  (I-VII)  ont  fait 
l'objel  d'une  Note  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  i  ■>.  février  191  î );  ceux  de  la  seconde  Partie  (VIII-XV1), 
d'une  Communication  à  la  Société  mathématique  de  France 
(  1  \  jau\  ier  1  <h4)- 

Je  dois  ajouter  que  la  généralisation  de  la  théorie  de  l'équi- 
valence absolue  aux  systèmes  différentiels  don!  la  solution  géné- 
rale dépend  de  deus  fonctions  arbitraires  d'un  argument  n'est  pas 
immédiate  el  soulève  d'assez  grosses  difficultés:  la  solution  du 
problème  de    l'équivalence   absolue   dans   ce   nouveau   cas   n'est 

certi ineni  pas  susceptible  d'un  énoncé  aussi  -impie  que  dans  le 

cas  examiné  dans  cel  arl  icle. 


Nous  nous  proposons  d'étudier  L'équivalence  absolue  de  deux 
systèmes  différentiels,  lorsque  La  solution  générale  de  chacun  de 
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ces  systèmes  dépend  d'une  l'onction  arbitraire  d'un  argument.  Pour 
cria,  nous  axons  d'abord  à  nous  demander  ce  qu'il  faut  entendre 
par  systèmes  équivalents.  La  première  idée  qui  vient  à  l'esprit,  et 
qu'il  s'agira  de  préciser,  est  la  suivante  :  deux  systèmes  seront 
dits  a  absolument  équivalents  »  lorsqu'on  pourra  établir  une 
correspondance  univoque  (au  moins  dans  un  champ  fonctionnel 
suffisamment  petit)  entre  les  sol  niions  de  ces  deux  systèmes. 

\.  cette  notion  très  large,  qu'il  semble  difficile  de  soumettre 
telle  quelle  aux  recherches  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  nous 
allons  en  substituer  une  autre  qui  semble  encore  la  plus  large  «le 
celles  qu'on  puisse  définir  analytiquemenl  avec  précision.  Etant 
donné  un  système  (S)  d'équations  différentielles  en  x,  y,  ;,  —  u. 
Tune  de  ces  variables  étant  indépendante  et  les  autres  dépendantes, 
nous  dirons  qu'un  système   (S)   par  rapport  aux  variables  x,  y. 

;, //  et  à  de  nouvelles  variables  dépendantes,   v w,  est 

le  prolongement  du  système  (S)  si  les  relations  entre  .1 .  y w 

qui  correspondent  à  une  solution  quelconque  de  (S)  définissent 
une  solution  de  (S)  et  si  de  plus  toute  solution  de  (S)  peut  être 
déduite  par  le  procédé  précédent  d'une  solution  et  d'une  seule  de  (S). 
Il  est  clair  que  si  (S)  est  le  prolongement  de  I  S),  au  sens  qui  vient 
d'être  dit,  il  existe  \\\\c  correspondance  univoque  entre  les  solu- 
lutions  de  (S)  et  les  solutions  de  (S).  Cela  posé,  deux  systèmes 
iSi  et  iS'i  seront  dits  équivalents  s[  l'on  peut  trouver  un 
système  (S)  prolongé  de  (S)  el  un  système  "(S')  prolongé  «le  S 
tels  que  (S)  et  (S')  soient  denx  systèmes  différentiels  au  même 
nombre  de  variables  et  résultent  l'un  de  l'autre  par  un  changement 
de  variables.  Il  est  bien  clair  que  si  (S)  el  (S')  sont  équivalents 
au  sens  précédenl  il  existe  nue  correspondance  univoque  entre  les 
solutions  de  ces  deux  systèmes. 

II. 

Il  résulte  de  celle  définition  que  le  premier  problème  préli- 
minaire à  résoudre  dans  l'étude  de  l'équivalence  absolue  est  la 
recherche  des  systèmes  prolongés  d'un  système  donné.  Il  existe 
un  procédé  évident  pour  prolonger  un  système  donné;  il  consiste 
à  adjoindre  aux  fonctions  inconnues  primitives  une  ou  plusieurs 
dérivées  de  ces  fonctions  :  nous  allons  voir  que  c'esl   au   fond   le 

XLII.  2 


-   18  - 

seul.  Remarquons  d'abord  qu'on  peut  applique*  ce  procède  pour 
ramener  le  système  différentiel  à  un  système  d'équations  aux  diffé- 
rentielles totales.  Si  l'intégrale  générale  dépend  d'une  fonctionarbi- 
traire  d'un  argument  on  aura  par  exemple  un  système  (S)  de»  équa- 

lions  de  iM'iill'  à  //  —  ■>.  \ariables.  dont  nue  indépendante  et  n  +  i 
dépendantes  :  soient 

ces  \  ariables  el  soient 

(1)  d)j=0,  0)2  =  O,  ...,  0)«  =  O 

[es  équal  ions  du  sj stème  (S). 

Soii  (S)  un  système  prolongé  de  (S);  on  peut  prolonger  (S)  lui- 
même  par  dérivation  de  manière  à  le  ramener  à  un  système 
de  n  —  /•  équations  de  Pfaffà  n  ■+-  r+  2  variables;  soient 

(     0)1=0,  .,.,         <!)„=    O, 

(2)  < 

/    Cïi  =   O,         ....        77V,- =  O 


ces  équal  nuis.  I<^  variables  étant 


ri,    •••,  y>- 


Il  csl  impossible  que  les  expressions  ru,,  7u2,  ...,TïJr  soient 
linéairement  indépendantes  par  rapport  à  dy{,  dy2,  —  dyr\ 
sinon,  en  effet,  à  tonte  solution  du  système  (S)  correspondrait  pour 
le  système  (S)  une  infinité  de  solutions  dépendant  de  r  cons- 
tantes arbitraires  et  qu'on  obtiendrait  en  intégrant  les  équations 
différentielles  ordinaires 

777j  =  CTj  ==  •  •  •  —  **V  =:  O, 

où  l'on  supposerai  les  variables  x  exprimées  toutes  en  fonction 
de  la  variable  indépendante. 

il  est  d'autre  part  impossible  que  les  expressions  m/,  considérées 

'■ e  formes  linéaires    en   dy{ dyt.    se    réduisenl  à /• — 2 

indépendantes;  sinon,  en  effet,   les  équations  (2)  entraîneraient 
comme  conséquence 

da  1    -  </./•.,  =  .  .  .  =  d.r„  +  t  =  dx„+2  =  o, 
1  e  qui  est  absurde. 
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Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  suppose  les  équations  (î)  résolubles 

par  rapport   ;i  dx3,  dxt dxu+2,   les  équations  (2)  entraînent 

une  relation  el  une  seule  <lc  la  forme 

dx-i —  //  dx\  =  o. 

Le  coefficient  u  dépend  évidemment  «les  variables  r,.  sinon 
toute  solution  de  (S),  provenanl  par  hypothèse  d'une  solution 
de  (S),  satisferait  à  l'équation 

dx.>  _ 

— —  _  in  xi,  .r-:.  .  .  . ,  .r„+.2) 

cl  la  solution  générale  de  (S)   ne   dépendrait    que   de  constantes 
arbitraires  el  non  pas  d'une  fonction  arbitraire  «l'un  argument. 

On  voit  ainsi  que  le  système  (S)  est  prolongé  du  système  (S') 
formé  des  //  H    1  équations  <lc  Pfaff 

(  3  )  W]  =  o,  .  .  .,         w„  =  o,         dx*  —  it  dxi  =  o, 

lequel  est  lui-même  un  prolongement   du  système  (S).  On  peut 
d'ailleurs  supposer,  par  un  cbangemenl  de  variables,  //       yt. 

Le  raisonnement  précédent  peut  se  répéter  en  remplaçant  le 
système  (S)  par  le  système  (S')  et  l'on  arrive  ainsi  au  théorème 
suivant  : 

Etant  donné  un  système  1  S  1  de  n  équations  de  Pfaff  à  /1-+-2 
variables ,  dont  n  \  1  dépendantes  ci}  1  ;.  ....  ctt+2  et  1  in<l<:- 
pendante  x \ ,  les  premiers  membres  <!<■*  équations  étant  réso- 
lubles par  rapport  à  dx3,dxt)  ....  dxtt+2,  tout  système  S) 
de  n  f-  r  équations  de  Pfaff  à  n  /  2  variables  qui  peut 
être  regardé  ami  me  le  prolongement  </<  (S),  peut  être  obtenu, 
à  un  changement  de  variables  près,  en  adjoignant  aux  n  +  1 
Jonchons  inconnues  primitives  les  r  premières  dérivées  de  1 g 
par  rapport  <i  r, . 

III. 

Considérons  deux  systèmes  d'équations  différentielles,  l'un  (S) 

<mi  \ .  'N Y .  l'autre  (5)  en  j\  y s,  el  supposons  que  la 

solution  générale  <lc  chacun  de  ces  systèmes  dépende  d'une  fonc- 
tion arbitraire  d'un  argument.  Nous  dirons  «pic  la  solution  gêné- 
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raie  de  (S)  dépend  d'une  manière  déterminée  d'une  solution 
arbitraire  de  (s),  si  l'on  peut  l'exprimer  par  <!<■>  formules. 

/  X  =  f(x,y,  ...,z,y,...,zM), 

\  =  o(x,y,  ...,x,y,  ...,5<«'), 

(    Z  =  ty(x,y,  ...,Z,/,  ...,3('J)), 

où  /'.  -^ tl  sont  tics  fonctions  déterminées  de  leurs  arguments, 

x  étanl  la  variable  indépendante  du  système  (.s),  j-,  .  . . ,  ;  les 
valeurs  des  fonctions  r,  . .  .,  z-  correspondant  à  une  solution  arbi- 
traire de  (s),  y' z^n\   les  dérivées   prises  jusqu'à  un  certain 

ordre  de  ces  fond  ions. 

I  )<^  résultats  du  paragraphe  précédent,  ainsi  que  de  la  défini- 
tion adoptée  plus  haut  pour  l'équivalence,  résulte  le  théorème  sui- 
vant : 

Pour  qu'un  système  (S)  soit  équivalent  à  un  système  {s),  il 
faut  que  la  solution  générale  de  (S)  dépende  d'une  manière 
déterminée  d'une  solution  arbitraire  de  (s)  et  que  réciproque- 
ment la  solution  générale  de  (s)  dépende  d'une  manière  déter- 
minée d  'une  solution  arbitraire  de  (S). 

Le  fail  que  ces  conditions  sont  suffisantes  résultera  des  dévelop- 
pements ultérieurs.  Quoi  qu'il  en  soit  on  voit  que  le  premier 
problème  que  nous  avons  maintenant  à  résoudre  est  celui  de 
reconnaître  si  la  solution  générale  d'un  système  (S)  dépend  d'une 
manière  déterminée  d'une  solution  arbitraire  d'un  autre  système  (s). 

IV. 

\\;mi  d'aller  plus  loin,  il  esl  intéressant  d'indiquer  un  cas,  qui 
uous  sera  utile  dans  la  suite,  où  l'on  peut  affirmer  qu'un  système 
de /i  équations  de  Pfaffà  n  +  ->■  variables  esl  le  prolongement  d'un 
système  de  n       i  équations  de  PfafF. 

Son  le  système  (S),  non  complètement  intégrable, 

1  '  >  0)l   =  O,  (02  =  O,  .  .  .  ,  <0„   =  O, 

a    n   ■    '    variables    ./,../.. va+2  ;    supposons    les   équations 

résolubles  par  rapport   à  doc, <lrll+2.  Les  n   covariants  bili- 


-li- 
néaires co',,  . ..,  tù'a  ne   sont  pas   tous  nuls   en   tenant  compte  des 
équations  (1)  ;   on  peut  du  reste    supposer  choisis    les  premiers 
membres  de  ces  équations  de  manière  qu'on  ait  (*) 

[    0)',  =  O,  w',  =  O,  .  .  .  ,  (.)'„_,  =  o, 

(5)  {  ^  r,       ,     ,  (modwi.w, mb), 

(  to„  =  a  [  axi  dx2  J , 

le  coefficient  a  n'étant  pas  nul.  Le  système  (S') 

(6)  U,  =  O,  0),=:O,  ...,  tl>n_t  =  0 

esl  dit  le  système  dérivé  du  système  (S). 

Les  covariants  bilinéaires  w',,  to'2,  ...,  &>„_«,  si  l'on  tient  compte 

uniquement  des  équations  (6),  seront  des  combinaisons  linéaires 
des  trois  expressions 

[ttindxi],     [ts)ndxi],     [fikrjcfa"»!; 

mais   les  relations  (5)  montrent  qu'ils  ne  contiennent  aucun  terme 

ea[dxt  dx»\  ;  ce  sont  donc  uniquement  des  combinaisons  linéaires 

de 

[mu  dx{],     [u)„  dx*]. 

parmi  lesquelles  deux  au  plus  seront  indépendantes.  Supposons 
qu'il  y  en  ait  une  et  une  seule  indépendante  ;  autrement  dit, 
supposons,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité,  qu'on  ait 

(7)  {  -,  (mou  W|,  .  . .,  oj„_,  ), 
(             ti)H_  ,  =  b  [  co„  rfx,  ]  H-  c  [  tu .,  rfj*2  ] , 

les  coefficients  b  et  c  n'étant  pas  unis  tous  les  deux,  ,/e  c//s  gac  le 
système  (S)  peut  être  regardé  comme  le  prolongement  de  (S'). 
Pour  être  sur  que  l'énoncé  précédent  a  un  sens  il  faut  remarquer 
que  les  équations  (6)- peuvent  être  écrites  de  manière  à  ne  contenir 
que   n  -\-  i    variables,   à    savoir   les    intégrales   premières    du    sys- 

(')  J'écris  [dxxdx{\  à  la  place  de  dxxZx^ — dx.2ôxt;  l'indication 
(  modo),,  w2.  . .  . ,  t»n) 

signifie  que,  dans  le  second  membre,  j'ai  remplacé  dx,,  . . . .  dxnJrl  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (i). 
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tème  i  ■  i 

(s,     to,  =  o,       to2=o,       ....       to„_i  =  o,       w„  =  o,       6  ûte,  —  c  <£r2  =  o  ; 

soienl 

ces  //  1  variables.  C'esl  du  système  (S')  an  -h  1  variables  que  (S) 
peul  être  regardé  comme  le  prolongement. 

En  eflel  d'une  pari  toute  solution  de  (S)  satisfaisant  aux  équa- 
tions <  1  1  satisfait  ;'i  plu-  forte  raison  aux  équations  (6)  ;  elle  établit 
donc  entre  les  :,  des  relations  définissant  une  solution  de  (S'). 
D'autre  pari  les  ;,•  étant  !<■-  intégrales  premières  du  système  (8), 
(,n  voit  que  l'équation  wn=  o  établit  une  relation  linéaire  entre 
les  '/;,.  autremenl  dil  que  le  système  (S)  s'obtient  en  ajoutant  aux 
('•quai  ions  de  (S')  une  relation  qu'on  peut  supposer  de  la  forme 

i/-.,  —  u  d\\  =  o, 

si  les  équations  de  (S')  sont  résolubles  par  rapport  à  r/;:1 d%„+i. 

Le  coefficient  u  est  une  fonction  indépendante  de  ç,,  ...,  %,,+i  ; 
sinon  en  effet  le  système  (S)  serait  complètement  intégrable. 
(  ihaque  solution  de  (  S' i  donne  ainsi  pour  //  une  valeur  déterminée, 
de  sorte  que  toute  solution  de  (S')  est  fournie  par  une  solution  et 
une  seule  de  (S  >.  Le  système  <  S  >  résulte  doue  du  prolongement 
du  système  !  S'  1. 

Le  résultat  précédenl  peut  être  énoncé  sous  une  l'orme  simple 
si  l'on  introduit  la  notion  de  système  dérivé  d'un  système  dePfaff 
donné.  si 

(9)  t0i=O,  (Oj  =  O,  ...,  tùr  =  O 

sont  les  équations  de  ce  système,  le  système  dérivé  est  par  défini- 
lion  formé  de  toutes  les  équations  de  la  forme 

I x  (0|  ---  /,w.i  H-.  .  .-+-  I ,.n},.  =  o, 

1,11  l\ I,  sont   des  fonctions  quelconques  >\<^  variables  telles 

que  la  combinaison  I inéaîre 


>  ela  résulte  d'un  théorème  général  sur  le-  systèmes  de  l'fall'  dont   il  est 
inutile  de  rappeler  ici  l'énoncé, 
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des  covariauts  biliaéaires  tu',,  ...,  io'r ,  s'annule  en  tenanl  compte 

des  équations  (()). 

D'après  cela.  <;ta/it  donné  un  système  (S)  de  n  équations  de 
Pfaff  à  n  +  2  variables,  on  forme  les  systèmes  dérivés  succes- 
sifs (S'),  (Sf/) S'"-^.  Si  les  systèmes  (S'),  (S"),  ...,  (S<"-A>) 

5onZ  respectivement  formés  de  n — i,  w —  2,  ...,  /ï  équations 
indépendantes,  le  système^  S(n~*-J})  peut  être  regardé  comme  un 
système  de  h  +  1  équations  à  h  -f-  3  variables,  et  le  système  (S) 
peieï  e/î  r//v  regardé  comme  un  prolongement . 

\  . 

Cela  posé]  deux  cas  peuvenl  se  présenter. 

On  bien  le  nombre  des  équations  linéairement  indépendantes 
<l< îs  systèmes  dérivés  successifs  d'un  système  (S)  de  /i  équations 
de  Pfaff  à  rc -+- 2  variables  diminue  d'une  unité  au  plus  quand  on 
|i;isvc  il'un  système  dérivé  quelconque  au  suivant. 

Ou  bien  on  arrive  à  un  système  dérivé  (S(/I-A))  tel  que  le  système 
dérivé  suivant  (S(rt_A+,;)  contienne  deux  équations  linéairement 
indépendantes  de  moins  que  (S(W_A)). 

Remarquons  que  le  deuxième  cas  ne  peul  se  présenter  que  si 
les  systèmes  dérivés  (S'),  ....  (S("~A-,)),  (S(rt~A))  sont  formés 
respectivement  de  n  —  1,  ...,  h  -+-  1 .  h  équations  linéairement 
indépendantes  :  si  en  effet  l'un  de  ces  systèmes  étail  ^<>n  propre 
système  dérivé,  il  en  serait  de  même  de  (S(W_A)). 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  premier  cas.  Si  l'on  n'arrive  jamais 
;'i  un  système  dérivé  qui  soit  son  propre  dérivé,  le  système  S^"_,J 
sera  formé  d'une  équation  à  trois  variables  réductible  par  consé- 
quent à  la  forme 

dy  — y'  dx  =  o, 

et  le  système  (S)  pourra  en  être  regardé  comme  le  prolongement. 
La  solution  générale  de  (S)  s'exprimera  an  moyen  d'une  fonction 
arbitraire  de  a?  et  de  ses  dérivées.  Si  au  contraire  le  système  (S(/l-A^) 
est  son  propre  système  dérivé,  il  est  complètement  intégrable;  le 
système  (S  "~A_,))sera  réductible  ;'■  la  forme. 

dxi  =0,         ....         </./•,  =  o,         dy       r'  dx  =  o, 
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el  la  solution  générale  de  (S)  s'exprimera  au  moyen  de  h  constantes 
arbitraires,  d'une  fonction  arbitraire  de  a?  et  de  ses  dérivées  succes- 
sives. On  peul  d'ailleurs  démontrer  facilement,  par  des  procédés 
analogues  à  ceux  qui  vonl  être  employés  plus  loin,  que  si  pour 
un  autre  système  (S'),  h'  esl  supérieur  à  h.  la  solution  générale 
:.  S  ne  peul  pas  dépendre  d'une  manière  déterminée  d'une 
solution  arbitraire  «le  (S).  A  utremenl  dil  deux  systèmes  (S) et  |  S') 
qui  rentrent  dans  /<■  premier  cas  sont  équivalents  si  l'entier  h 
ii  pour  tous  les  deux  la  même  valeur. 

Plaçons-nous  maintenanl  dans  le  second  cas.  On  dira  que  le  sys- 
tème (  S  i  esl  normal  si  <  S'  |  étanl  formé  de  n  —  i  équations,  i  S") 
esl  formé  de  //  —  3  équations  linéairement  indépendantes.  '/''//// 
système  (S)  est  'Inné  un  système  normal  ou  le  prolongement 
d'un  système  normal  ;  la  classe  du  système  (S)  sera  le  nombre, 
diminué  de  i ,  des  équations  linéairement  indépendantes  du  système 
normal  dont  (S)  <•>!  le  prolongement.  La  classe  est  au  moins 
égale  à  >..  Si  elle  esl  égale  à  >.  (S)  est  le  prolongement  d'un  sys- 
tème d<-  trois  équations  de  Pfaffà  cinq  variables. 

Nous  conviendrons  de  dire  que  dans  le  premier  cas  envisagé 
tout  à  l'heure  la  classe  est  zéro.  Il  n'y  a  donc  pas  de  système 
de  classe  1. 

VI. 

La  notion  de  <-l<tss<-  csi  fondamentale  dans  la  théorie  de  l'équi- 
valence des  systèmes  (S)  donl  nous  nous  occupons.  >sous  allons 
en  effet  démontrer  que  si  la  classe  k  —  \  d'un  système  (S)  est 
supérieure  à  lu  classe  h  —  \  d'un  système(S),  lasolution  géné- 
rale de  (S)  ne  dépend  jms  d'une  manière  déterminée  d'une 
solution  arbitraire  d<-  (S).  Gel  énoncé  est  d'ailleurs  valable 
pour  h  =  i . 

Non-,  pouvons,  en  effet,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  le 
système  (S)  normal.  L'hypothèse  que  la  solution  générale  de  (S) 
dépend  d'une  manière  déterminée  d'une  solution  arbitraire  de  (S), 
signifie  que,  grâce  aux  formules  (4)  (§  III)  qui  expriment  cette 
dépendance,  les  premiers  membres 

Di,     Oi <-»/.+ 1 
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des  équations  de  (S)  sont  des  combinaisons  Linéaires  des  premiers 
membres  des  équations  du  système  (S),  prolongé  un  nombre 
suffisant  de  fois.  Autrement  dit  on  aura  des  relations  de  la  forme 

/       Q|  =  otjjtoi-i-  a|SWjH-.  ..-H  »iptap, 

(10)  • , 

'  <>/,+i  =  afr+t.iWi-f-  a^+Ii2w2-+-.  .  .4-  a^+t^tOp, 

où  p  ^7.  —  i  el  où  ('>,,  to2 i>)p  sont  les  premiers  membres  des 

équations  du  système  (S)  (prolongé  au  besoin).  On  peut  natu- 
rellement supposer  les  coefficients  y.lp,  ....  a.k+i%p  non  tous  nuls. 
Désignons  par  oi^+i,  Wp+2  deux  combinaisons  linéaires,  indé- 
pendantes entre  elles  el  indépendantes  de  co, to»,  des  diffé- 
rentielles des  p  -h  ■>.  variables  de  i  S  ).  Le  système  (  S)  n'étant  pas 
complètement  intégrable,  on  pourra  toujours  supposer  qu'on  a 

(  w'i  =  o,        ....        «;,.,  =o, 
(•0       1  ,       r  (moilw,,  ta, ta,,). 

(  Wj»=l  W/H-1«V+.SJ, 

On  peut   aussi  supposer  que  les  coefficients  a, p,  . . . ,  a*p  sont 
nuls,   le  coefficient   ij.+l  .  =  «  n'étanl   pas  nul.    D'après  cela  les 

formules  lin)  donnent 

lQ;  =  o 04  =  0, 

(1  >)  <  (modb>i,  oj.,.  . . . , <i»p). 

Les  expressions  tOp+1,  oiy,+a  étant  Indépendantes  de  1.2 , û*+i , 

on  voit  que  le  système  (S')  dérivé  de  (S)  est  fourni  par  les  équa- 
tions 

(i3)  Q,  =  o,         ...,         <>/.=o. 

Le  système  (S')  dérivé  de  (S)  esl   de  son   côté  fourni  par  les 

(•quai  ions 

b),  =  O,  .  .  .  ,  10 ,,.  1  =  0; 

mais    tandis   que    le    système   (S")   dérivé    de    (S')    ne    contient 

que  /,  — 2  équations  linéairement  indépendantes,  puisque  (S)  est 

normal,  le  système  (S")  en  contient/)  —  2,  puisque  jo^A1 -M  >A  4-  1 . 

De  là  résulte,  si  l'on  suppose  1  1"  1  formé  par  les  /,  —  ...  premières 
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équations  de  (S),  des  formules  <!<•  la  forme 

m  ;  ,  -,    ,  =  X  [Qk+io>p+i]+  fx  [Q/t+iW/H-a],         (raodû,,  ...,<>/.) 

12'/.  =  X'  [  Û^,  0),,+,  ]  4-  p'  [  Ûfc+-i  «^+2  J, 


avec 


Xu' —  ;jiX'  =^  o. 


Les  congruences  (i4)  auront  lieu  a  fortiori  si  on  les  prend  par 
rapport  au\  modules  wn  wî5  ...,  (op^,.  Or  l'on  a  directement,  si 
l'on  suppose  (S")  formé  par  les  p  —  ■>.  premières  équations  de  (S), 

05)  ■'    ,  (raodto,,  to8,  ...,  Wp-i), 

(     Q*=  7. /,.„_,  «'„_,, 

<■! .  d'après  (i  i '  . 

I  o',=o,        ...,        Q'k-z  =  o, 
(16)    <  <>/,._,  =  X  OL\(ûp(ûp+i]-h  fi  a[to,,w,,+2],         (modu)1,to2,  ...,b)p_j). 
f       Q'A.  =  X'  a  [  lu,,  (op+l  ]  -+-  p'  a  f  oj,,  10,,+.,  ] . 

Les  formules  (i5)  et  (16)  sont  manifestement  incompatibles, 
les  seconds  membres  des  formules  (i 6)  n'étant  pas  des  multiples 
de  l'un  d'entre  eux,  comme  cela  résulterait  des  formules  (i5). 

Par  suite,  l'hypothèse  d'après  laquelle  la  solution  générale 
<lr  (S)  dépendrait  d'une  manière  déterminée  d'une  solution  arbi- 
traire  de  l  S  i  esl  absurde,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


VU. 

La  démonstration  précédente  montre  davantage.  Elle  prouve  en 
effet  <pic  m  /.  A.  ci  si  la  solution  générale  du  système  (S) dépend 
(\'\iwc  manière  déterminée  d'une  solution  arbitraire  de  (S),  le 
nom  lue  i>  qui  figure  il. m  s  lc>  formules  (io)  esl  nécessairement  égal 
à  h  -f-  i .  et  par  suite,  par  les  formules  (m),  wn  (o2,  ....  w/i+,  sont 
des  combinaisons  linéaires  de  °,,  ...,  û/i+i. 

Viiiicniciii  dit,  étant  donnés  deux  systèmes  normaux  (S) 
et  i  S)  de  même  classe  h,  si  la  solution  générale  de  (S)  dépend 
d'une  manière  déterminée  d'une  solution  arbitraire  de  (S), 
réciproquement  la  solution  générale  de  (S)  dépend  d'une 
manière  déterminée  d'une  solution  arbitraire  de  (S)  et  chacun 
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des  systèmes  (S)  et  (S)  est  réductible  à  l'autre  par  un  chan- 
gement de  variables;  autremenl  dil  les  systèmes  {  S)  et  (S)  sont 
équivalents  vis-à-vis  du  groupe  des  transformations  ponc- 
tuelles à  li   -  3  variables. 

Nous  sommes  donc  arrivés  à  ramener  à  un  problème  classique 
la  résolution  du  problème  général  Je  l'équivalence  de  deux 
systèmes  différentiels  dont  la  solution  générale  dépend  d'une 
fonction  arbitraire  d'un  argument.  Des  différentiations  per- 
mettent d'abord  de  ramener  chacun  de  ces  systèmes  à  un 
système  normal.  Si  ces  deux  systèmes  normaux  contiennent 
«li->  ('-([nations  linéairement  indépendantes  en  nombre  différent,  ils 
ne  sont  pas  équivalents;  s'ils  contiennent  tous  deux  le  même 
nombre  h  —  i  d'équations  linéairement  indépendantes,  l'étude  de 
leur  équivalence  est  ramenée  à  celle  de  l'équivalence  de  deux 
systèmes  «le  //  -  i  équations  de  Pfaffà  h  -+-  3  variables  xis-à-visdu 
groupe  des  transformations  ponctuelles  à  //  -f   !  variables. 

Cette  étude  a  déjà  été  faite  dans  le  cas  le  plus  simple  h  =  2, 
elle  a  montré  que  la  réduction  l'un  à  l'autre  de  deux  systèmes 
normaux  de  classe  2  exige  an  pins  l'intégration  de  systèmes 
différentiels  de  Lie  (quadratures,  équations  de  Riccati,  etc.) 
associés  à  des  groupes  finis  à  \ï  paramètres  an  plus. 'Parmi  ces 
systèmes  de  classe  2  se  trom  e  celui  qui  donne  les  courbes  gauches 
de  torsion  constante:  il  admet  un  groupe  de  transformations  à 
cinq  variables  à  six  paramètres,  naturellement  isomorphe  an 
groupe  des  déplacements  euclidien-. 

Cette  ('tnde  serait  donc  à  poursuivre  pour  les  systèmes  de 
classe  3  ci  comporterait  ainsi  l'étude  de  l'équivalence  d'un  système 
de  quatre  équations  de  Pfaff  à  -i\  variables.  \  celle  classe 
appartient  le  système  différentiel  qui  donne  le-  courbes  gauches 
de  courbure  constante. 

\  III. 

Nous  allons,  dan-  l.i  seconde  Partie  de  cet  article,  déterminer 
certains  systèmes  différentiels  de  classe  zéro,  c'est-à-dire  dont  la 
solution  générale  dépend  dune  manière  déterminée  d'un  para- 
mètre variable,  d'une  fonction  arbitraire  de  ce  paramètre  ci  de 
ses    dérivées    successives,    et    en   outre  de  constantes  arbitraire- 
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(pouvant  d'ailleurs  manquer).  La  condition  nécessaire  et  suffï- 
sante  pour  qu'il  en  soil  ainsi  esl  que  chaque  système  dérivé 
contienne  au  plus  une  équation  de  moins  que  le  système  dérivé 
précédenl . 

Les  systèmes  que  nous  allons  étudier  sont  ceux  qui  définissent 
une  famille  naturelle  de  courbes,  c'est-à-dire  qui  établissent 
une  relation  donnée  entre  la  courbure  d'une  courbe  gauche,  la 
Lorsion  et  les  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  de  la  courbure  et 
de  la  torsion  par  rapport  à  l'arc.  Nous  nous  bornerons  au  cas  où 
la  relation  contient  la  dérivée  première  de  la  courbure. 

\u  lieu  de  prendre  comme  seules  variables  les  coordonnées  x, 
)',  t  d'un  point  de  la  courbe,  non-,  prendrons  ces  coordonnées  el 
les  trois  paramètres  qui  fixent  l'orientation  d'un  trièdre  trirec- 
tangle  ayanl  ce  point  pour  sommet.  Enfin,  au  lieu  d'introduire 
les  différentielles  de  ces  sis  variables,  nous  introduirons  les  six 
combinaisons  linéaires  qui  représentent  les  composantes  par 
rapport  à  ce  trièdre  de  sou  déplacement  infiniment  petit;  nous 
désignerons  par 

les  composantes  suivant  les  axes  du  déplacement  de  son  sommet 

el  par 

^1)       ro2,       ^3, 

les  angles  infiniment  petits  dont  il  tourne  autour  de  chacun  des 
trois  axes.  En  désignant  pour  un  instant  par  #l5  x2,  ...,xG  les 
m\  variables  choisies,  les  -i\  expressions  de  Pfaff  introduites  sont 

de  la  forme 

0Jl  =  £,  dxt  -+-  £,  dx.2  +  .  .  .-h~£6  </'•,;. 


ra,  =  /; ,  dxi  +  p2  dx.2  -+- .  .  .  -+-  p6  dx0, 


L'avantage  de  cette  substitution  e^t  qu'on  a  immédiatement  les 
co variants  bi linéaires  des  cù{- et  des  to*;  cela  résulte  de  la  théorie 
générale  de  la  structure  des  groupes,  mais  cela  résulte  aussi  dans 
l'espèce  des  formules  classiques  qui  régissent  les  mouvements  à 
plusieurs  paramètres.  On  peut  les  retrouver  aisément  en  remar- 
quant que  si  (X,  Y,  Z)  sont  les  coordonnées  relatives  d'un  point 
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fïve.  on  a 

i  dX  -t-  Wt  -+■  Z  732  —  Yw3=o, 

(17)  <  d\  -+-  tl)g-+-  Xt33 — Ztïti  =  o, 

[  t/Z  -h  to3  -t-  Y  rai  —  X  732  =  o  ; 

en  exprimant  que  les  covariants  bilinéaires 

Cl)',  -f-    Z  TTT'2  —    Y  73  3  +  [  rfZ  732  ]   —  [  <f  Y  73:J  ] , 

irij  -f-  X  73 3  —  Z  73',  -h  [  <r/X  m.,  ]  —  [ < /Z  73 j  ] . 
<o'  -f-  Y  m\  —  X  m.,  ■+■  [  d\  nT|  ]  —  [  dX  732  J, 

des  premiers  membres  sont  identiquement  nuls  en  tenant  compte 
des  équations  (17),  on  trouve  les  formules  fondamentales 

tl)',     -   —    [  W;  CT3  ]   -t-  |   W;j  732  J  . 

U)j  =  —  [0)377!!]  +  [C0,7U3J, 

U)'3=  —  [W,7!Jï]-H  [<0273,  J, 
(10)  '        , 

I  w,  =  —  [7712733], 

/    ro2  ==  —  [^3^1]) 
Bj'j  =__  [t3,732]. 

D'après  cela,  si  l'on  veul  obtenir  le  système  différentiel  des 
courbes  pour  lesquelles  il  existe  une  relation  donnée  outre  La 
courbure  el  la  torsion,  <>u  exprimera  d'abord  que  le  trièdre  consi- 
déré esl  le  trièdre  attaché  à  la  courbe,  ce  qui  donne 

0>2=0,  U>3  =  O,  7n2=  O; 

La  courbure  u  el  la  torsion  v  sont  alors  données  par  les  relations 

733 —  ttO)i=0,  73t  —  fC0[=:0; 

on  remplacera  enfin  dans  l'une  de  ces  deux  équations  l'une  «les 
quantités  '/.  v  en  fonction  de  l'autre  :  ou  encore  on  les  exprimera 
en  fonction  d'une  même  troisième  quantité  indépendante  «le-  sis 
variables  primilivemenl  introduites. 

Finalemenl  le  système  (S)  que  nous  allons  d'abord  étudier  esl 
le  système 

(S)       U)2=0,  (1)3=0,  732  =  O.  77T3  —  Ull)|=0,  73i  —  PO)|=0, 

où  u  el  v  son!  des  fonctions  données  <\  une  même  variable  /  indé- 
pendante <le>  six  variables  qui  entrent  dans  les  (,>,  el  les  rn,. 
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IV 


Si  l'on  forme  les  covarianls  bilinéaires  des  premiers  membres 
des  équations  (S),  en  tenant  c pte  des  équations  (S)  et  en  uti- 
lisant les  formules  (18  },  on  trouve  respectivement 

o.     o,     o,         —  u'\dtMx],     —  v'[dtuit]; 

le  -\  stème  dém  é  esl  donc 

(S')     w2=o,        0)3=0,         uï2=o,         v'm3—  u'tsi-{-(vu'—  ai»')tû1=o. 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  sont,  en  tenant 
compte  des  équations  1  S  1, 

foiras],     o,     [wiTBal,     v"[dtvs3]  —  u'idtvs!  ]-h(vu"—  uv")[dttat]. 

Il  faul  supposer  b^o,  sans  quoi  on  aurait  le  système  diffé- 
rentiel des  lignes  droites.  Pour  que  le  système  (S")  dérivé  de  (S') 
contienne  trois  équations,  il  est  nécessaire  qu'on  ait 

v"       u"       vu" —  uv" 
v'        u'        vu' —  uv' 

c'est-à-dire  qu't'Z  existe  entre   lu   combine  et   la   torsion   une 
relation  linéaire  à  coefficients  constants 

(19)  au  -+-  bv  -4-  c  =  o; 

s'il  n'en  n'esl  pas  ainsi  le  système  I  S  i  est  de  classe  -4. 
S'il  existe  une  relation  de  la  forme  1  19)  on  peut  prendre 

u'  =6,         v  '  =  —  a, 
el  l'on  voit  facilement  que   le  système  (S")  est   formé  «les  équa- 

U),  =  0,         cio2-t-  bm2  =  o,         (7ra3+ira,+  cw^o. 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  de  (S")  sont, 
en  lenanl  compte  de  (S 

Si  c  a'esl  p.is  nul,  on  voil  facilement,  en  tirant  o,  et  wa  de  (S"), 
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que  a  doit  être  nul  pour  que  (Sw)  contienne  deux  équations 
linéairement  indépendantes.  Donc  si  l'on  part  de  la  relation  (19) 
où  a  et  c  sont  tous  1rs  deux  différents  de  zéro,  le  système  (S) 
est  de  classe  3. 

Si  c  est  nul,  b  ne  l'est  pas;  le  système  (Sw)  contient  alors  deux 
équations  linéairement  indépendantes,  à  moins  que  a  ne  soit  nul. 
auquel  cas  le  système  (S)  définirail  1rs  courbes  à  torsion  nulle. 
cas  que  nous  écarterons.  En  dehors  de  ces  cas,  le  M>tèinc  (S) 
n'esl  île  classe  inférieure  à  3  que  -il  définit  l«'>  courbes  à  torsion 
constante  ou  les  courbes  dont  la  torsion  est  avec  la  courbure  dans 
un  rapport  constant . 

Si  le  système  définit  les  courbes  à  torsion  constante,  on  peut 

supposer 

a  =  o,         b  =  —  i  ; 

le  système  (S'"  I  est  alors 

(S'")  Cî.; —  C(l>g=0,  HT, CO)1  =  f>; 

\o<.  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  se  réduisent,  en 
tenant  compte  des  équations  (S"),  à 

—  c![w|W3],     c2[io,w3J; 

le  système  dérivé  n'existe  plus.  Le  système  (S)  est  doue  de 
classe  2. 

Si  enfin  la  relation  i  19)  est  de  la  forme 

v  —  au  —  o, 
le  système  dérivé  |  S  "  I  esl 

(S'")  TTTo^O,  77Î,  —  «TO3=o; 

on  vérifie  facilement  qu'il  oi  complètement  intégrable.  La  solu- 
tion générale  du  système  (S)  dépend  doue  d'une  manière  déter- 
minée de  deux  constantes  arbitraires,  d'une  fonction  arbitraire 
d'un  argument  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre.  Ce 
résultat  est  classique,  le  système  (S)  définissant  les  bélices  pour 
lesquelles  l'angle  de  la  tangente  avec  la  génératrice  du  cylindre 
qui  les  contient  a  une  valeur  donnée. 

En   résumé    le   système   (S)   qui    définit   les    courbes  pour 
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lesquelles  il  existe  une  relation  entre  la  courbure  et  la  torsion 
est: 

De  classe  \ .  si  cette  relation  n'esl  pas  linéaire; 

De  classe  '-).  si  elle  est  linéaire; 

De  classe  2,  si  elle  définit  les  courbes  à  torsion  constante 
ii on  n  ii  II <■  : 

De  classe  0  si  elle  définit    les  courbes  pour   lesquelles   lu 
torsion  est  avec  la  courbure  dans  un  rapport  constant . 

V 

Passons  au  cas  où  la  dérivée  de  la  courbure  par  rapport  à  L'arc 
esl  une  fonction  donnée  de  la  courbure  el  <lc  la  torsion 

du        ,. 
(au)  -dJ=S<"-(K 

Le    système    (S)    correspondanl    peul    être    défini    par    les    sis 
équal  ion-. 

Î(.).,  =  O.  (<)■,  =  O,  77!,=  O,  77J-1 —  Utlti  =  O, 

tjjj — co)|,  du — /(«,  f)oj,  =  o. 

Les    covariants    bilinéaires    des    premiers    membres,    sont,    en 
tenant  compte  des  équations  (  S  >. 

o,     o,     o,     o,     — [<fru>i],     — fv[dvv>t]i 
de  sorte  que  le  système  dérivé  l  S')  esl  formé  des  équal  ions 

U)j=0,  C03=O,  »3T2=U,  TTJ3 —  «0J1  =  O, 


(S') 

du  —  /,.ra,—  (7  -  p/J)u>,  =  o 

Les    covariants    bilinéaires    des    premiers    membres    sont,    en 
tenanl  compte  de    S  i, 

o,     o,  "|'°i^i|,     /i[uisri], 

1  f'ufv—ffuv  »  [  "M  »!  J  —  ./'J-: |  '/' '^i  J  -i-  P/p.[rff«0,  ]. 

Si  «lune  /_.  esl  diflérenl  de  zéro,  c'est-à-dire  >i  -r-  n'est  pas  nue 
fonction  linéaire  de  p,  le  système  (S)  esl  normal  el  de  classe  5. 
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Supposons 

du        ,.         .- 

le  si  stème  i  S"  l  esl  formé  (1rs  équations 

l     102  =  O.  CU3  =  O,  7TT.3  —  MOJj  M- 

(S") 


Ul,-U,U' 


Le  covariant  bilinéaire  de  u,  est,  en  tenant   compte  des  équa- 

tions    S   i.  égal   ;i    — [w,  ny2l.   En  exprimant  que  les  covariants 

bilinéaires  drs  premiers   membres   dos  deux  dernières  équations 

S")  ue  contiennent  pas  de  terme  en  [to(ttj2],   on  obtient  les 

deux  relations 

U  UU' M2 2  U-  =  O, 

uu'i-  UiU'y     uu;—  r,t    U  ~-  u  M'  _ 

u  j  u  u  U 

Si  Tune  de  ces  deux  relations  n'est  pas  vérifiée,  le  système  (S) 
esl  de  classe  4.  Pour  qu'elles  soient  vérifiées  toutes  deux,  il  faut 
qu'on  ait 

U2=  ui(a"-ui  —  i), 
'bu1 


iiu . 


i    Supposons  d'abord  a  =  o,  ce  qui  revient  à  supposer 

U  =  iu, 

au  besoin  par  un  choix  convenable  du  sens  des  arcs  croissants,  et 

l,  =  -  bll3-i-  eu. 

> 
I.'   système  (S"  -  s-écril  alors 

i     OJ2  =  O,  U>3  =  O.  CT3-r-tîD2 UW1=0, 

|     r///  ÏU  TVi  —    I   -  blC3  —  CU  I  t»i  -+-  //>//-'  ïTTo  =  f). 

Le  calcul -lu    système    dérivé    (S'")    se    fait    >an>    difficulté    el 

XLIf.  3 
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conduil  aux  équal  ions 

oj3-!-  (h>2  =  o,  tb3-ï-  im2  —  11  toi  —  bu"1  (02  =  o, 


(S'") 


J 

j  du—  ///ro,  —  (-  bu3-\-cu  )  bii^-ibu-rs2-^-    {bc  —  i)u-  —  -  bu*    w2  =  0. 

Le  calcul  dés  deux  premiers  covariants  montre  que  si  b  n'est 
pas  nul,  le  système  (S)  est  de  classe  3.  Si  au  contraire  b  est  nul 
on  trouve  que  le  système  (Sw)  est  complètement  intégrable  sic 
rsi  nul,  et  si  c  n'est  pas  nul,  que  son  système  dérivé  est 

(S,T)  W3-+-  (  w2  =  o,         nj3-f-  i^î  —  «u)|  =  o. 

Le  ras  où  c  esl  nul  donne  les  courbes  tracées  sur  une  sphère  de 
rayon  nul.  Ecartons  ce  cas.  Le  système  dérivé  de  (SIV)  est  alors 
formé  de  l'équal  ion 

(ST)  W3-4-  1102  =  O. 

et  par  suite  le  système  (S)  est  de  classe  zéro. 

Vous  obtenons  donc  dans  ce  premier  cas  les  systèmes  de 
classe  zéro  définis  par  la  relation 

1      \  du        .    , 

(22)  —  =  iu{v  ■+-  c). 

2°  Supposons  maintenant  a  ^é  o.  On  peul  poser 

(23)  u  = 


asint 

ei  la  relation  (  21)  prend  alors  la  forme 

-                                      '//                 b  cost  ■+■  c  sin/ 
<  24  )  -—  -+.  p  h . _  0 

CM  </  si  11/ 

V.vec  ces  notations  le  système  1  S")  s'écrit 

g».   I  <*>j=o,        Ws=o,        tuj  — a(ros  cosf -t-ra3  sinf)  =  o, 

(  rf<-t-wi-+-  b{—  th.,  sint  +  Tn;j  eos/)  -+-  c(nj2  cos*  -+■  Tn3  sin<)  =  o. 

Les  covariants  bilrnéaires  des  premiers  membres  se  réduisent 
alors  à 

aco8<[miT0a],        asin«[mjm3],        ac[ï3»TO8],        —  (i -i- 6--r- c2  )  [otjtïjjJ. 
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Le  système  dérivé  (S")  peut  alors  s'écrire 

Lûo  sill  t  -+-  103  COS  t  =  O, 

h>]  —  c(co2  cost  -+-  co3  sin  /  )  —  a(iiï2  cost  -t-  nr3  sin  O  =  o, 

(S'")  (  (,  +  fti+ci) 

I  dt  ■+■  - (w*  cost  -t-  103  sin£) 

-I-  tttj  -+-  b( —  tuo  sin£  -l-  ra3  cos£)  H-  c(tïï2  cos£  4-  7n3  sin  /)  =  o. 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  sont,  en  tenant 
compte  des  équations  (Sw), 

—  >  c  [  co  ra  ]  —  b  [  (o  1  | . 
b{\  -i-  62-i-  c2  ) 


où  l'on  a.  pour  abréger,  posé 


[wro], 


oj  =  co2  co%t  ■+-  10 3  sin/, 
m  =  cr2  cos/  -H  nT3  sin  /, 
y  =  —  rn2  sin  t  -+■  m3  cos  t. 

Pour  que  le  système  (S)  soit  de  classe  zéro,  il  faut  donc  qu'on 

ait 

bc  =  o,  A(i  +  è!+c!)=o, 

ce  qui  donne  soit 

b  =  o, 
soit 

c  =  c\  b  —  i. 

a.  Supposons  d'abord  b  =  o.  Si  c  =0  le  système  (Sw)  est  son 
propre  dérivé  ;  on  a  alors  les  courbes  situées  sur  une  sphère  de 
rayon  a.  Supposons  donc  c  ^é  o.  Le  système  déri\<;  |  SIX  i  est  dans 
ce  cas 

ioj[  —  c(  tOjCOSï  -+-  co3sin<  )  —  <z(ra2cos£  -H  nr3sin  t)  =  o, 
«/  -+•  (  io2cos*  +  io3sin  t)  -i-  Wi  -+-  c(nj2cos£  4-  ra3sin  /  1  =  o. 

Les  covariants  bilinéaires  des  premiers  membres  sont,  en  tenant 
compte  des  éqnations  (S"  !, 

I  -+-  c2 
c [u)jw3]  -4-  (1  —  c- )[( —  io2sin<  -r-  to3cosO  (ro2cos<  -+-  HJjsillt)], 

(  1  -4-  c2)1                        1  -t-  c2 
— [  oj2oj3]  -+-  c- [(—  uijsin;  -i-  io3cos<)  (tn2cos<  +  ra3sinl)]. 
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Le  système  -  S  i  n'esl  par  suite  de  classe  zéro  que  si  l'on  a 

i  —  c2  =  o,  soit  c  =  i. 

Dans  ce  cas  le  système  dérivé  (Sv)  est 

(ST)  '//  73i-r-  î'(BI2COS«  -H  7ÎT3  sill  O  =  O, 

et  la  relation  entre  la   courbure,    la    torsion    et   la   dérivée   de    la 
courbure  par  rapport  à  l'arc  esl 

dR  i         i 

I  2  S  i  , h  =  H-  -  =  O. 

Remarquons  d'ailleurs  que  l'équation  (Sv)  est  complètement 
intégrable. 

h.  Supposons  maintenant 

c  =  i  > ,        6  =  1. 

Le  système  (  S"  >  dérivé  de  < "S  "' i  esl  alors 

l  u)j"+  i( —  b){Sin£  -+-  oj:jcos/  )  —  «7(777.,  cos/  -i-  cj3  sin  t)  =  o, 

j  (Il  -+■  777,  -f-  /(  —  777.,  sin  /  -1-  77J3COS£)  =  o. 

On  vérifie  facilement  qu'il  esl   complètement  intégrable.  Le  sys- 
tème  esl  alors  le  prolongemenl  du  système  (S">  et  il  esl  de  classe 

zéro.  Il  correspondit  la  relation 


XI. 


En  résumé,  les  seules  familles  naturelles  de  courbes  définies 
par  nue  relation  entre  la  courbure,  la  torsion  et  la  dérivée  delà 
courbure  par  rapport  à  l'arc,  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un 
point  arbitraire  son!  des  fonctions  déterminées  d'un  paramètre, 
d'une  fonction  arbitrais    le  c<  paramètre  et  de  ses  dérivées,  ainsi 
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que  de  constantes  arbitraires,  sont  les  suivantes  : 

.  r/R  t 

(«)  ;  ^         ,       -T-    7f    =    o. 

(3)  _i^!L_±       , 

i  R  <fc       T         ' 

rfR  i         / 

(Y)  .  H=  +  -=o, 

»  ^       R*  r/.v        T       a 


/a*  —  R*ds        r  "'« 

L'équation  (a)  définit  les  courbes  tracées  sur  une  sphère  de 
rayon  <t.  11  esl  inutile  de  les  considérer  davantage;  les  formules 
qui  donnent  la  -c  >  1  n  t  î<  » n  générale  <ln  système  contiennent  trois  cons- 
tantes  arbitraires,  les  coordonnées  <ln  centre  tle  la  sphère. 

Les  formules  qui  donnent  la  solution  générale  du  système  (jâ) 
ue  contiennent  aucune  constante  arbitraire,  aucun  des  systèmes 
dérivés  n'étant  complètement  intégrable.  Le  système  (S)  résulte 
du  prolongement  de  l'équation 

(Sv)  (i>:j  -f-  ICO]  =  O. 

Les  formules  qui  donnent  la  solution  générale  du  système  (v) 
contiennent  une  constante  arbitraire,  l<-  système  dérivé  |  SN  |  étant 
complètement  intégrable.  Le  systèmel  Si  résulte  du  prolongement 
du  système  |  SIV  |  : 

(  dt  -H'Wi  -l-  i(ht*  cost  -t-  bj3  sinf  )  =  o, 

(S") 

(  iO[  —  i(  h>4  cos  t  -4-  u>3  sini)  —  ai  bjî  cos  /  4  ra:J  sin  r)  =  o. 

Les  formules  qui  donnent  la  solution  générale  <\u  système  (S) 
contiennent  deux  constantes  arbitraires,  le  système  dérivé  (  S,v) 
étant  complètement  intégrable.  Le  système  (S)  résulte  du  prolon- 
gemenl  du  système  i  S'")  : 

i    oji  +  t(—  wo  sin  t  ■+■  <o3  cost)  —  airs*  cost  -+-  nr3  sint)  —  o, 
i  S'"  )     <  dt  -+■  TBt-t-  i( —  vst  sini-f-TBS  cost)  =  o, 

(  —  (o2  sin  /  —  to3  cos/  =  o. 

Pour  intégrer  ces  divers  systèmes,  désignons  par 

»,       P,       Y, 
«'■.     P'>     Y'. 

a',     i"-    v", 
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les  cosinus  directeurs  des  axes  fixes  par  rapporl  aux  axes  du  trièdre 
mobile  el  par  / .  r.  s  les  coordonnées  fixes  de  l'origine  de  ce 
trièdre.  On  a 

10,  =  a  dx  -+-  a'  dy  -+■  a"  dz, 
w.2  =  [i  dx  —  'i'  dy  -+-  3"  dz, 
oj3  =  y  dx  -h  •('  dy  -+-  v"  <r/^, 

7TT,   =   Y    dï    "H    Y'   «*P'  +    ï"  ^3"  *  —   P  rfï    -    P'    rfï'  -    P'  «Y- 

m.,  =  a  (/y  ~  a  ^ï  "+"  a"  frï''  =  _  V  ^a  —  T  ^a  —  7   ^a*i 
m,  =  p  dy.        y  dr      -  3    dy."  =  -  a  rf3  -  a'  rf3'  -  a"  d$' . 

C'est  de  ces  formules  que  nous  allons  partir. 

XII. 

Cherchons  d'abord   les  courbes  i  [i).  On  les  obtienten  intégrant 
d'abord  l'équation 

<  '■>'  )  W3-!-  /  (t>s  =  <>. 

puis,  par  différentiations  successives,  les  équations 

1  38  /  nj3 -+-  îjgt  —  —  (o,  =  o. 

1  ".)  I  dï\  +  ivti  +  ft.),-f  —  w2  —  o. 

La  première  conduil  à  poser 

y  +  /?  =  x!^:,      T»+,-p'=aI-xJjtf!,      Y*+ip'=x* 

el  donne 

,/,  x  _|_  /r)  -j-itdz  —  t-  dix  —  iy  |  =  o 

ou 

d\  v  +  iy  +  itz—  r->  x—  ,-y)]  —  -,[Z  —  t(x  —  iy)\d(  =  o. 

Posons  donc 


iy  +  3 1*  —  ft{  .r  —  />-  i  r^  -2/i  /  ). 
z-t(x—iy)=f'(t). 


Tour  intégrer  l'équation  |  28)  remarquons  qu'on  doit  avoir 

«  ■+-  »«'  ■+■  3a*f  —  (a  —  in' )  rJ  =  o, 
(a  —  ta')*  —  «'=1, 
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égalités  qui  expriment  que  les  axes  mobiles  sont  rectangulaires  et 

que   les   a  sont  des   cosinus  directeurs.   En  tenant  compte  de  ces 
relations  et  des  équations  |  3o),  on  trouve  sans  difficulté 

(3i)  x  —  iy  —  —  /"(0  -+-  f'ÀR. 

Pour  intégrer  l'équation  (29)  on  posera 

■  Q  1  — *'*  ,      .a,      .    n-/'2  „      .Q„  , 


À  tu  t  —  t'Y-  = 


a\ ec  la  condition 
mi  dI)I ieni  alors 


Finalement  les  coordonnées  d'un   point  d'une  courbe  (S)  sont 
exprimées  par  les  formules  suivantes,  où  c  a  été  remplacé  par  — » 

*  -  iy  =  -/"  (0  ■+■  \!afm(t), 
z  =f'(t)  -  tf'(t)  4-  t  y/af"(t), 


x  -h-  iy  =  if{t)  -  a*/'(*;  +  f2f"(t)  -  V-  v  af{t). 

Ces  courbes  sont  susceptibles  d'une  génération  géométrique 
simple.  On  obtient  en  effet  un  point  M  de  la  courbe  (33)  en  portant 
sur  la  tangente  en  un  point  P  de  la  courbe  minima  (T),  enveloppe 
de  la  droite  (3o),  un  certain  vecteur  (PM). 

Pour  définir  ce  vecteur  rappelons  la  notion  de  pseudo-arc  9 
d'une  courbe  minima  défini  par 

ç,  y,.  Z  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe.  Le  point  M 
esl  a  loi--  donné  parla  formule 

M  =  P  —  x/a  -ï-  • 

La  courbe  (|j  i  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  c'est  que  son 
arc  est,  à  un  facteur  constant  près,  égal  au  pseudo-arc  de  la 
courbe  (F)  ;  on  a  en  effet 


r/M 


d\\  _  cM>_  I  ^_P  _ 

d<7  dsL    |   <-/72 
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d'o<ï 

s  =  \fnz. 

La  courbe  (r)  esl  d'ailleurs  une  dos  deux  développées  minima 
de  la  courbe  i  (3  i  el  l'on  peul  définir  les  courbes  de  la  famille  consi- 
dérée |»;ir  lu  condition  que  le  pseudo-arc  de  l'une  des  deux  déve- 
loppées  minima  soil  égal,  à  un  l'acteur  constanl  près,  à  l'arc  de  la 
courbe  elle-même  :  on  retrouverait  facilement  ainsi  la  condi- 
tion, p 

XIII. 

L'intégration  du  système  (v)  se  ferait  d'une  manière  analogue  ; 
je  me  contente  d'indiquer  les  résultats.  La  constante  arbitraire 
qui  entre  dans  les  formules  définit  une  direction  de  plans  iso- 
tropes.   Chaque   courbe  de  la   famille  (y)  se  déduit  d'une  courbe 

minima  arbitraire  (T)  en  portant  la  longueur  PQ  = sur    le 

dtp 
vecteur  -j-^  et  en  menant  par  le  point  Q  la  parallèle  à  la  tangente 

en'P  à  la  courbe  (T)  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  plan  mené  par  P 
parallèlement  à  un  plan  isotrope  fixe  II.  On  a  ici  encore,  pour 
I  nie  de  la  courbe, 

s  =  ya<s. 

Les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  soûl  : 

ix  —  iy  =  — /",  /  i, 
x  -+-  iy  =  2 ./i  t  |  -  2  tf  (t)  -t-  t\f"(  t)  —  at\ 
le  plan  isotrope  fixe  a  été  particularisé  :  on  a  pris  le  plan 

t  —  iy  =  o. 

XIV. 

L'intégration  du  système  (8)  introduit  deux  constantes  arbi- 
traires qui  sonl  les  paramètres  d'un  plan  isotrope  fixe  II.  Chaque 
courbe  de    la   famille    ici  se  déduit  d'une  courbe  minima  arbi- 


—  41  - 

traire  (T)  en  menant  par  an  point  quelconque  P  de  (F)  un  vec- 
teur (PM)  parallèle  à  la  direction  isotrope  du  plan  II  et  tel  que  le 
produit  géométrique  du  vecteur  I  PM)  et  du  vecteur  (PO),  où  O 
est  un  point,  d'ailleurs  quelconque,  de  IL  soft  égal  à  — -a'2.  Si 
l'on  choisit  U:<  axes  de  manière  que  le  plan  II  ait  pour  équation 

x  —  iy  =  o, 

l'are  s  de  la  courbe  est  donné  par 

s  —  ia  \og(x  —  iy  ). 

La  courbe  peut  encore  être  obtenue  comme  l'enveloppe  du  cy- 
lindre du  second  ordre 

x-r-iy  +  itz  —  t^x  —  iy)—  ■      =  zf(t), 

j         iy 

dont  l'un  dc>  plans  asymptotes  est  le  plan  II,  l'autre  étant  un  plan 
isotrope  variable,  le  plan  oscillateur  de  la  courbe  minima  (Y). 
On  a 

x  —  iy=—fl. 
z=f'(t)-t/"(t), 

j    X  +  iy  =  .2f{(  )  _  2tf'<  t  I  -  t\f<  t  I  -    -j£— . 

Remarquons  que  les  courbes  de  la  famille  (8)  sont  rectifîables, 
tandis  qu'il  w'vw  est  pas  même  des  courbes  des  familles  ((3)  et  (y)  : 
je  \iu\  dire  par  là  que  le  système  différentiel  qui  définit  les 
courbes  d'une  de  ces  familles  et  l'arc  de  ces  courbes  n'est  pas  de 
classe  zéro,  il  est  de  classe  3  ;  il  est  en  effet  équivalent  au  système 
de  quatre  équations  de  PfotfFà  six  variables  : 

df  -    /,  dt  =  o, 
rf/t-    fsdt  =  o, 

df.,—    f-,dt  =  o, 
ds    —  \f\dt  =  o, 

qu'on  montre  facilement  être  de  classe  3. 

XV. 

Les  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre  dans  l'espace  eucli- 
dien peuvent  être   résolus  de   la  même   façon  dans  l'espace  non 


euclidien.  Si  nous  adoptons  l'interprétation  cayleyenne  de  la  Géo- 
métrie elliptique  par  exemple,  nous  considérerons  v\ne  quadrique 
imaginaire  comme  quadrique  fondamentale.  Nous  prendrons,  au 
lieu  d'un  trièdre  trirectangle,  un  tétraèdre  conjugué  par  rapport 
à  la  quadrique.  Les  coordonnées  relatives  \,  d'un  point  fixesatis- 
feronl  alors  à  des  équations  de  la  forme 


(36) 


où  l'on  suppose 


,/\t    -  X2t')12+  X3w13+  X4w14  =  o, 
û?X2-4-  Xj  to2i  -+-  X3to23-i-  XiC.j2i  =  o, 

<7X3  +\|W]|  +  X2  IO32  -r-  X4CU34  =  O) 
i/X,  —  X)  (0;i  —  X2Wi2  —  X:j<043  =  O. 


Mij  =  —  tùji. 

Les  six  expressions  de  Pfaffto,y  satisfom  aux  conditions 

I    '■:  I  *à'tj  =  [(.)//.  Mjlc\  4-  [Ci)//(0y/]  (  i,  /  =1,2,3,  4  I, 

où  /, -,  /  sont  les  deux  indices  i,  a,  3,  4  différents  de  i  et  dey'. 

\  un  point  variable  d'une  courbe  quelconque  de  l'espace  ellip- 
tique nous  ferons  correspondre  un  tétraèdre  A,  A2A3A4  conjugué 
par  rapport  à  la  quadrique  fondamentale,  ayant  pour  sommet  A, 
le  point  de  la  courbe,  le  côté  A,  A2  étant  tangent  à  la  courbe  et  le 
plan  A)A2A3  étant  osculateur  à  la  courbe.  On  a,  dans  ces  condi- 
tions, 

(o13  =  tou  =  o)»;  =  o, 

W23  =  KWu,  1034  =  i-MV2, 

h  el  v  désignant  la  courbure  et  la  torsion,  co,2  l'élément  d'arc. 

Bornons-nous  à  étudier  les  systèmes  (  S)  qui  établissent  une 
relation  entre  la  courbure  et  la  torsion  : 

(S)       t013=0,  (0|.,=  O,  U)24=0,  to23 —  «0)|2=0,  0)j4 — rto12=o, 

M  el  v  étanl  regardés   comme  des   fonctions  données  d'une  même 
variable  /. 

I  .'■  >\  -t.  me  dérivé  |  S  i  est 

tOj8=    0,         tûn:=0,         (•).,;  =  o,         r'i')î3 —  /éto3;    -  (  i/é —  UP')u>is=0. 

On  montre  facilement,  comme  on  l'a  l'ait  dans  le  cas  de  l'espace 

euclidien,    que    la   relation  entre  u  et  e  doil  être  linéaire  pour  que 
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le  système  (S")  contienne  trois  équations,  soit 

(38)  au  -r-  bv  -+-  c  —  o. 

On  peut  supposer  alors 

iï  =  b,         v'  —  —  a, 
et  le  système  (S")  est 
(S*)         w1;=o,         eto13  —  &o)2i  =  o,         awjj-f  bio3-, —  c»'j12  =  o. 

Le  système  (  S"7)  ne  contient  deux  équations  que  si  l'on  a  soit 

r  =  O,  a  =  o, 

-ml 

a(£2—  c')  =  o         fc^o). 

Dans  le  premier  cas  on  a  les  courbes  à  torsion  nulle  :  ce  sont  les 
courbes  plane-. 

Le  second  ras  se  subdivise  en  deux  autres. 

Si  a  =  o,  &-'  —  c2^o,  on  a  les  courbes  à  torsion  constante 
(non  nulle)  ;  le  système  (  Sw)  est  ici,  en  supposant  b  =  —  i . 

(S'")  t-joi  — r-  C(')]3  =  o,         <»3i —  coj12  =  o; 

mais  le  système  dérivé  n'existe  plus  ;  le  système  (S)  est  de  classe^. 
Si  b- —  c-=  o,  par  exemple  b  =  —  c,  la  relation  (38)  prend  la 
forme 

(3g)  v—i  —  au: 

le  système  (Sw)  est  alors 

(S'")  W13-+- fi)i4=  O,  <-»3i—  ">12-r-  «(lOu  —  '023)  =  O, 

et  il  est  complètement  intégrable. 

En  résumé  les  seuls  sj  sternes  de  classe  zéro  sont  ceux  qui  donnent 
les  courbes  planes  et  ceux  qui  donnent  les  courbes  satisfaisant  à 
la  relation  (3g),  c'est-à-dire  tels  que 

(40)  1±,  =  «1; 

ces  courbes  généralisent  les  Indices  de  l'espace  euclidien  ;  elles 
comprennent  comme  cas  particulier  les  courbes  à  torsion  constante 
égale  à  la  racine  carrée  de  la  courbure  de  l'espace.  Le  >\  -tèiue  (Sw) 


—  u  - 

riant  complètement  intégrable,  les  formules  qui  donneront  la 
solution  générale  de  l'équation  (4o)  contiendront  deux  constantes 
arbitraires. 

11  est  facile  de  voir  que  si  l'on  considéra  une  des  courbes  précé- 
dentes et  qu'on  mène  par  un  quelconque  V(  de  ses  points,  dans  le 
plan  formé  par  la  tangente  et  la  binormale,  la  droite  qui  fait  avec  la 
tangente  l'angle  constant  eayleyen  dont  la  cotangente  esl  <i.  cette 
droite  rencontre  deux  génératrices  imaginaires  conjuguées  fixes 
de  la  quadrique  fondamentale.  En  effet  les  points  P,  P'  à  l'infini 
sur  celle  droite  «ml  pour  coordonnées  relatives 


y/a'2  -+-  I  \/a--hi 

on  obtient  un  point  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  de  l'un  ou 
l'autre  des  points  P,  P'  en  considérant  les  coordonnées 

dXt  ff\2  i  iïX,         i  i  tfX»         i 


ce  qui  donne  ici 

ia 


\/a-- 


/  i         a 
\  T  ~~  R 


or  ce  point  est  aussi  à  l'infini  (c'est-à-dire  sur  la  quadrique  fonda- 
mentale) ;  chacun  des  points  P,  P'  décrit  donc  une  génératrice  de 
la  quadrique  fondamentale,  et  ces  deux  génératrices  sont  évidem- 
ment imaginaires  conjuguées,  si  la  courbe  est  réelle. 

XVI. 

Pour  déterminer  ces  courbes  fixons  les  deux  génératrices  ima- 
ginaires conjuguées  précédentes;  la  position  du  tétraèdre  mobile 
ne  dépend  plus  que  de  quatre  variables  cl   l'on   a   identiquement 

(On;  -i-  10,3  =  O,  w3i  —  U>iJ=  a(tl)jj  —  G»li). 

Tout  déplacement  du  tétraèdre  se  traduit  par  une  substitution 
linéaire  sur  les  coordonnées  mobiles  d'un  point  de  I  espace,  et 
cette  substitution  laisse  invariante  la  quadrique  fondamentale 

X;  -+-  xl  -+-  x\  -+-  x\  =  o. 
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En  introduisant  les  génératrices  vectslignes  de  cette  quadrique, 
on  peut  écrire 

a*i  -4-  i  x3  _  ./'i  —  ix3        .r2 —  ixi        —  x2  —  ix<, 
/.a  i  X  ;jl 

Si  A,  M  désignent  les  paramètres  mobiles  d'un  point  fixe  de  la 
quadrique  fondamentale  on  lire  sans  difficulté  dc<.  formules  (36) 

U>jS-t-  0)3t—  l'cdu—  l(l)23  -,  ,.  0),s -4- 0)34-l- io)U-t- lO)a3 

d\ hi(to24— 0)13)A A*  =  o, 

•2  ?. 

Oj,,—  W3i—   (W23+   ?U)U  0)is—  0)34 «  0)14-1- tto>2j 

rt.M  H î(o)24+o)i3)M M2  =  o. 

Or  le  mouvement  étant  limité  comme  il  a  été  dit,   la  dernière 
formule  se  réduit  à 

...       [a  -t-  i)  -+-  ( a  —  i)M2  . 
«.M - (o)î3—  o)14j  =  o. 

On  retrouve  facilement  ainsi  qu'il  y   a  deux  génératrices   fixes 

de  la  seconde  famille  et  un  calcul  aisé  montre  que  la  formule  qui 

permet  de  passer  du  paramètre  fixe  au  paramètre  mobile  est  de  la 

forme 

.,    ,  cosOM  —  e'?sin9  . 

(-r2)  l1  =  — .„    .    ,, ,. 7:         (x  =  cotcp), 

e--<Psin8M  -t-  cos6  '  " 

avec 

to23 —  o)i4  =  2  sin  o  dS). 

Soit,  d'autre  part, 

/  »o  %         m  A  h-  v 

(40)  A=  — - — ■ —         {us  —  vtv  =  i); 

on  en  déduil  immédiatement,  d'après  (41)- 

,    ojov  —  oj13  =  •'(  m  c/s  —  5  du  -r-  f  rf'f  —  w  dv  ), 
(43)  i    w31  -i-  o)ij  =  «  dw  —  w  du  -+-  v  ds  —  5  dv, 

I    wi4  ■+■  0)0-  =  î(  w  du  —  tt  (hv  -r-  i'  ds  —  s  dv  i  ; 

il  laul  joindre  à  ces  formules  les  trois  suivantes  : 

0)j4  ■+-  '1)1  3  =  O, 

1  (4)  "'2:1 — oju=  2  coso  û?0, 

'o,.j —  ion  —  2  sin  ce  1/8. 


Enfin  ^1  l'on  appelle  #,,  x2,  r3,  xk  Les  coordonnées  fixes  du 
sommet  A,  du  tétraèdre  mobile,  point  qui  décrit  la  courbe 
cherchée,  on  trouve  sans  difficulté,  grâce  aux  formules  (42) 
et  (43), 

j'i  +  ('.r3  =        mcosO —  vclï    sinO, 

X\  —  ix3  =        s  cos6  -4-  we-'?  sin  0, 
(45)  <  .  ■ 

Xt —  ix^=        fcosO-f-  ae-'¥sin8, 

Xi       /./■■,  =  —  iv  cosO  -t-  5e'?    sin0. 

Gela  posé,  le  système  i  S"  i  se  réduit  à  l'équation  to,/,^  o,  c'est- 
à-dire 

(S")  i  (  iv  du  —  u  dw  -\-  v  ds  —  s  d\)  —  -i  sin  o  d<)  =  o  ; 

celle  équation  une  fois  intégrée  donnera,  par  diflerenliation, 
l'intégrale  de  (S')  qu'on  obtient  en  adjoignant  à  (S")  la  nouvelle 
équation  w,3=  o,  c'est-à-dire 

u  ds  —  s  du  ■+-  v  dw  —  te  dv  =  o. 
On  peut  introduire  des  variables  réelles  en  posant 

u  =  x  -+-  iy,         s  =  x  —  iy.         v  =  z  -+-  it,         w  =  —  z  -+-  it, 

^J  +  /24-  Z-^r  t-=  I. 

On  a  alors,  d'après  (45  I, 

X\  =  .r  cos8  —  (  .s  costp  —  £  sin  es)  sin  0, 
Xi=  z  cosÔ  -i-  (x  cosce  -i-  y  sin»)  sinO, 
^3—  J'cosO  —  (  £  costp  -i-  z  sin»)  sin 6, 
#i  =  —  <  cosô  —  (y  costp  —  a?  sincp)  sinO. 

Les  équations  à  intégrer  deviennent 

sU\q  dti  —  x  dt  +-  t  dx  -i- y  dz  —  z  dy  =  o, 
x  dy  —  y  dx  —  z  dt  -h  t  dz  —  o. 

Elles  s'intégrent  facilement  en  posant 
(47)    ar  =  cosacosp,      y  =  sina  cosy,       3  =  sinasinv,       *  =  cosasm3, 
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et  donnent  successivement 

S  cos2  x  —  y  ?in2a  =  /(a), 

..  ,   3-  A"*), 

(48)  '  s  in  2  a  ' 

f  coKy  —  3)  =  -/"(a)  —  cotaa/'(a). 

Les  équations  |  J6),  I  17  l,  1  J8)  rés  ilvent  le  problème;  il  reste 
finalement  pour  a?(,  x2<  x3.  xA  des  expressions  contenant  un  para- 
mètre a,  une  fonction  arbitraire  de  a  el  ses  deux  premières 
dérivées. 

Remarquons  que  co23  étant  égal  à  2sin<o<iti,  l'angle  de  contin- 
gence de  la  courbe  est  égal  à  iH  sin©,  et  est  ainsi  connu  sans  inté- 
gration. Mais  il  est  impossible  de  calculer  l'arc  de  la  courbe  sans 
nouvelle  intégration  comme  cela  a  lieu  pour  les  bélices  dans 
l'espace  euclidien. 

Le  cas  particulier  ©  =  -  donne  les  courbes  de  torsion  constante 
1  •        2 

égale    à    la    racine    carrée    de    la    courbure  de    l'espace  :  ce   sont 

d'ailleurs  les  courbes  d'un  certain  complexe  linéaire,  celui  qui  est 

défini  par  les  équations 

xt  dxw  - —  Xi  dxi  —  x2  dxs  -+-  x3  dx2  =  o. 

Dans  ce  cas,  les  formules  (4<>  I,  I  \~  ».  (  {8  1  donnent 

xt  =       cosacos3', 

Xi  =       sin  a  sin  7', 

(49)  < 

x3  =       sin  a  cos  y  , 

Xi  =  —  cos  a  sin  3', 
avec 

1  ïo) 


|      ,        „  cos a 

1,    '        J  1  sin  a       ^ 

Ou  a  des  expressions  plus  pratiques  en  posanl 


d'où  l'on  lire 


^T[  37g  *^3  *^4 

Q7  =  F  =  ôq7  =  QP'-     >PQ' 
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on  regarde  P  et  Q  comme  des  fonctions  arbitraires  d'un  même 
paramètre,  P'  et  Q'  étant  leurs  dérivées.  On  obtient  les  courbes 
unicursales  en  prenant  pour  P  et  Q  deux  fonctions  rationnelles 
quelconques. 

On  peut  modifier  d'une  manière  analogue  les  formules  obtenues 
dans  le  cas  d'un  angle  o  quelconque. 


SUR  LA  MÉTHODE  DES  RÉDUITES; 
Par  M.  A.  Pellet. 

1.  Considérons  le  système  d'équations 

(l)  Xi — Vi=a,  B=  I,  2,  3T  ..  .,  a», 

les  Oj  <;tant  des  fonctions  homogènes  du  premier  degré  des  incon- 
nues Xki 

fi  =  anxi -+■ . . . -t-  atkXk -\-...=  }i atkXk, 

et  les  a  et  les  c  des  quantités  données;   en  même   temps,   le  sys- 
tème des  équations  majorantes  (') 

(i)  Xt—  Wi=  d,         i  =  î,  a,  . .  .,  », 

où  Wi  est  une  fonction  majorante  de  ep/, 

t/  =  2]a,/.\/,, 

A,^|«,/,|         et         C,     \ci\. 

Si  les. premiers  membres  des  équations  (2)  sont  positifs  pour 
un  système  de  valeurs  positives  des  X  :  \,° XJ?1 les  équa- 
tions 1  1  |  admettent  un  système  de  solutions  qui  peut  être  obtenu 
par  la  méthode  des  réduites. 


(')    Voir  mon  Mémoire  Sur  les  équations  majorantes  (Rulletm  de  la  Société 
mathématique  de  France,  t    XXXVII,   1909$  p.  q3). 


Observons  d'abord  qu'on  peut  supposer  les  quantités  X^01  égales 
toutes  à  i ,  par  le  changement  de  variables 

Ainsi  nous  supposerons 

i>\^A,7(.  (Î  =  I,2,  ...,  qo). 

Remplaçons  par  zéro  toutes  les  inconnues,  sauf  Xi  dans  la  ilen,e 
équation  du  système  Xi — s,=  c<;elle    donne   alors    pour    Xi   la 

1  Ci 

valeur :  posons 

1  —  aa    I 

x(=  - — l—  +yt        (t  =  1,1,  ...,*); 

les  équations  en  y±  ont  la  même  forme  que  les  équations  en  Xi,  les 
seconds  membres  seuls  étant  changés.  Opérant  sur  les  équations 
nouvelles  comme  sur  les  précédentes  et  ainsi  indéfiniment,  on 
obtiendra  pour  les  Xi  des  séries  absolument  convergentes.  En 
effet,  les  opérations  analogues  effectuées  sur  les  équations  (2) 
donnent  pour  les  Xt  des  séries  à  termes  positifs,  supérieurs  aux 
modules  des  termes  correspondants  des  séries  #,-;  d'ailleurs  on  a 

r 

l  X,, 


1  — S 


C  étant  le  plus  grand  des  nombres   Q   et    S    la   plus    grande    des 
sommes  supposée  inférieure  à  1 , 


2A" 


(b'  =  i,  ...,00). 


Cela  posé,  remplaçons  par  zéro,  dans  les  m  premières  équations 
du  système  (1),  toutes  les  inconnues  #,  sauf  celles  dont  les  indices 
sont  inférieurs  à  m  -f- 1,  xf,  X^  ...,x„n  et  désignons  par  x\'"\ 
x[™\  ...,  x'™*  les  valeurs  que  ces  m  équations  donnent  alors  pour 
ces  inconnues.  On  a 

_JL_  >  |  ;r</">  |        (1  =  1,2,  ...,m), 
xjji.  A 
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Sm  étant  la  plus  grande  des  m  sommes 

\  A,-/{        (e  =  1,2,  ...,  m). 

/  =  i 
La  série 

a^n-f.  (#(.*)_  a;<.»))  -+-. .  .H-  (a^"»  — a^*-")  -4-.. . 

est  absolument  convergente,  et  l'on  a 

XJ")  -  X</»-*>>  |  *<.'»>  —  ^;/"-'   |, 

X1/7"  étant  définie  à  l'aide  des  équations  (2)  de  la  même  manière 
que  a?1/*1  à  l'aide  des  équations  (i).  Posons 

xUn)_x>,n-i)=Uh  X<"1>  —  X(."î-1>=  U/  (t  =  I,...,ao) 

et  remplaçons,  dans  les  équations  déterminant  x'"'\  ...,  #),'"',  ces 
inconnues  par  x"'~v  —  ui.  pour  i  inférieur  à  m,  sans  modifier  a?)™1  ; 
les  seconds  membres  de  m  —  i  premières  équations  s'annulent,  et 
ces  équations  deviennent 

m  — 1 

Ui  —  V  a,/,  m/,  —  aim x™=o         (i  =  i,  2, m  —  i ), 

A  =  l 

k  =  m  —  1  m  —  1 

*=1  A  =  l 

Les  équations  déterminant  Ut,  ••-,  Um_1  et  X|£"  sont  majorantes 
de  celles-ci;  ainsi  la  proposition  est  démontrée. 

2.  Le  rapport  des  deux  fonctions,  > 

-t-  ce  -4-» 

F(ar)=    N     «„£•",         Fi(>)=    N^   £„#„, 

peut  être  ordonné  suivant  les  puissances  positives  e1  négal  i\<'^  de  r . 
et  les  coefficients  du  développemenl  être  obtenus  par  la  méthode 
des  réduites,  si  l'on  peut  satisfaire  par  des  valeurs  positives  de  pà 
l'inégal  ité 

(i)  A0>  A,p-4-  A_,  -  +...+  A„p"+A-„-  -K  .., 
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A«^|#rt|pour  toute  valeur  entière  positive  ou  négative  de  n, 
mais  A0^|a0  \]  et  le  développement  est  valable  au  moins  pour  les 
valeurs  de  x  dont  le  module  satisfait  à  cette  inégalité,  et  qui 
rendent  convergente  la  fonction  Ft(x).  Le  terme  a0  n'étant  pas 
nul,  peut  être  pris  égal  à  i  et  par  un  changement  de  variable  au 
besoin,  on  peut  s'arranger  de  façon  que  l'inégalité  (i)  soit  >ali>- 
faite  par  p  =  i .  Posons 

F(ar)    ~    2à    CnX    ' 

n  =  —  » 

on  a,  pour  déterminer  les  c,  les  équations 

bn  —  a0cn-h  a,  cn  ,  -+-  a_!  cn+1  -4-  ...  -+-  a„, c„_,n -4-  a_„t c 


m  ^  n+m 


n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  +  co.  On  se  trouve 
bien  dans  le  cas  étudié  tantôt. 

Si  Ton  ajoute  toutes  ces  équations,  on  obtient 


v  bn = i  2  «*  )  (  2 c" 


Lorsque  an  =  a_«,   bu  =  è_«,  on  aura  aussi  c„  =  c_n.  En  effet, 
en  retranchant  les  équations  d'indices  n  et  —  /i,  on  a 

o  =  c„  —  c_„  -h  ai  (  c„_,  —  c_„+1  -h  c„+,  —  c„_!  )-+-..., 

et  le  terme  en  c0  disparaît.  On  pourra  donc  ne  retenir  que  les 
équations  à  indices  positifs,  en  y  remplaçant  c_m  par  cm  (m  posi- 
tif), et  l'équation  d'indice  o. 

De  même,  si  an  =  a_n,  bn  = —  b_ni  il  viendra  cn  =  —  c_«. 

3.  Soient 

4-oo  -4-  oo 

F(>)=    V    qn%xn,         Ft(a?)=    V    (— i)"?n,a:'1. 

n  =  —  »  n  =  — oo 

L'inégalité  i  i)  esl  satisfaite  pour  des  valeurs  positives  de  p,  si 

i>2(Q+Q*+...+  Q'»,+...)I 

où  Q  représente  le  module  de  q,  Qr=|gr|.  Les  considérations 
précédentes  justifient  donc  dans   ce    cas    la   méthode    suivie   par 
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M.  \|i|)cll  [Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France, 
i885,  reproduite  par  M.  Frédéric  Riesz,  dans  son  Ouvrage  Les 
systèmes  d'équations  linéaires  à  une  infinité  d'inconnues, 
p.  il  el  >niv.  ).  La  continuité  permet  ensuite  d'étendre  le  résultat 
obtenu  aux  valeurs  de  q  dont  le  module  est  inférieur  à  i  et  de  x, 

comprises  entre  les  cercles  de  rayons  |  q  |  et  - — -•  Si  Ton  décrit  de 

l'origine  comme  centre  des  cercles  passant  par  les  divers  pôles  de 

la  tonction  r=rr — -■>  on  voit  aisément  que  cette  tonction  peut  être 

représentée  dans  chacune  de  ces  couronnes  par  une  série  de  Lau- 
rent; ces  séries  peuvent  se  déduire  de  l'une  d'elles  par  le  change- 
ment de  x  en  q~-v  x. 

4.  Revenons  aux  équations  du  n°  1.  Si  l'inégalité 

i  >     \     A  ,A-         (j  =  m  +  i,...,oc) 

k  =  m  -+- 1 

est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  i  supérieures  à  m,  on 
pourra  résoudre  le  système 

Xi—  yW  =  ch-2, aikXk         ( i  =  m  -+- 1 ,  ...,»), 

ti  =  i 

où  oj11  est  une  fonction  des  x,  d'indices  supérieurs  à  m,  par  rapport 
aux  inconnues  xm+{ .  ...,  xx  ;  substituant  dans  les  m  premières 
équations,  on  sera  ramené  à  un  système  de  m  équations  du  premier 
degré  à  m  inconnues.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  a  ^uit 
fonctions  d'un  paramètre  co,  et  toutes  les  quantités  c  nulles, 
l'inégalité 

i  >    N      Au-         (  i  =  m  -4-  i ,  .  .  . ,  ») 
k  =  m  h-  1 

•'■tant  -mU isfaite  pour  toutes  Les  valeurs  de  module  inférieur  au 
nombre  positif  û,  il  faudra  chercher  les  valeurs  de  co.  de  module 
inférieur  à  12.  qui  annulent  le  déterminant  des  ///  équations 
du  premier  d<  gré  restantes.  C'esl  le  problème  qui  se  pose  pour  la 
recherche   des    solutions    irrégulières    des    équations    linéaires. 
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[  I  oir    mon    Mémoire   Sur   les   systèmes    infinis    d'équations 
(Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XLI,  191 3, 

P-  "9)(')-] 


SUR  LES  INVARIANTS  INTÉGRAUX 
ET  QUELQUES  POINTS  D'OPTIQUE  GÉOMÉTRIQUE; 

Par  M.  R.  Dontot. 

INTRODUCTION. 

Considérons  une  suite  de  milieux  de  nature  quelconque,  les 
milieux  extrêmes  étant  isotropes  à  indice  constant  :  un  rajon 
lumineux  ;>e  transformant  en  un  autre  rayon,  on  définit  ainsi  une 
transformation  de  droites  en  droites  vérifiant  une  relation  connue, 
à  savoir  le  théorème  de  Malus.  Si  nous  nous  contentons,  avec 
M.  Bruns,  de  chercher  quelles  transformations  de  droites  en  droites 
satisfont  à  cet  important  théorème,  nous  sommes  amenés  à  écrire 
six  conditions  (les  conditions  de  Malus)  que  doivent  vérifier  les 
quatre  fonctions  définissant  la  transformation  ;  elles  expriment 
qu'une  certaine  quantité 

n (m  dx-hp  dy-h  g  dz)  —  N(M  dX  -+-  P  dY  -+-  Q  dZ) 

est  une  différentielle  totale.  Nous  avons,  au  paragraphe  I  du  pré- 
sent travail,  en  employant  les  méthodes  de  YEikonal  et  en  les 
simplifiant  seulement  sur  deux  ou  trois  points,  établi  cet  impor- 
tant résultat. 

La  condition  imposée,  indépendante  des  milieux  intermédiaires, 
est  certainement  satisfaite  pour  des  transformations  par  rayons 
lumineux  ;  mais  la  réciproque  n'est  peut-être  pas  exacte  :  il  n'est 
pas  possible  d'affirmer  qu'une  transformation  de  droites  en  droites 
vérifiant  le  théorème  de  Malus,  soit  optiquement  réalisable.  Cepen- 
dant, cette  condition  nécessaire  suffit  pour  l'étude  de  l'aplanétisme 
point  par  point  de  deux  surfaces  ou  de  deux  espaces  et   permet 

(')  Dans  les  nos  3  et  suivants  de  ce  Mémoire,  2N+1  doit  être  changé  en 
aN— i,  et  |  a|  supposé  inférieur  à  un  nombre  positif  qu'on  peut  assigner. 
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d'établir  ce   résultat  essentiel  :  la  transformation  point  par  point 
de  deux  volumes  aplanétiques  est  une  similitude. 

Il  était  intéressant  d'arriver  à  ces  conclusions  par  des  voies  diffé- 
rentes, en  cherchant  un  invariant  intégral  attaché  aux  rayons  lumi- 
neux, considérés  comme  des  trajectoires  et  de  le  transformer  par 
les  méthodes  de  M.  Poincaré,  en  un  autre  géométrique  en  quelque 
sorte  attaché  aux  trajectoires  et  indépendant  du  mouvement.  Ce 
procédé,  indiqué  par  M.  Hadamard,  conduit  à  la  considération  de 

l'invariant 

n2  cosô  ds  du). 

Cet  invariant  donne  sur  le  champ  le  rapport  de  similitude  dans 
le  cas  de  l'aplanétisme  point  par  point  et  il  apparaît  ainsi  que  ce 
rapport  ne  saurait  être  différent  de  i  quand  lesmilieux  extrêmes  sont 
identiques.  La  quantité  n2  cosbcls dio  intervient  d'ailleurs  dans  un 
théorème  d'optique  important,  le  théorème  de  Straubel,  dont  il  est 
fait  aujourd'hui  grand  usage. 

Il  nous  a  paru  nécessaire  de  donner  de  ce  théorème  une  démons- 
tration simple  et  rigoureuse  et  d'indiquer  qu'il  se  généralise  sans 
peine,  au  cas  où  les  rayons  sont  remplacés  par  les  bicaractéris- 
tiques  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  analogues  à 
l'équation 

dx2    '    dy*-    '    Oz*  ot2 

I. 

LES    CONDITIONS    DE    MALUS    ET    «    L'EIKONAL    ». 

Le  théorème  de  Malus  (et  plus  généralement  celui  de  Thomson 
et  Tait  pour  les  trajectoires  en  dynamique)  exprime  que  les  rayons 
lumineux  normaux,  à  une  surface  demeurent  après  réfraction 
normaux  à  une  autre  surface.  On  peut  seproposera\  ec  M.  Bruns(f) 
d'étudier  la  transformation  de  droites  en  droites,  telle  qu'une 
congruence  de  normales  se  transforme  en  une  autre  congruence 
de  normales.  Le  problème  ainsi  posé  dans  toute  sa  généralité, 
comporte  une  solution  fort  simple  exposée  dans  le  Mémoire 
déjà  cité. 

(')  Das  Eikonal  (Abhandlun^en  der  Sachs.  Gesel/sv/i..  t.  XXI,   18 
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Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  S,  rap- 
portée à  troi-;  ;i\<*>  rectangulaires;  m,  p,  q  les  paramètres  directeurs 
d'une  droite  D  passant  par  ce  point  :  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  droites  D  forment  une  congruence  de  nor- 
males, c'est  que  m:p,  q  soient  trois  fonctions  des  deux  paramètres 
définissant  la  position  du  point  (a?,  y,  z)  sur  la  surface,  telles  que 

m  dx  ■+■  p  dy  ■+■  q  dz 

soit  une  différentielle  totale  (').  M.  Bruns  choisit  pour  surface  (S) 
le  plan  des  yz,  pour  paramètres  y  =  h,  z  =  k  ;  il  suppose  de  plus 
h  et  k  fonctions  de  p,  q.  La  condition  est  alors  que  hdp  -+-  kdq 
soit  une  différentielle  totale  ('),  c'est-à-dire 

dh_dk_ 

dq        dp 

Soit  d¥  la  différentielle  d'une  fonction  des  quatre  variables  h,  k, 
p,  q  ;  nous  conviendrons  avec  lui  de  la  noter 

dF  =  F,  dh  +  F2  dk  +F3dp-t-  Ft  dq 
et  nous  désignerons  par  le  symbole  (FG),y  le  déterminant 

(FG)l7  = 


F,  F, 

G,  Gy 


Nous  appellerons  transformation  de  Malus  toute  transforma- 
tion de  droites  en  droites  conservant  les  congruences  de  normales. 
Soit  alors  dans  un  premier  espace  ou  milieu  trois  axes  Oxyz 
rectangulaires  auxquels  sont  rapportées  les  droites  (A,  A",  p\  q)  et 
dans  un  second  trois  autres  0'X\Z  auxquels  sont  rapportées  les 
droites  (H,  K,  P,  Q). 

Supposons  alors  la  transformation  définie  par  les  équations 

H  =  k(h,k,p,  q\  P  =  C(h,A,p,q), 

K=B(h,k,ptq)i  Q  =  D(h,  k,p,  q), 


.,  .     D(H.K,  P,  Q)     , 
e    n-versible -K-77 — ; — —  5=0. 


(')  Darboux,  Théorie  des  sur/aces,  t.  II,  p.  2-\. 
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Quand  h  el  k  sont  deux  ('onctions  depet  de  q,  H,  Iv,  P,  Q  sont 
fonctions  des  deux  paramètres  p  el  q  :  cherchons  dans  cette 
hypothèse  par  un  calcul  direct  à  quelle  condition  H  dP  -(-  K.  clQ 
est  une  différentielle  totale.  En  utilisant  les  notations  dont  nous 
venons  de  convenir,  et  en  posant 


nous  obtiendrons 


dh  =  hx  dp  -f-  h.2  dq, 

dk  =  À"i  dp  -+-  h 2  dq , 


H  dP  -+-  K  dQ  =      [(AC,-+-  BDi)  A,-+-  (  AC,-h  BD,)*,  -+-  (  AC3  +  BD3)]  d/> 
-+-  [(AGj  -+-  BD,  )A2-+-  (  AC3  -f-  BD2)Â,-t-  (  AC3 -h  BD3)]  <fy, 
=  a  dp  -f-  è  rf^r. 

Cette  quantité  est  une  différentielle  exacte  si 

da        db 
dq         dp 

ce  qui  nous  donne  après  réductions 

(i)     o  =  (hik2—h2kl) 

[(AG)12-I-(BD)121-i-A1[(AG)h-h(BD)u]-h/iï[(AC),1-+-(BD)$1] 

+  kx  [( AC)24  -f-  (BD)»]  4-  kt  [(AG)M  +  (BD)„]  4-      [(AC)34-+-  (BD)34]. 

Nous  nous  sommes  proposé  de  rechercher  quelle  devait  être  la 
transformation  pour  que  la  condition 

dh  _  àk 
dq        dp 

entraîne  celle-ci.  Prenons  donc 

h  =  — ,  k  =  —, 

dp  dq 

d*Q  à*®  .  dîO 

Ai  =  —  >  /«o  =  — ,  A,=  A-,  = 


rf/?2  <ty*  -  *        dq  dp' 

comme  9  esl  une  fonction  absolument  arbitraire  de  p  et  ^,  les 
quantités  A,  &2 —  h3k^  /*,,  h2,  ka  peuvent  être  considérées  comme 
des  variables  indépendantes  ;  pour  que  II  dP  -h  KdQ  demeure  une 
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différentielle  totale,  il  faut  donc  et  il  suffit  que 

(AC)12+(BD)„=o, 
(AC)u+(BD)u=o, 
{  (AC)„-j-(BD)„=o, 
(AG)3*-l-(BD)s4=o, 
(AC)13H-(BD)13  =  (AC)24-4-(BD)!4=E. 

Les  six  conditions  ainsi  déterminées  sont  dîtes  premières  condi- 
tions de  Malus.  Elles  expriment  que  l'expression  [i)  se  réduit   à 

(À'!  —  /îa)E  =  o, 

c'est-à-dire  que  si  hdp  -+-  kdq  est  une  différentielle  totale, 
Hé/P  -4-  K^Q  en  est  une  autre  et.  réciproquement,  si  nous  suppo- 
sons E^o,  que  si  HtZP -4- Kt"/Q  est  une  différentielle  totale, 
hdp  -4-  kdq  en  est  une  autre.  Cette  dernière  propriété  s'exprime 
par  six  nouvelles  conditions,  dites  secondes  conditions  de  Malus, 
qui  sont  par  suite  la  conséquence  de  celles  déjà  écrites.  Proposons- 
nous  d'en  faire  la  recherche  :  pour  cela  considérons  h,  h .  p.  q 
comme  des  fonctions  de  H,  K,  P,  Q  définies  par 

H  =  \(h,k,p,q), 
K  =  B(h,k,p,q), 


dW  =  A ,  dh  -+-  A.,  dk  -+-  A3  dp  -+-  A4  dq , 

dK  =  B1  dh  -+-  B,  dk  +  B3  dp  -+-  B4  dq, 
(?>)  ( 

'  d?  =  G,  dh  -+-  G,  dk  +  Cî(//)+  C4  dq, 


dQ  =  D,  dh  -4-  D2  dk  -+-  D3  rf/>  -+-  D.  <fy. 

Résolvons   ce  système  d'équations  en  dh,   dk,  dp.  dq  :   il  est 
bon  de  remarquer  qu'en  vertu  des  identités  (2) 

(BCD)234=EC3. 
En  effet, 

(BCD)234  =  -C,(BD)34+C3(BD).>4-C4(BD)23) 


c'est-à-dire 


(BCD),34=EÎ(AG)34-C3(AC),4+C4(AC)Î3+EG3 
=  (ACC)m+EC3. 
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De  même  aurait-on, 
(ACD)234  =  —  ED33  (ABD)m=-EA„  (ABC)234=  EB3, 

et  enlin 

,  ABCD)1234  =  E(AiC3-hB1D3  —  A3C,-  B3D,) 

=  E[(AC)13+(BD)13] 

=  E2. 

On  voit  en  particulier  que  E  étant  la  racine  carrée  du  détermi- 
nant fonctionnel  de  la  transformation  ne  s'annule  jamais.  Nous 
pouvons  donc  toujours  résoudre  les  équations  linéaires  (3)  en  clh, 
dk,  dp,  dq,  ce  qui  donne 

dh  =  -i  (C3  dU  +  D3  dk  —  A3  dP  —  B3  dÇ)  ), 
dk  =  ±  (G4  dH  -+-  D4  dK  —  A4  d?  —  B4  dQ), 

El 

dp  =  4(C,^H-t-  DjdK  — AtrfP  — B,rfQ), 


dq=  ^(G2û?H-+-D2ûfK  — A3rfP  — B,rfQ). 


A,,  B,,  ..  .,  D4  sont  des  fonctions  de  H,  K,  P,  Q  par  l'intermé- 
diaire de  h,  k,  p,  q.  Ecrivons  les  quatre  premières  conditions  de 
Malus,  nous  obtenons 

(AB)134-(A-B)24  =  o, 

(AD)13+(AD)n  =  o, 

(BC)13+(BC)24.=  o, 

(CD)ls-H(GD)24=o. 
Les  deux  dernières 


(AC),J+(BD)u  =  (AC)11+(BD)„  =  y/^|^> 
deviennent 
iî[(AC)1,+  (AC)„]=Jii(BD,„  +  (BD)»]=i/^*^=±^. 

Donc 

(AC)13+(AG)2t=(BD)I3+(BD)n=E. 

La  question  de  signe  ne  saurait  soulever  d'ambiguïté,  car  l'iden- 
tité doil  avoir  lieu  encore,  quand  A  =  h,  R  =  k,  P  =  p,  Q  =  q 
et  E  ne  s'annule  jamais. 
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Ces  six  dernières  conditions,  sont  les  secondes  conditions  de 
Malus. Désignons  parle  symbole  (w,  t>), l'opération^,  ^)13H-(w.  e)24 
faite  sur  les  fonctions  u,  v  de  h,  k,p,  q  :  les  conditions  devien- 
nent, avec  ce  système  de  notations, 

j(AB)  =  o,         (AD)  =  o,         (BC)  =  o,         (CD)  =  o, 
j  (AC)  =  (BD)  =  E. 

Si  v  est  une  fonction  composée  de   A.  /,-.  p<  q  par  l'intermédiaire 
de  o,  <i>,  9...,  on  a 

Ceci  posé,  partons  de  l'identité 

[u(v,  w)] -h  [>(«>,  w)J  +  [w(k,  p)]  =o, 
et  faisons-y,  par  exemple, 

u  —  A ,        p  =  B,        w  =  G  ; 
nous  obtiendrons,  en  vertu  des  relations  (4), 

(A,0)-t-(B,E)  +  (C,0)  =  o, 
c'est-à-dire  (B,  E)  =  o  ;  de  même  on  trouverait 

(A,E)=(B,E)  =  (C,E)  =  (D,E)  =  o. 
La  condition  (A,  E)  =  o  peut  s'écrire,  à  cause  de  l'identité, 

(A,E)=^(A,A)  +  §(A,B)  +  |§(A,C,+  §(A,D), 

dE 

De  même 

dE__dE_dE_àEL_ 
dX  ~  ÔB  ~  dC  ~  àD  ~~  °' 

La  fonction  E  de  h,  h  ,  p.  q.  considérée  comme  fonction  de  H, 
K,  P,  Q,  est  indépendante  de  ces  variables  ;  c'est  donc  une  cons- 
tante en  H.  k,  P,  Q  et  par  suite  en  h.  /, .  p,  q. 

Dans  une  première  transformation,  faisant  correspondre  aux 
droites  d'un  milieu  1),  celles  d'un  milieu  <.>_..  dans  chacun  desquels 
des  axes  rectangulaires  ont  été  choisis,  on  obtient,  en  exprimant 
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les  conditions  de  Malus,  une  constante  E,.,  :  de  même  dans  le 
passage  deQ2  à  un  autre  milieu  Çl3  obtiendrait-on  une  constante  E23. 
Cette  double  transformation  équivaut  évidemment  à  une  transfor- 
mation faisant  passer  d'une  droite  du  milieu  £2,  à  une  droite  du 
milieu  Q3  :  cette  transformation  nous  donne  une  nouvelle  cons- 
tante E,3  et  comme  en  général 

E2=  D(H,K,P,Q) 

D(h,k,p,q)  ' 

la  règle  de  multiplication  des  déterminants  fonctionnels  donne 

F  2      —   F  2      VT2 

et  par  suite,  sans  ambiguïté  pour  une  raison  déjà  donnée, 

E13  =  E12E23. 

Il  en  résulte  que  la  constante  E  est  indépendante  du  choix  des 
axes  :  changer  les  axes,  c'est  par  rapport  aux  axes  primitifs  effec- 
tuer un  certain  déplacement  de  l'espace;  or  tout  déplacement  peut 
être  obtenu  par  deux  symétries  par  rapport  à  un  plan,  c'est-à-dire 
deux  réflexions.  On  passera  donc  de  l'espace  d'où  l'on  est  parti 
à  l'espace  rapporté  aux  nouveaux  axes,  en  passant  d'abord  à  ce 
même  espace  rapporté  aux  anciens,  ce  qui  donne  la  constante  E, 
puis  à  l'espace  symétrique  par  rapport  à  un  certain  plan  qu'on 
choisira  comme  plan  des  yz  ce  qui  donne  la  constante  —  i ,  .... 
On  obtiendra  en  définitive 

E(-i)(-r)  =  E. 

La  constante  E  est  donc  caractéristique  de  la  transformation. 
Nous  conviendrons  d'affecter  un  nombre  rta  à  chaque  espace  Qa,  de 
sorte  que  le  passage  de   l'espace  Qa  à  l'espace  Qp  soit  caractérisé 

"a 

par  —, 
r      np 

E(ûa,ûp)  =  ^. 

Cette  notation  met  en  évidence  la  propriété  du  nombre  E 
E(i>a.  Qp)  E(ûp,  Qy)  =  E(Q«,  ÛY). 

Si  l'on  considère  les  six  conditions  de  Malus  comme  des  équa- 
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tions  aux  dérivées  partielles  définissant  les  fonctions  inconnues 
H,  K,  P,  Q,  la  physique  nous  en  donne  une  solution  avec  fonc- 
tions arbitraires  (réfraction  sur  une  suite  de  surfaces  quelconques); 
il  est  d'ailleurs  facile  de  résoudre  complètement  le  problème  de  la 
recherche  des  fonctions  H,  K,  P,  Q.  Les  conditions  de  Malus 
expriment  en  effet  que  la  quantité 

n(p  dh  ■+-  q  dk)  ■+■  N(H  d?  -+-  Q  dK) 

est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  S  de  h,  k,  p,  q.  Supposons 
les  équations 

(    P=  C(h,k,p,q), 

(  ^  =  B(h,k,p,q), 

résolubles  en  C  et  D,  (CD)3:, ^é  o  :  remplaçons  dans  S  (/*,  A,p,  q) 
p  et  q  par  leurs  valeurs  tirées  des  deux  équations  (5),  S  devien- 
dra une  fonction  E(/i,  /c,  P,  Q)  et  l'on  aura  évidemment 


dE  = 

=  n(pdh-hqdk)-h  N(  H  d?  -t-  Q  dK), 

et  par  suite 

np  = 

dE 
dh' 

W                          1VTTT                ^E 

dE 

Inversement,  soit  E  une  fonction  de  /i,  Â ,  P,  Q,  choisie  en  sorte 
que  ces  équations  soient  résolubles  en  H,  K,  P,  Q.  Les  fonctions 
H  =  (  A,  k,  p,  q), ...  qu'on  en  tire  définissent  une  transformation, 
et  si  (CD)34  ^é  o,  cette  transformation  répond  aux  conditions  de 
Malus. 

Cette  solution  du  problème  est  en  quelque  sorte  connue  depuis 
longtemps  :  considérons  en  effet  /i,  k  comme  des  variables  repré- 
sentant deux  des  coordonnées  x  et  y  d'un  point,  p,  q,  —  i  les 
paramètres  d'un  plan,  si  l'on  prend  pour  X,  \,  Z,  P,  Q  coor- 
données d'un  point  et  d'xin  plan  passant  par  ce  point,  des  fonctions 
de  x,  j,  5,  p,  q, 

i    X  =  k(x.y,p,  z),  P=  C(x,y,p,q), 

(6)  )\  ^B(x,y,p,q),         Q  =  D(x,y,p,  q), 

I   Z  =  +  ^-  —  &(*,?, P,q), 

choisies  de  manière  que, 

N(P  dX  -+-  Q  dï )  ■+■  dE(x,y,p,  q)  =  n(p  dx  ■+■  q  dy), 
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on  définit  par  les  formules  (6)  une  transformation  de  coulait 
en  (#,  p)  ('),  et  il  est  évident  que  si  pdx  -h  qdy  est  une  différen- 
tielle totale,  PdX+  Qdli  en  est  une  autre.  Un  théorème  bien 
connu,  démontré  par  Sophus  Lie,  nous  apprend  que  les  fonctions 
A,  B,  P,  Q  doivent  vérifier  les  équations  aux  dérivées  partielles 

(A,B)  =  (A,D)  =  (B,  G)  =  (C,D)  =  o, 

(C,A)  =  (D,B)  =  -£. 

Ce  sont  donc  bien  là  six  conditions  suffisantes  :  la  démonstration 
précédente  met  en  évidence  qu'elles  sont  nécessaires. 

La  fonction  E(A,  A-,  P,  Q)  génératrice  de  la  transformation 
s'appelle  Eikonal.  Il  est  évident  qu'on  peut  obtenir  16  Eikonals 
différents,  car,  le  remplacement  de  Hc^P  par  P<iH  par  exemple 
n'altère  pas  l'intégrabilité  de  la  quantité  primitivement  consi- 
dérée. M.  Bruns  a  démontré  (mais  ceci  sortirait  du  cadre  que 
nous  nous  sommes  imposé)  que  pour  une  transformation  donnée, 
il  existait  toujours  au  moins  quatre  Eikonal-.  c'est-à-dire  que  par 
exemple  des  quatre  quantités  (GD)34,  (CD)M,  (CD)23,  (GD),2, 
trois  au  plus  était  nulles  à  la  fois. 

II. 

LES   CONDITIONS  NÉCESSAIRES    d'aPLANÉTISME. 

Les  transformations  de  Malus,  sont  donc  telles  que   la  quantité 

n(p  dh  -+-  q  dk)  —  N(P  dH  -4-  Q  dK) 

soit  une  différentielle  totale,  ou  encore  que 

n(  mdx+p  dy  -+-  q  dz)  —  N  (MrfX  +  PrfY  +  QrfZ) 

en  soit  une. 

Au  lieu  de  poursuivre,  comme  l'a  fait  M.  Bruns,  la  recherche  des 
condition-  d'aplanétisme  par  l'application  brutale  des  conditions 
de  Malus,  il  mm- a  paru  plu-  facile  d'exprimer  simplement  que 
la  quantité 

(  ;  i  n(m  dx  ■+■  p  dy  -  q  dz)  -     N  :  M  d\  -+-  P  d\  -+-  Q  dl.  i 

(')  Goursat,  Equation»  aux  dérivées  partielles,  p.  a8i. 
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est  une  différentielle  exacte.  Cette  méthode  a  l'avantage  de 
permettre  d'aborder  le  problème  de  l'aplanétisme,  sans  avoir 
approfondi  les  méthodes  de  i'Eikonal,  quand  on  borne  son  étude 
aux  transformations  optiquement  réalisables;  la  différence  (7  )  esl 
pour  ces  transformations  la  différentielle  du  chemin  optique,  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Rapportons  pour  l'instant  les  différents  points  de  l'espace  à  un 
seul  système  d'axes  rectangulaires  :  on  sait  qu'un  rayon  (m, /?.  ^7), 
se  réfractant  en  un  point  d'une  surface  où  la  normale  a  pour  para- 
mètres directeurs    a.   3.  y,    prend    une    nouvelle    direction  MPQ 

définie  par 

nm  —  NM  =  Xac, 

np  —  NP  =  À3. 

nq  —  NQ  =  Xy, 

(/i,  N  sont  des  indices  des  milieux  successifs,   et   le  sens  positif 

sur  chaque  rayon  est  par  exemple  le  sens   inverse  de  propagation 

de  la  lumière). 

Soient  «,-,  e,-,  Wi  les  coordonnées  du  point  de  passage  du  milieu 

d'indice   ni  au  milieu   d'indice   rii+{1   nii.  p^   qi  les    paramètres 

directeurs  d'un  rayon   aboutissant   dans    le    milieu    d'indice    ni] 

désignons  par  qj  la  distance  entre  le  point  (m/_i,  f'i-u^'-O  et  ^e 

point  (m,-,  p/,  wi) 

m  =  Ui-i  ■+-  nii  p,-, 

par  suite. 

dut—  dtii-i  ■+-  dnii'Ji-  in  i  dp;. 

Il  en  résulte  que 
ni{nii  diii~  pi  dvi-L-q,-  du>i) —  ni  (nii  dui—x  -\-pidVi-\  A-qi  dwi-i)  =  ni  dpi. 

Soient  alors  (x,y,  .s),  (m.  p.,  q)  un  point  et  un  rayon  du 
premier  milieu  /i,  (X,  Y,  Z),  (H,  P,  Q)  du  rayon  réfracté  dans  le 
milieu  final  N,  on  aura,  en  sommant  toutes  les  égalités  obtenues 
en  faisant  i  =  1 .  2 .  . . . , 

n(mdx-i-pdy^-q  dz)  —  N(MrfX-+-  P  dX  -+-  QrfZ)  -  ï.dni?i. 

On  peut  interpréter  géométriquement  cette  formule  :  soienl  A,  B 

les  extrémités  du  chemin  optique  ;  VA',  B1V  les  seg nts  dont  les 

projections  sur  les  axes  sont  dx,  dy.  <lz.  dX.  d\  .  cTL;  ASBS'  le 
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rayon  lumineux;  l'égalité  équivaut  à 

rcAA'cos(AA',  AS)  —  N.  BB' cos(BB',  BS')  =  d(ns). 

Si  donc  on  rapporte  les  éléments  du  premier  milieu  à  trois  axes 
rectangulaires  quelconques,  les  éléments  du  second  à  trois  autres, 
on  aura  toujours 

(7)      n(mdx-+-pdy  +  q  dz)  —  N(M  rfX-i-  PrfY  +  QrfZ;  =  d~Zns. 

Le  second  membre  est  la  différentielle  du  chemin  optique:  la  fonc- 
tion Eikonaln'estdonc  pas  autre  chose  que  le  chemin  optique  entre 
le  point  (#,  y,  z)  et  le  point  (X,  Y,  Z),  ou  avec  les  notations  du 
premier  Chapitre,  entre  le  point  (o,  /i,  k)  et  le  point  (0,  H,  K). 

Réciproquement,  si  cette  quantité  est  une  différentielle  totale, 
la  transformation  est  une  transformation  de  Malus.  Nous  nous 
bornerons  à  montrer  qu'on  trouve  bien  les  six  conditions  (4)  en 
exprimant  que 

n{pdh  -+-qdk)  —  N(Pem  -+-QdK)  =  dlns. 

c'est-à-dire  que 

[np  -  N(CA,+  DB,)]d/i-+-[«gr  — N(CA,-f-DB,)]«M: 

—  N(G A3+  DB3) dp  —  N  (CA4  -4-  DB4)  dq  =  dï.  ns. 

Pour  que  le  premiermembre  soit  une  différentielle,  il  faut  et  il 

suffit  que 

(AG)if+(BD)t,  =  o, 

n-N[(AC)13-H(AD)13]  =  o, 

(AG)u-h(BD)u=o, 

(AC)23+(BD)23=o, 
n-N[(AG)2V+(BD)M]c=o, 

(AC)n+(BD)34=o. 

Ce  sont  les  premières  conditions  de  Malus  :  nous  apercevons  de 
plus  la  valeur  de  la  quantité  E  que  nous  avons  été  amenés  à 
considérer  comme  le  quotient  de  deux  nombre-  caractérisant  les 
milieux  extrêmes  :  ces  nombres  désignés  dans  le  premier  para- 
graphe par  na  sonl  proportionnels  aux  indices  de  réfraction  el  E 
est  l'indice  de  passage  du  premier  milieu  au  milieu  extrême. 

Nous  obtenons  donc  les  conditions  de  Malus  par  un  procédé  qui 
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met.  eu  lumière  le  résultai  fondamental  de  la  synthèse  de 
M.  Bruns,  pour  une  transformation  optiquement  réalisa  h  le,  à 
savoir  que 

(8)  «|  m  d.r-p  dy  +  q  dz)  -  \  (M  dX  4-  P  dX  +  Q  d/,  \ 

e&l  une  différentielle  totale.  La  réciproque  est  bien  facile  à  établir, 
si  cette  quantité  (8)  est  une  différentielle  exacte,  la  transformation 
est  une  transformation  de  Malus.  L'avantage  des  démonstrations 
du  Mémoire  déjà  cité  consiste  en  ce  qu'elles  montrent  qu'-on  a 
bien  là  une  condition  nécessaire  pour  que  la  transformation, 
optiquement  réalisable  ou  non,  conserve  les  continences  de 
normales. 

Pour  l'élude  que  nous  poursuivons,  et  qui  est  de  reclierclier  les 
conditions  d'aplanétisme  point  par  point  de  deux  variétés  à  deux 
ou  trois  dimensions,  il  nous  a  paru  plus  commode  d'exprimer  sans 
recourir  aux  conditions  explicites  de  Malus,  que  la  quantité- (Ni 
est  une  différentielle  totale. 

Supposons  par  exemple  que  les  points  d'un  espace  u  corres- 
pondent aplanétique ment  à  ceux  de  l'espace  Q:  la  transformation 
point  par  point  ainsi  définie  est  évidemment  une  transformation 
homographique  ;  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  qu'elle 
transforme  le  plan  de  l'infini  de  l'un  des  milieux  en  un  plan  à 
distance  fini  dans  l'autre,  c'est-à-dire  qu'elle  esl  générale,  ou 
bien  qu'elle  transforme  ce  plan  dans  le  plan  à  l'infini. 

Dans  ce  dernier  cas,  nous  dirons  (' )  qu'elle  esl  affine  (de  l'alle- 
mand affine,  couramment  employé  dans  le  sens  précédent).  Sup- 
posons donc  d'abord  que  les  points  d'un  certain  plan  (p)-âe  l'espace*) 
correspondent  dans  û  à  des  points  à  l'infini,  prenons  dans  w  ce  plan 
comme  plan  dv>  )z,  et  choisissons  de  même  dans  Ù  le  corres- 
pondant (P)  du  plan  de  l'infini  de  (o>)  comme  plan  des  \'A.  Au 
point  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  (p),  correspond 
dans  û  un  point  O'  silué  dans  (P)  et  de  même  il  y  a  un  point  O 
de  ( p  )  dont  le  correspondant  de  il  e>t  à  l'infini  dans  la  direction 
perpendiculaire  à  (P).  Choisissons  pour  axes  des  s  le-,  perpen- 
diculaires 0.3,  O'Z  aux  plans  p  et  P;  ces  deux  droites  se  corres- 
pondent  dans    la   transformation:    à    deux    plans    rectangulaires 

(*)  D'Ocagnk,  Cours  de  l'Ecole  Polytechnique,  igi2-igi3. 

XLH.  5 
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passant  par  O'Z,  correspondront  deux  plans  passant  par  Os;  et 
lorsque  les  deux  premiers  tourneront  autour  de  O'Z,  les  deux 
autres  formeront  autour  de  Oz  les  couples  d'une  involution  : 
choisissons,  pour  plans  (\e>  xz  et  des  yz,  le  couple  de  deux  plans 
rectangulaires  de  cette  involution,  leurs  correspondants  seront 
dans  l'espace  (0)  deux  plans  rectangulaires;  nous  prendrons,  pour 
plan  XZ,  le  correspondant  de  xz  et,  pour  YZ,  le  correspondant 
deyz. 

Les  équations  de  la  transformation  rapportées  à  ces  axes 
prennent  la  forme  suivante  : 

X  =  ax,         Y  =  by,         Z  =  et,         T  =  z. 

Nous  prendrons  pour  xyz  les  coordonnées  x,  y,  o,  i  du  point 
situé  dans  le  plan  des  xy]  il  lui  correspond  dans  l'espace  Q  le 
point  (ax,  by,  c,  o) 

M  P      _  Q  _ 

aXi        by\        G 
i 


sJcû-xX  -+-  b%y\  -+-  c! 


Au   point    (m,    p,    q,    o)    correspond    le    point    de    l'espace    ù 

(am,  bp,  o,  q)  ;  nous  prendrons  pour  X,  \  ,  Z, ,  —,  o.  Il  faudra 

que 

n(m  dxx-+-  p  dyx)  —  N    \axx  d  ( J  -t-  "kbyi  d  (  —  )  \, 

soit  en  X,  y,  m,  p   une   différentielle    totale:    posons    m  =  qu, 

p  =  qv,  et  par  suite 

r 

la  quantité 

nq{u  dx\-\-  v  dyx)  —  NX(aJ.ri  du  -t-  b*yi  dv) 

sera  aussi  en  a?,  y,  m,  v  une  différentielle    totale;   il  faudra  pour 
cela  que  certaines  conditions  soient  remplies,  par  exemple 

dq  -, , .      à\ 

n-l-u=  —  Nbiyi  - — , 

dv  J    àxi 

àq  v    .       àl 

n  —  v  =  —  ><a2:ri  —  • 

du  dyi 
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Les  quantités  clans  le  premier  membre  ne  contenant  ni  X\ ,  ni  y, , 
celles  du  second  ni  a,  ni  r,  il  ne  saurait  y  avoir  identité  si  chacun 
des  membres  n'était  constant, 

dq 
n  — -  u  =  Ci, 
ôi> 

dq 
n~v  =  c2, 
ou 

ce  qui  est  manifestement  impossible. 

La  transformation  générale  ne  peut  donc  être  réalisée  par  une 
suite  de  réfractions;  supposons  alors  que  les  points  à  l'infini  se 
correspondent  dans  les  milieux  (w)  et  (iî),  c'est-à-dire  que  la 
transformation  soit  affine.  Choisissons  comme  origines  O  et  O' 
deux  points  correspondants  et  par  O'  menons  trois  plans  rectangu- 
laires déterminant  un  trièdre  O'a'P'y'  :  les  points  à  l'infini  a',  J3',  y' 
sur  chacune  des  arêtes  forment  un  triangle  conjugué  à  l'ombi- 
licale I'  :  désignons  par  a,  (3,  y  les  points  correspondants 
de  a',  P',  y' dans  le  premier  milieu;  ces  points  sont  conjugués  par 
rapporta  la  transformée  (I)  de  F;  pour  que  le  trièdre  Oajjy  soit 
trirectangle,  il  faudra  qu'ils  soient  aussi  conjugués  à  l'ombi- 
licale J  de  ce  milieu  ;  ce  sont  les  sommets  du  triangle  conjugué 
commun  à  ces  deux  coniques;  on  voit  donc  qu'étant  donnés 
deux  points  O  et  O'  correspondants,  on  peut  trouver  deux 
trièdres  trirectangles  ayant  ces  points  pour  sommets  et  dont  les 
arêtes  se  correspondent  point  par  point.  Le  premier  Oxyz  sera 
choisi  comme  trièdre  de  coordonnées  dans  le  premier  milieu,  le 
second  OX\  Z  dans  l'autre. 

[Dans  le  cas  ou  les  deux  ombilicales  se  correspondraient  (simi- 
litude) un  de  ces  deux  trièdres  pourrait  être  arbitrairement  choisi.] 

Les  équations  de  transformation  deviennent  alors 

X  =  ax,         Y  =  by,         Z  =  cz. 

Le  rayon  lumineux  de  direction  m,  p,  q  après  réfraction  est 
parallèle  à  la  direction  a/n,  bp,  cq, 

M_  =  Z.  =  0.  =  x 

a  ni        bp        cq 

1  = 

v/aî/n'-h  62/>2-s-  c2^2 
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Nous  prendrons,  | r  X.,  Y,  '/.  n.i\  l>\\  cz\  la  quantité 

n(m  dx  -4- p  dy-+-qdz)  —  NX(a*m  dx  -+-  b* p  dy  -+-  c*qdz) 

est  une  différentielle  totale  en  ./ .  i  .  c.  />.  q  :  ceci  ne  |>cut  èlre  que  si 

n  —  NÀa2  =  o, 
p  —  N  X  b2  =  o, 
n  —  N  /.c-  =  o, 

/  n 

a  =  b  =  c=  -. 

La  seule  tranformation  qui  fait  correspondre  à  tout  point-objet 
un  point-image  unique  est  une  similitude,  le  rapport  de  simi- 
litude étant  égal  à  l'inverse  de  l'indice  de  passage  d'un  milieu  à 
l'autre,  c'est-à-dire,  ces  milieux  étant  en  général  identiques,  à  un. 
M.  Bruns  (')  arrive  aux  mêmes  conclusions  en  appliquant  à  la 
transformation  les  conditions  de  Malus;  il  ne  semble  pas  (bien 
que  ce  résultat  soit  au  fond  contenu  dans  l'Eikonal)  avoir 
remarqué  que  le  grossissement  peut  être  en  général  différent 
de  un  :  ayant  examiné  le  cas  précédent,  il  écrit  en  effet  :  «  A  cause 
de  sa  simplicité,  il  n'est  pas  nécessaire  d'en  poursuivre  plus 
longuement  l'étude,  d'autant  moins  qu'en  Optique  pratique  il  ne 
s'agit  en  aucune  façon  de  produire  des  représentations  géométri- 
quement semblables  des  corps.  »  Comme  l'a  fait  observer 
M.  Hadamard  (2),  ce  résultat,  s'il  pouvait  être  obtenu  avec  un 
grossissement  différent  de  un,  constituerait  la  solution  la  plus 
satisfaisante  du  problème  de  la  dioptrique,  et  il  convient  d'ob- 
server avec  soin  qu'il  ne  saurait  en  général  en  être  ainsi. 

Il  en  est  de  ce  résultat  comme  de  beaucoup  d'autres  contenus 
en  substance  dans  l'Eikonal,  mais  que  l'auteur  a  négligé  de  mettre 
en  lumière. 

Cherchons  par-exemple  à  quelle  condition  une  Lrans formation 
fera  correspondre  astigmatiquement  les  points  de  deux  surfaces 
s  et  S.  Supposons  que  les  coordonnées  de»  points  de  chacune  de 
ces  deux  surfaces  soient  des  fonctions  des  mêmes  paramètres  a,  ^, 
en  sorte  qu'à  une  valeur  a.  't>  correspondent  deux  points  conjugués. 


(')  Das  Eikonal  (Abhandl.  der  Sachs.  Cesr/isc/i.,  t.  XXI,  p.  370). 
(')  C.  fi.  Acad.  Se,  14  mais  1898. 
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Nous  prendrons  pour  x,  i\  ;.  X,  Y,  Z  de  la  quantité 

(8)  n(m  dx  -+■  p  dy  -+-  q  dz)  —  N  (  M  dX  H-  P  d\  -+-  Q  rfZ), 

les  coordonnées  a?,  y,  z,  X,  ï  ,  Z,  fonctions  de  a,  [3,  des  points  où 
le  rayon  lumineux  rencontre  les  surfaces  conjuguées.  La  diffé- 
rence (8)  sera  de  la  forme 

A  dx  +  B  rfp, 

où  A=  fonction  dejo,  q,  a,  p,  de  même  B;  mais  comme  Ada  +  B^ 
est  une  différentielle  totale.  A  et  B  ne  sont  fonctions  que  de  a  et  |j, 
car 

à\  _  d\  _  dB_  ^Ë_. 

cty?  dy  d/>  dy 

par  suite, 

(9)  n(mdx+pdy-~  q  dz)  —  N(M  dX  -+■  P  dY  -+-  QrfZ)  =  rf<|»(«>  p). 
Il  faut  donc  que  M,  P,  Q  vérifient  les  équations 

i  M*H-P»-t-Qï  =  i, 

l        /      dx  dy  dz\        M/MdX       DdY        _dZ\        cty 

.  1    n/n—  -f-/>-^-  +  r/—     — N)M-— +P— -+-Q—     =-^> 

(10)  <        \      dx        *   Ox         J  dx/  \      dx  âx         ^  dx  I        dx 

ï       I      dx  dy  dz\        „/..dX       nc)Y       r.dZ\        dty 

on  pourra  prendre  arbitrairement  la  fonction  i|/,  les  trois  équa- 
tions (io)  détermineront  alors  M,  P,  Q  en  fonction  de  p,  q,  a,  [3. 
La  transformation  ainsi  définie  sera  une  transformation  de  Malus 
répondant  à  la  question. 

On  voit  donc  avec  M.  Bruns  que  le  problème  de  la  correspon- 
dance point  par  point  de  deux  surfaces  comporte  une  infinité  de 
solutions  quand  bien  même  la  correspondance  entre  les  deux  sur- 
faces  serait  donnée.  Interprétons  géométriquement  les  résultats 
trouvés  ;  soient  m,  M  deux  points  conjugués  :  ////,  MT  les  tangentes 
à  deux  courbes  conjuguées  dont  les  arcs  seront  s,  S, 

dx  =  ds  cos(  Ox.mt),  ..., 

dX  =  dScos(  OX.MT), 

Soient  ma  MA  un  rayon  passant  par  m  el  M, 

m  dx  -f-  p  dy  -+-  q  dz  =  ds  cos( mt,  ma); 
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par  conséquent  l'identité  (9)  exprime  que 

ndscos(mt,  ma)  —  N  dS  cos(MT,  MA)  =  dù(z,  p;. 

C'est  le  théorème  de  M.  Thiesen  (')  établi  par  M.  Fatou  dans 
le  cas  d'aplanétisme  approché  :  les  cosinus  de  l'angle  que  fait  le 
rayon  incident  avec  une  courbe  de  la  surface  s  est  lié  linéairement 
au  cosinus  de  l'angle  du  rayon  réfracté  avec  la  courbe  conjuguée. 
Nous  voyons  de  plus  que  dans  cette  relation  les  surfaces  s  et  S 
étant  données  ainsi  que  la  correspondance  de  leurs  différents  points 
entre  eux,  les  coefficients  des  cosinus  sont  connus  et  le  terme  cons- 
tant est  une  fonction  linéaire  de  dy.  et  dp, 

•l  ('tant  une  fonction  quelconque  de  a  et  p. 

Bruns,  en  choisissant  sur  la  surface  les  courbes  ■!>  |  7..  p)  =  const. 
quand  cette  fonction  6  est  imposée,  par  exemple  dans  un  système 
optique  donné,  arrive  à  ce  théorème  qu'il  n'énonce  pas. 

Pour  que  deux  surfaces  s  et  S  données  soient  aplanétiques,  il 

faut  qu'on  puisse  déterminer  sur  chacune  d'elles  une  famille  de 

courbes    optiquement    conjuguées,    c'est-à-dire    images    l'une   de 

l'autre,  telles  que  le  cosinus  de  l'angle  du  rayon  lumineux  passanl 

par  un  point  avec   l'une  d'elles  soit  proportionnel  au  cosinus  de 

l'angle  du  rayon  réfracté  avec  la  conjuguée  ;  le  rapport  de  propor- 

,.,,    ,..        N   dS 
tionnalite  étant  —  •  ^- • 
n    ds 

La  condition  est  nécessaire  ;   en  elïet,  appliquons   le  théorème 

de  M.  Thiesen  aux  courbes  •\>iKv.,  p)  =  const.;  d~l  =  o,  et  par  suite 

n  ds  cos(mt,  ma)  —  N  <7S  cos(MT,  MA)  =  o. 

Elle  n'est  évidemment  pas  suffisante. 

Comme  l'a  très  justement  remarqué  M.  Fatou  (2),  les  courbes  <l 
ne  peuvent  être  quelconques,  la  transformation  étant  donnée;  il  est 
facile  Ll'en  donner  des  exemples. 


(')  Czapski,  Grundziïge  der  Théorie  der  optischen  instrumenter),  p.  127. 
(2)  Bulletin  astronomique,   t.  XXX,  niai  1  y  1 3 ,  p.  u^6. 
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III. 

LES  INVARIANTS  INTÉGRAUX  ET  LES  CONDITIONS  NÉCESSAIRES  d'aPLANÉTISME 
DANS    UN   MILIEU    A    INDICE   VARIABLE. 

Le  fait  que  la  quantité 

n(mdx-hpdy  +  g  dz)  —  N(M  dX.  4-  P  rfY-t-  Q  dZ) 

est  une  différentielle  totale  a  un  caractère  très  général  :  dans  un 
milieu  à  indice  variable  n  =  ©(#, y,  z),  les  courbes  analogues 
aux  rayons  lumineux  sont  les  extrémales  d'une  certaine  intégrale 


-/• 


B 

dss 


et  si  x,  y,  z,  m,  »,  q  désignent  les  coordonnées  du  point  A  et  de 
la  tangente  en  A  à  l'extrémale,  X,  Y,  Z,  M,  P,  Q,  celles  de  B  et 
de  la  tangente  en  B,  la  variation  de  celle-ci  est,  comme  on  sait, 
égale  à 

81  =  »(m  dx  +p  dy  +  yrfj)-N(MrfX  +  P<A'  +  Q  dZ). 

La  valeur  de  l'intégrale  I  est,  comme  on  sait,  une  fonction  de  x, 
j,  z,  X,  Y,  Z. 

Si  en  chemin  l'extrémale  s'est  réfractée,  51  n'en  garde  pas  moins 
la  valeur  donnée  par  l'équation  :  la  démonstration  est  celle  qui  nous 
a  permis  d'écrire  la  formule  (7).  Il  en  résulte  immédiatement  que. 
si  l'objet  et  l'image  sont  plongés  dans  des  milieux  d'indice  cons- 
tant, ce  qui  a  toujours  lieu  en  pratique,  quels  que  soient  les 
milieux  intermédiaires  à  indices  variables  ou  non,  l'aplanétisme 
point  par  point  de  deux  multiplicités  à  trois  ou  a  deux  dimensions 
n'est  possible  que  clans  les  conditions  déjà  trouvées.  Nous  ne  nous 
sommes  en  effet,  dans  la  seconde  partie,  servi  que  de  la  propriété 
de  la  quantité 

n  (m  dx  -+-  p  dy  -f-  g  dz)  —  N(M  dX  -+-  P  dX  -I-  Q  dZ). 

de  demeurer  une  différentielle  totale. 

L'identité  qui  existe  entre  la  réfraction,  passage  d'un  milieu 
à  un  milieu  d'indice  différent  par  une  discontinuité,  et  les  extré- 
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maies  qui  donnent  le  parcours  delà  lumière  pour  un  passage  sem- 
blable clic*  nu''  sans  discontinuité,  invite  à  chercher  si  certaines 
propriétés  de  ces  courbes  ne  se  conservent  pas  parréfraction  et  ne 
s'étendent  pas  à  des  systèmes  de  rayons  lumineux.  Par  exemple, 
les  extrémales  sont  définies  par  des  équations  canoniques,  les- 
quelles possèdent  des  invariants  intégraux  :  on  peut  se  proposer 
la  recherche  de  ceux  d'entre  eux  qui  se  conservent  par  réfraction. 
Nous  bornerons  notre  étude  à  celui  qu'a  indiqué  M.  Hadainard  (') 
qui  apparaît  comme  le  plus  simple  et  le  plus  important. 
Considérons  la  fonction 

i  **2-t-e2-4-  »'2 
1         2 JT* ' 

où  //,  p,  w  sont  trois  variables   indépendantes,    h    une    fonction 
donnée  de  oc,  y,  s.  Les  équations 


(8) 


où  t  représente  le  temps,  sont  dans  l'espace  à  six  dimensions  les 
équations  différentielles  du  mouvementd'un  mobile  (u.  r,  iv.  .r.r.z  \. 
La  position  initiale  M0  de  ce  mobile  définit  complètement  sa  tra- 
jectoire; les  coordonnées  x,  r,  ^.  '/.  c,  w  et  toute  fonction 
f\x,y,z,  u,v,w)  de  celles-ci  son  des  fonctions  du  temps.  En  parti- 
culier, H  est  une  constante  ;  en  effet, 


dx  _        dU 
dt             du 

dy  _      <m 

~dt   ~        ~dv' 

dz             dH 

dl    '          dw 

du             dH 
dt             dx 

du           dH 

dt  ~  ~  dy  ' 

dw  d\\ 
~dt         ~  dz 

d\\ 

d\\  dx       d\\  dy       c>H  dz        d\\  du        d\\  dv        d\\  dw 

dt 

dx    dt        dy    dt         dz   dt         du    dt         dv    dt        dw    dt 

Si  donc  on  choisit  le>  conditions  initiales  en  sorte  qu'au  départ 


cette  égalité  subsistera  en  tout  point  de  la  trajectoire.  Celle-ci  est 
alors  une  extrémale  de  l'intégrale 


/  n  \/x'-  ■ 


y* -h  z'*dt 


(')  C.  R.  Acad.  Se.  i4  mars  1858. 
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En  effet,  les  équations  de  ces  dernières  sont  : 
d  (  x'  \        dn    f—r- - — 

dt    \  ./V*      ,        v-t.        -'î  dXV  J 


(8')  d  (  y'  \        dn 


I  dt  \n  J-JÏ 


y 


—  /x'*2  -+-  y'2  ■+■  z-  =  o, 


z'*  '        ày 


Or, 


nous  a\  on- 


,           U                                  V                      ,  HP 

ar  —  — -  j           v  =  — -  »          .c  =  — -  ; 

n2            J         n-  n- 

,«          /«  , ,        "2  -+-  i'2  -1-  «>2  i 


les  équations  (S')  deviennent  donc 


du             dn    i 
dt             dx  n 

o\\ 
dx 

dv            àH 

dt-~~dy~' 

dw            àH 

dt             dz 

ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

Aux  trajectoires  dont  les  équations  sont  (8),  sont  attachés  des 
invariants  intégraux  :  soit  M  un  multiplicateur  de  ces  équations, 
c'est-à-dire  une  fonction  de  x.  y.  z.  //,  r.  w  satisfaisant  à  l'équa- 
tion différentielle  linéaire 


e>M  àH        àM  àH 

dx   du         dy    dv 

dM  dH 

dz    àw 

àM  àU 

du    ox 

oM  àH 

àv    dy 

àM  àH 

oz    àz 

'intégrale 

I    M(x,  v.  z,  «,  v,  w)  dx  dy  dz  du  dv  dw 

garde  une  valeur  constante,  qu'on  l'étende  aux  points  d'un  espace 
EG  à  six  dimensions,  ou  aux  points  qui  s'en  déduisent  en  portant 
sur  les  trajectoires  qui  leur  correspondent  les  arcs  parcourus  pen- 
dant un  certain  temps.  JNous  considérerons  l'invariant  particu- 
lier /  dxdydzdwdvdw  obtenu  en  faisant  M  =  i  et  de  celui-ci 
nous    déduirons   un  autre  attaché  aux    extrémales  de  l'intégrale 
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déjà  citée.  Faisons  le  changement  de  variables 

u  =  nmoi., 

w  =  nq  a, 

/>,  g,  a  étant  trois  variables  indépendantes,  et  m  une  quantité  telle 
que 

m2-f-/>2-t-  q-  =  i. 


Les  équations  (8)  deviennent 


(9) 


~di  ~  7i  K' 


«3^p         a    dn        p  dn 
dt        /i2  dy         il    dt 


dz  _  q 

dt         n    ' 

<f<jr         a    d/i        q  dn 

dt '  ~ '  n2 ~ôz '  ~  ~n   dt 


y   dn  ,     ,         ,  .      /dn  dn  dn     \  a         ,   ,,. 

ou  —  est  écrit  a   la  place  de  (  —  m  -4-  t-  p  -+-  r-q  )  -:   et  1  inva- 
a/  x  \dx  àyr        dz  '  /  n 

riant  intégral  se  transforme  en 


O] 


/    -=t-t 7- «.r  av  dz  rfa  dp  dq . 


D(  u,  v,  w ) 
D(a,/?,  7) 


dm 
-dq- 


P 

9 

I 

o 

o 

1 

en  vertu  des  relations  m2  +  »2+  ^2  =  i, 


L'intégrale 


dm 

dm 

m  — h  q  =  o. 

o<7         y 


Jl    n3a.-  dx  dy  dz  doi 


d/>  rf<7 


garde  dans  les  conditions  dites  précédemment  une  valeur  constante: 
la  quantité  — — '  ■>  qui  apparaît  ici  pour  la  première  fois,  représente 
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l;i  portion  élémentaire  de  surface  découpée  sur  la  sphère  de  rayon  1 
par  le  point  (  rn,  p,  q),  nous  la  désignerons  dans  ce  qui  suit 
par  doi 

m 

Choisissons  pour  multiplicité  Efl  un  cylindre  de  base  E5  et  de 
hauteur  a  <C  a  <C  b,  a  et  b  étant  deux  constantes, 

/    n3a'2  dx  dy  dz  dm  =   /    «3  dx  dy  dz  du>    I     a2  di. 

«   E6  •"  E3 

La  quantité    /    y.2 th.  est  une  constante  et  l'intégrale 


I 


n3  dx  dy  dz  dta 


est  invariante   pour  un  système  d'extrémales  de  l'intégrale  Inds. 

On  peut,  par  une  méthode  enseignée  pour  la  première  fois  par 
M.  Poincaré  ('),  employée  depuis  avec  grand  profit  par  M.  Hada- 
mard  (2),  de  celle-ci  déduire  une  autre,  étendue  aux  points  d'une 
surface  de  l'espace  à  deux  dimensions  et  aux  faisceaux  de  rayons 
ù  deux  paramètres  issus  de  ces  points,  qui  conserve  sa  valeur  quand 
on  remplace  chaque  point  origine  par  le  point  obtenu  en  cou- 
pant  la  trajectoire  correspondante  par  une  surface  de  l'espace  à 
deux  dimensions. 

Considérons,  en  effet,  pour  un  moment  la  multiplicité  E5  formée 
des  trajectoires  issues  des  points  d'une  multiplicité  quelconque  à 
qualité  paramètres  E<  ;  par  exemple,  supposons  x:  y,  s,  />,  q  fonc- 
tions de  quatre  paramètres  -/.  fi,  y,  o,  et  i\\\  temps.  L'invariant 
de\  ienl 

.  r\  D(y,  z,p,  g)  dx        D(z,p,  q,  x)  dy  D(x,y,  z,  p)  dq 

IO)    jj  D(a,  p,T,8)   ~di^   D(x,p,Y,2)   ~dt     ^'  '  •H~  D(ct,  %  Y,  8)    dt 

X  —  di  dri  d~;  do  dt, 
m  '      ' 

où  les  notai  ions  employées  sont  les  notations  ordinaires  des  déter- 


(')  Mémoire  des  trois  corps  ( Acta  mathematica,  t.  XIII,  p.  66). 
(*)  Sur   certaines  propriétés    des    trajectoires   en    Dynamique   {Journal  de 
Mathématiques,  j*  série,  t.  III.  fasc.  4,  1897). 
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,.  .  .  tir    dy  dq    ,    .  .  i 

minant-    liiiicininiirU  et  -T-, -r-,  •••>-£  doivent    être   remplaces 

dt      dt  dt  ' 

parles  fonctions  de  a?,  y.  :.  />.  g  données  par  les  équations  (9). 
Si  nous  représentons  par  I  L'intégrale 


—  d'y.  dri  d~;  rf8 


1  =  f\  u(y*z,p,</)  dx 
JEJ  D(a,p,Y,8;    A 

=  /      —  dy  dz  dp  dq  -, ~-  dz  dp  dq  dx  -+- . 


1  est  un  invariant  intégral  qui  conserve  sa  valeur  quand  on 
l'étend  à  une  multiplicité  quelconque  E.,  coupant  un  faisceau  de 
trajectoire-. 

En  effet,  soient  S  et  S'  les  deux  multiplicités  quelconques  à 
quatre  paramètres  limitant  le  faisceau  de  trajectoires Es  :  on  passe 
de  la  multiplicité  E5  à  une  multiplicité  infiniment  voisine,  en 
remplaçant  le  petit  volume5  compris  entre  la  surface.,  S  et  la  sur- 
fa«e4  qui  s'en  déduit  en  portant  sur  les  trajectoires  qui  en  parlent 
les  arcs  parcourus  dans  le  temps  dt.  par  le  petit  volume5  limité 
par  la  surface.,  S'  et  la  surface  infiniment  voisine  obtenue  de  la 
même  façon.  L'intégrale  (10)  étendue  à  ces  deux  volumes  garde  la 
même  valeur;  or,  si  I  et  1'  sont  les  expressions  particulières  de 
l'intégrale  I  correspondant  aux  multiplicités  E4,  S  <>u  S',  cette 
valeur  unique  est  soit  I  dt,  soit  V dt  ;  il  en  résulte  que 

I  =  I'. 

Donc  1  est  un  invariant  intégral. 

De  celui-ci  nous  déduirons  un  autre  invariant  particulièrement 
intéressant,  en  choisissant  comme  multiplicité  E-,  celles  que  for- 
ment les  différents  points  d'une  surface  à  deux  dimensions  et  les 
rayons  à  deux  paramètres  qui  en  sont  issus. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  sont  des  fonctions 
des  deux  variables  indépendante-  //  et  r  ;  de  chaque  point  \u.  ci 
de  la  surface  émane  un  faisceau  de  rayons  définis  parles  variables 
indépendantes  aussi  p  et  q. 

Lorsque  M,  v  varienl  très  peu,  le  point  |  //.  r)  décrit  un  élé- 
ment d-7  de  surface  autour  d'un  point  quelconque  M  ;  de  même  p 
et  q  variant  très  peu,  le  rayon  lumineux  décrit  un  pinceau  élémen- 
taire d'angle  au  sommet  du>,  qu'on  peut  appeler  «  pinceau  élémen- 
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taire  au  point  M  ».  Si  l'on  considère  une  surface  quelconque  S', 
dont  les  coordonnées  sont  fonction  île  deux  paramètres  u' ,  v' 
un  rayon  (a,  p,  p,  q)  coupe  cette  surface  en  un  point  (u',  v')  et 
l'angle  que  fait  la  tangente  à  ce  rayon  au  point  ai,  p)  a  pour  para- 
mètre p',  q'  :  à  une  portion  de  surface  d?  et  au  pinceau  élémen- 
taire dui  correspondront,  sur  S',  une  portion  de  surface  dn'  où 
aboutira  un  pinceau  élémentaire  d'angle  au  sommet  doi'  ;  cette 
portion  de  surface  et  ce  pinceau  seront  appelés  correspondants 
des  mêmes  éléments  de  S.  L'intégrale 

K  =   I  n-  \  m  — 4-  p  -=^- h  q  ^       du  dv  dt» 

J        l      D(«,p)        '   D(a,  p)        yD(u,  ^)J 

conserve  la  même  valeur  quand  on  l'étend  aux  points  d'une  sur- 
face S  et  aux  rayons  qn i  en  émanent,  ou  aux  éléments  correspon- 
dants d'une  surface  quelconque  S  . 

Soient  M  unpoiiitquelconquede  S  :  M  V  un  rayon  lumineux  m. 
p,  g',  MIN  la  normale  de  paramètres  directeurs  y.,  fl,  -. 

V(.Y,=)  , 

7t =  a  d  z .  .... 

D(a,  v) 

Soit  encore  H  l'angle  de  MA  avec  MV  l'intégrale  l\  peut  s'écrire 
K  =   /  n2  cosO  du  di. 

La  quantité  sous  le  signe  intégral  est  invariante  par  un  change- 
ment d'axes  :  elle  l'est  aussi  pour  une  réfraction.  Supposons  en 
ellet  qu'en  un  point  Al  de  la  surface  S  aboutissent  des  trajectoires 
dont  les  tangentes  sont  contenues  dans  l'angle  solide dtii  :  si  l'indice 
saute  par  passage  à  travers  la  surface  de  la  valeur  //  à  la  valeur  N. 
les  trajectoires  se  réfractent  et  les  nouvelles  tangentes  sont  conte- 
nues ii  l'intérieur  d'un  angle  solide  dQ.  Pourévaluer  le  rapport  de 
ces  angles,  nous  prendrons  comme  axes  trois  axes  rectangulaires 
dont  l'un  M.X  est  normal  eu  M  à  la  surface,  les  deux  autres  étant 
dans  le  plan  tangent .  Si  m, p,q  sont  le^  paramètres  d'une  tangente 
k  une  trajectoire.  M.  P,  Q  les  paramètres  de  la  tangente  à  la  trajec- 
toire réfractée, 

np  -  NP  =o, 

nq  —  NQ  =  o. 


Partant 
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_  dP  dQ  _   n*  dp  de/ 

M        "  N2      M 

AI  dQ  =   :rr-/n  <7<'J, 

l\2 


et  si  6  el  6  sont  les  angles  a\cc  Ja  normale  de  la  trajectoire  inci- 
tlente  el  réfractée 

cos6  dQ  =  —  cos6  do>  ; 

donc  enfin 

n*  cos  0  dw  =  N*  cos8  dQ. 

L'intégrale  (K)  conserve  donc  sa  valeur  quand,  sans  changer  la 
surface  S,  on  remplace  les  éléments  relatifs  aux  trajectoires  qui 
aboutissent  en  un  point  par  ceux  qui  correspondent  à  la  trajectoire 
réfractée  sur  la  surface  S. 

En  particulier,  supposons  que  les  trajectoires  issues  des  diffé- 
rents  points  d'une  surface  S  se  réfractent  aux  points  où  elles 
rencontrent  une  surface  donnée  (S),  c'est-à-dire  que  l'indice  n 
subisse  en  chaque  point  de  cette  surface  un  passage  brusque  d'une 
valeur  à  une  valeur  différente,  l'intégrale  (K.)  n'en  conservera  pas 
moins  une  valeur  constante,  qu'on  l'applique  aux  points  de  la 
surface  S  et  aux  rayons  qui  en  émanent  dans  le  premier  milieu, 
ou  aux  éléments  correspondants  d'une  surface  du  second.  En  elfet, 
dans  le  premier  milieu,  (K)  est  invariant  et  garde  la  même  valeur 
qu'on  l'applique  à  S  où  à  la  surface  réfringente  (S)  :  par  réfraction 
des  trajectoires  sur  (S),  (K)  n'est  pas  altéré  et  demeure  invariant 
dans  le  second  milieu,  ce  qui  démontre  la  propriété. 

Ainsi  donc,  (K)  est  un  invariant  intégral  d'une  espèce  parti- 
culière :  il  garde  la  même  valeur,  qu'on  l'étende  aux  points  d'une 
multiplicité  à  quatre  paramètres  formée  des  points  d'une 
surface  quelconque  et  aux  faisceaux  à  deux  paramètres  qui 
en  sont  issus  ou  aux  points  qui  s'en  déduisent  en  portant  sur  la 
i  i,i  jectoire  des  premiers  des  segments  quelconques,  ces  trajectoires 
ayant  subi  en  chemin  un  nombre  quelconque  <lc  réfractions  ou  de 
réflexions.  Nous  dirons,  pour  simplifier  le  langage,  que  l'intégrale 
('■tendue  à  la  portion  d'une  surface  quelconque,  interceptée  par  le 
faisceau,  garde  une  valeur  constante. 

Avant  de  poursuivre   L'étude  à   laquelle  nous  nous  livrons,  il 
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convient  de  chercher  si  l'élément  nouveau  que  nous  avons  intro- 
duit et  qui  est  l'invariant  intégral  peut  nous  donner  des  résultats  que 
ne  sauraient  nous  donner  par  exemple  les  conditions  de  Malus.  Il 
semblerait  que,  la  notion  d'invariant  intégral  étant  liée  à  celle  de 
trajectoire,  son  existence  dépende  essentiellement  de  ce  fait  qu'un 
rayon  lumineux  est  une  trajectoire  présentant  des  points  anguleux, 
mais  dont  les  coordonnées  #,  y,  z  varient  sans  discontinuités.  Or 
il  n'en  est  rien  ;  nous  allons  montrer  que  l'intégrale  (K)  conserve 
sa  valeur  quand  on  l'étend  à  une  surface  d'où  émane  un  faisceau 
de  rayon  ou  à  la  portion  d'une  autre  surface  d'ailleurs  quelconque 
interceptée  par  le  faisceau  qui  se  déduit  du  premier  par  la  trans- 
formation de  Malus.  Il  en  résultera  que  l'introduction  de  cet  inva- 
riant intégral  ne  saurait  nous  conduire  qu'à  des  résultats  déjà 
connus. 

Considérons  en  effet  l'intégrale 


(F)=  Ç  n%dxdydzdpdq 
J  m 


étendue  aux  points  d'un  certain  \olume  et  aux  rayons  (m,  »,  q) 
issus  de  ces  points.  Un  de  ces  rayons  AB,  issu  du  point B (a?,  >',  s), 
rencontre  le  plan  y;  en  A  (o,  /*,  k)  et  l'on  a 

x  =  m/, 

y  =  h  -+-  pi, 

z=  k  ■+■  ql; 

l  désigne  le  segment  AB. 

Considérons  un  point  {x,  y,  s,  jt>,  q)  de  l'espace  à  cinq  dimen- 
sions dont  les  coordonnées  sont  définies  en  fonction  du  temps 
par  les  équations 

dx  dy  dz 

— —  =  mvn.  -7-  =  pvn,         —r-  =  qin, 

dt  '  dt        '  dt        * 

dp  _  d<j 

~di  ~  ~dt    ~ '     ' 

n  désignant  l'indice  du  milieu,  v  une  constante.  Le  point  de 
l'espace  à  trois  dimensions  (x,  y,  z)  décrit  le  rayon  lumineux 
m,  n,  p;  supposons  qu'à  un  instant  (  quelconque,  le  mouvement 
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soit  remplace  par  celui  dont  les  équations  seraient 

§-■•».    §=p**     £-«"•■ 

rfP  _  dQ  _ 

~dt  ~  °'  flfo  ~  °' 

que  de  plus  M.  P,  Q,  X,  Y,  Z  se  déduisent   de  ///.  j>.  7.  #,  y,  z 
par  les  formules 

X  =  ML,  x  =  ml,  H  =  A(h,  k,p,  g),         L  =  -^  l. 

Y  =  H-hPL,         y  =  h  +  pl,         K  =  "B(h,k,p,q), 
Z  =  K-hQL,         z  =  k  +  ql,         P  =  G(h,k,p,q), 

Q  =  D{h,k,p,q), 

A  des  conditions  initiales  ,r0,  y0,  s0,  />0,  </0  correspondra  ainsi 
une  trajectoire  parfaitement  déterminée  formée  de  deux  tronçons 
de  droite  et  la  position  du  mobile  (#,  y,  s,  p,  q)  sera  à  chaque 
instant  fixée.  Pour  ce  mouvement,  (F)  estun  invariant  intégral,  en 
effet,  dans  le  mou\ement  sur  le  rayon  incident 

(  F)0  =  fn*  dh  dk  dp  dq  dl, 
dans  le  mouvement  sur  le  rayon  transforme'' 


<F),=/ 


N3  d\\  dK  dP  dq  dL 

D(H ;,K,p,Q)rf/<tM  d  d  dl 


=   f  n*  dh  dk  dp  dq  dl. 


Nous  avons  vu  en  effet  que 

D(H,  K,  P,  Q)  _  i^_ 
D(h,k,p,q)    ~~  N2' 

Une  transformation  analogue  à  la  transformation  déjà  employée 
nous  donnerait  L'invariant 

dans  les  mêmes  conditions  que  précédemment, 
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On  voit  même  de  plus  que  pour  une  transformation  de  droites 
en  droites,  telles  que 

D(H,  K.  P,  Q)  _  n*_ 
D(h,k,p,q)    ~  N*' 

l'intégrale  (K)  étendue  à  deux  surfaces  quelconques,  aux:  droites 
passant  par  les  points  de  la  première,  aux  transformées  passant  par 
les  points  de  la  seconde,  conserve  la  même  valeur. 

Une  pareille  transformation  est  évidemment  plus  généra  le  qu'une 
transformation  de  Malus  et  nous  allons  voir  qu'elle  ne  peut  aussi 
être  stigmatique  que  dans  le  seul  cas  où  la  correspondance  établie 
point  par  point  est  une  similitude.  Reprenons  les  notations  em- 
ployées pour  une  transformation  télescopique 

v  _  (L?L  y  —  ÏLL  7  —  - 

H  =  ~kaxu         P  =  \by,         Q  =  cl. 

Etendons  l'intégrale  (K)  dans  le  premier  milieu  à  une  portion 
du  plan  des  xy. 

Le  rayon  m,  /?,  q  passant  par  le  point  (.r,  r,  o),  se  transforme  en 

un  rayon  kax{,  kbyt,  ÀC,   >  =  — —  passant    par    le 

\l  a2 x'\-\-  bn- y'\  -4-c'- 

point  — »  — »  o.    Nous    Tiendrons    donc   l'intégrale  (K)  dans   le 

1  q     q 

second  milieu  au  plan  îles  xy  également  ;  on  devra  avoir 

dfi  dpdq, 


^  [am    bn    ,  ,        .     \ 
D( i-^-,  \bj  ,.  Xc  ) 

/  n-  —  dxx  d\  i  dp  dq  =    I  Ns  ^— — ~r - d.ry 

J        m  l      l      J        \axi  D(xuyup,q) 

/am    bp  . 

\  q       q  )  D(X6^„X( 


autrement  dit 


n*  =  N 
En  particulier 


c  \    q        q    '    U(  AOy,,  hc 

a~x[        P(/?,gr)  D(ar,,ji) 

Di  À  A  v(.  Xc)    i 

n <./-,, .)•,)    xx 


serait  constant,   c'est-à-dire—  — -constant,  ou  enfin  X  constant, 

Xi  dxt 

ce  qui  ne  saurait  être  si  a  et  b  ne  sont  pas  nuls.  La  transformation 
télescopique  est  donc  impossible  encore  dans  ce  cas  plus  général  ; 

XLIl.  6 
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supposons  alors  la  transformation  affine 
X  =ax,  Y  =  by,  Z  =  cz, 

M  =  lam,         P  =  )>£/>.         Q  =  leq,         X  = 


y/rt2  m2  -I-  62/»2  +  c*  7* 


L'intégrale  étendue  à  une  surface  quelconque,  puis  à  sa  trans- 
formée, gardant  la  même  valeur 

f    2  ("      D(r,z)  D(z,x)  D(t,v)  1  dp  dg 

=    /  A 2  A  abc\  m  lx   J  '  ■   '  -!-...     — -r— - —  -=■ -  • 

Il  faut  donc  qu'on  ait  identiquement 

„     ,      D(Kpb,  \cq) 
D(/>,  q) 

Calculons 

D(Xpb,  leq)        /\„       .  Oh  -  dh     \ 

— -— '- — '■ i-L  =     y,2  -f-  a  —  p  -f-  A  —  7     £>c . 

D(/o?J  V              dP               <*?     / 
Or 

i  .      ,               a2  m  dm  -j-  62^  dp  -±-  c*- q  dq 

A   =  a* m2 -H  62/>2-f-  c2^2  '  (a2m2-t-  62/>2-+-  c2^2)2 

et  en  vertu  de  l'égalité  /n^/m  +  pdp  +  </t/<7  =  o, 

A  efA  =  -+-  A4 ( a2  —  bi)p  dp  -+-  À* (a0-—  c*)q  dq, 

À2+x_o  +  a—  o  =  }>[a2m!  +  èy  +  c2o2  +  (a2-  62)/>2  +  <a2  —  c2)?2] 

=  X4a2. 

D(lpb,lcq)  _  a2  6c 

D( />,</,        -  [a2+-(62— a2)p2-i-(c2-«2)?2J2' 

On  doit  donc  avoir  identiquement 

a-b-c*  n- 


[  a2  -v-  (  62  —  a2  j/?2  4-  ( c2  —  a2  j  7 2 12        N  ' 
Donc 


/  n 

a  =  b  =  c  =  -^- 


11  serait  illusoire  de  chercher  par  unprocédé  analogue  les  trans- 
formation- de  Main»  pour  lesquelles  deux  suufoces  se  correspan- 
dent  stigmatiquemcnt.    Il   existe  en   ellet  des  transformations  ne 
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jouissant  pas  de  la  propriété  fondamentale  de  conserver  les  con- 
gruences  de  normales  et  pour  lesquelles  l'intégrale  (K)  est  nu 
invariant. 

Prenons  par  exemple  la  transformation  suivante  déjà  employée 
par  M.  Fatou.  transformant  un  plan  en  un  autre  plan  : 

Y  =  %y.        Z  =  £s, 

P=N^?0-,-  Q^ff  £  +  *(*#)• 

Elle  ne  conserve  pas   les   confluences  de  normales,  car  si  les 
droites  du  premier  milieu  forment  une  congruence 

p  dy  -+-  q  dz  =  db(z,y). 
Or,  dans  le  second, 

PdY  +  Qc?Z  =  ^(pdy  +  qdz)-hct<f(y,z)dy-i-f>ty(y,  z)dz; 

Pc/Y  -+-  Qd7i  ne  sera  une  différentielle   exacte,  autrement  dit  les 

rayons  transformés  ne  formeront  une  congruence  de  normales  que 

si 

«<p(jKi  z)dy+-  fi^iy,  z)dz 

est  une  différentielle  exacte.  On  peut  toujours  s'arranger  pour 
qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Cependant 

/•_.,  „D(Y.  Z)   ,      ,   dPdQ        f   .  .      .    dpdq 
/  N*  M      ;         '  dy  dz  v  =   /  n*  dy  dz  -l — i . 

En  effet, 

D(P,Q,y,z)  =  D(P,Q)  =  n^_j_ 
U{p,q.y,z)  D(p,q)  N*   «P 

et 

I»(V,Z) 


ce  qui  démontre  la  proposition. 


=  KP> 


IV. 

LE    THÉORÈME    DE    STRAUBEL. 


L'invariant    intégral    considéré,   ii   cause    même  du  très   grand 
nombre  de  transformations  qui  Le  conservent, <ne  peut  nous  donner 
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la  soin!  ion  de  tous  h->  problèmes  d'optique  géométrique,  mais  son 
emploi,  qui  est  commode,  conduit  parfois  à  des  conditions  néces- 
saires de  possibilité  du  problème.  En  tout  cas,  son  introduction 
n'aura  pas  élé  inutile,  car  c'est  l'expression  mathématique  d'un 
théorème  d'optique  géométrique  énoncé  par  Straubel,  dont  Hilbert 
et  plus  récemment  M.  Langevin  ont  montré  la  très  grande  impor- 
tance. 

Avec  les  notations  des  paragraphes  préqédents,  il  exprime  que 
pour  les  éléments  correspondants  de  deux  surfaces 

n  cos8  ds  dvo  —  ri-  cos6'  ds  dt</ 

et  pour  un  faisceau  plan 

ri  cosO  ds  diû  —  ri  cosO'  ds'  din'. 

L'interprétation  physique  de  ces  égalités  est  extrêmement 
simple  :  soit  dQ  la  quantité  de  lumière  émise  normalement  par 
une  portion  de  surface  d?.  dans  l'angle  solide  dio  :  nous  appelle- 
rons «  intensité  spécifique  L  en  un  point  pour  un  rayon  donné  », 

la  limite  de    ,      ,    quand  le  faisceau  se  réduit  au  ravi  m  considéré. 

dui  ai    x  J 

L  est  une  fonction  de  #,  y,  z,  p,  q  ;  mais  comme  le  il  n  x 

<^Q  =  L  du>  d~ 

^r  conserve,  pour  un  faisceau  élémentaire,  on  aura 
L  dw  da  =  L'  dtn'  ds ', 

en  désignant  par  L,  L'   l'intensité  spécifique  en  deux  points  d'un 

même  rayon  : 

il        11 
ri-  ~~  n7*-' 

Les  intensités  spécifiques  sont  proportionnelles  aux  carrés  des 
rayons. 

Straubel  remarque  d'ailleurs  qu'au  point  de  vue  de  l'énergie  ce 
résultat  peul  être  considéré  comme  évident  :  Helmholtz  et  Clausius, 
sans  énonce]  le  résultat,  le  connaissaient  certainement  avant  lui  ; 
il  lui  revient  d'en  avoir  indiqué  une  démonstration,  reprise  par 
M.  Langevin  dans  sun  cours  (1913)  et  à  laquelle  il  e>t  ai^é  de 
donner  une  forme  rigoureuse  et  mathématique. 
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Plaçons-nous  immédiatement  dans  l'espace  à  trois  dimensions  : 
supposons  le  milieu  isotrope  à  indice  variable  n  :  par  deux 
points  A,  A,  passe  en  général  une  trajectoire:  en  tout  cas  il  existe 

pour  l'intégrale    /      nds  un  minimum  absolu,  <pii  est  une  fonc- 

lion  T(A,At)  des  deux  point-,  A  et  A,  et  représente  le  temps  mis 


par  la  lumière  pour  aller  de  A  en  A, .  Soient  OO,  un  rayon,  0-3  la 
tangente  en  0  ;  Oj^,  la  tangente  en  0(  à  ce  rayon  :  Or,  Oy  deux 
axes  perpendiculaires  à  0;  el  perpendiculaires  entre  eux:  de 
même  0t#,,  0,y{  perpendiculaires  entre  eux  et  perpendiculaires 
à  Ot  ;t.  Choisissons  des  points  A,  A,  situes  dans  les  plans  des  i  r 
et  des  X\jK  des  deux  systèmes  de  coordonnées  ainsi  déterminés  : 
la  fonction  TiA.  A,)  devienl  une  fonction  T(#,  )  .  .;,.  r,  >  des 
coordonnées  x.  r.  j  , .  r,  des  point-   \.   \,. 

On    sait    que    la    variation    <lr    l'intégrale     I      nds   s'exprime 

simplement  en  fonction  des  paramètres  directeurs  a,  (3,y,  a, ,  (3,  ,y,, 
des  tangentes  en  A  et  A,  à  la  trajectoire  et  des  déplacements  élé- 
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mentaires  de  A  et  A( 


8   /       n  fis  =  n(<x  dx  -f-  (3  dy  )  —  n,  ( olx  dxx  -+-  ^  dyt  ). 


Il  en  résulte  que 


dx 


d'Y  _  àT  d'Y 

=  ni,         — •  =  »p,  -—=  —  «!«!,  - — 


'i  iJi' 


Or  si  A,  est  en  C^  et  si  A  décrit  dans  le  plan  des  xy  une 
portion  de  surface  entourant  le  point  O,  l'angle  solide  di»t 
balayé  par  la  tangente  en  Ot  a  pour  valeur 


c'est-à-dire 


d"}l=hl 


doi 


n\  di»i  dx\  dyx  = 


UUJ1  — 

y 

Y» 

d*T 

ÔX\  dx 

dxi  dy 

d*T 

d*T 

dyt  dx 

ày\  ày 

d*T 

d9-T 

àx\  dx 

dx\  dy 

d*T 

d*T 

ày\  <Jr     dyi  dy 


dx  dy  ; 


dx  dy  dx\  dyx. 


Il   en  résulte,  le  deuxième  membre  étant  symétrique  en  x .  y, 
n\  do)t  d<Ji  =  n2  du>  de 

Cette  démonstration  simple  a  l'avantage  de  montrer  clairement 
comment  l'existence  de  l'invariant  intégral  de  M.  Hadainard  résulte 
de  la  propriété,  pour  la  quantité 

n  (  ol  dx  -+-  (3  dy  4-  y  dz)  —  n t  ( <x{  dxx  -+-  4Sj  dyx  -+-  yi  dz \  ), 

d'être  une  différentielle  totale  exacte. 

Dans  le  cas  d'un  faisceau  plan,  qui  demeure  plan  par  suite  de 
réfraction,  on  trouve  par  un  procédé  analogue 

n  dz  dO  =  n'  di'  dQ', 

(h  désignant  celle  fois  un  élément  d'arc. 

Ces  deux    formules  s'appliquent  quels  que  soient  les   milieux 


intermédiaires,  et  même  s'il  s'agit  de  rayons  lumineux,  si  la  trans- 
formation qu'ils  subissent  est  une  transformation  de  Malus  ou  l'une 
de  celles  plus  générales  dont  nous  avons  parlé. 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  la  proposition  de  Straubel  est  encore 
vraie  pour  des  rayons  généralisés,  c'est-à-dire  pour  les  bicarac- 
téris tiques  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

0°-\         ,d*\         Bd*V  ,   d*V  ,,  d*X  ,_   d»V 

a h  a  — -  -I-  a   — - — -  ib  - \-  2  b  - — \ — h  1 b  - — 1-  c  =  o 

Ox'1  Oy-  Ot2  Oy  Ot  Ox  Ot  Ox  Oy 

où  a,  a',  a",  6,  b',  6",  c  sont  des  fonctions  quelconques  de  oc, y,  £, 

OX     d\     dV    AT  ,  ,,  ... 

— ,  —  >  —,  Y   :  on  sait  qu'on   appelle   caractéristique,   corres- 

ox     Oy      Ot  i  ri  1 

pondant  à  la  solution  donnée  V  =  ©(#,  j',  t)  de  l'équation  aux 

dérivées  partielles,  une  solution  de  l'équation  du  premier  ordre 

H  =  ap- -+-  a '  q"-  -+-  a"  —  ibq  —  ib p  —  ib"  pq  =  o 

où  p  et  q  représentent  —  »  —  et  dans  les  coefficients  desquels  on  a 

remplacé  V  et  ses  dérivées  partielles  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  #,  j',  t  :  les  bicaractéristiques  sont  les  caractéristiques  de 
cette  équation  du  premier  ordre  définies  par  les  équations 

dx  dy  —  dp  —  dq  dt 


OH  t>H         ôti  OH        OH  OH  OH  OH 

~0~p  ~ôq  ~ô~x       P~0~t         "ôy        ^  Ot         P  dp        ^  Oq 

.Nous  nous  attacherons  au  seul  cas  où,  H  étant  une  fonction 
de  a?,  y,  />,  q,  indépendante  de  £,  ces  équations  deviennent 

dx  dy  —  dp  _  —  dq  _ 

~W  =  W  ''=  ~0H~  =  ~ôh~  ~    T' 
c»/?  t/çr  Ox  Oy 

Ce  sont,  quand  on  considère  ~  comme  le  temps,  les  équations 
d'un  mouvement  dont  les  trajectoires  sont  les  bicaractéristiques, 
si  l'on  a  choisi  les  conditions  initiales,  en  sorte  que 

H<>o,7o,  po,qo)  =  0. 

S'il  n'en  r^i  pas  ainsi,  ;r0,  y0.  p0l  q0  étant  des  valeurs  initiales 


quelconques,  au  mouvemenl  défini  par  \o  équations  précédente." 
est  attaché  l'invariant  intégral 


/  dx  dy  dp  dq , 


dont  on  déduira,  comme  précédemment,  un  invariant 

dp  dq  d% 


I 


dx  d\\        dy  d\\ 

dy.    Oq  àa    dp 


étendu   aux  différents  points  d'une   ligne  (x,  y  fonctions  de  a) 

d'ailleurs  quelconque  et  aux  trajectoires  à  deux  paramètres  qui  en 

sont  issues.    Prenons,  par  exemple,   pour  variable  l'arc  s  de  la 

,  .  ,       .  I dx    dy\  -i! 

courbe;  soient  v  la  vitesse  \—t:>-j~)  en  "n  point  cl  une  trajectoire 

situé  sur  la  ligne  donnée,  ©  et  •]/  les  angles  que  font  avec  l'axe 
des  x,  en  ce  point,  la  normale  h  la  ligne  et  la  tangente  à  la  trajec- 
toire 


dx 
dy 


dy 

dy 
àH 


=  —  coso: 


dp  dq 

cos&f        si  il  il 


Ces  deux  dernières  équations  définissent  p  et  q  en  fonction  de  v 

et  <{/  à  condition  que 

D(p,40 


!><p,q) 


=*o. 


Supposons  qu'il  en  soit  ainsi,  et  choisissons  les  variables  arbi- 
traires 5,  i>,  >l;  l'invariant  deviendra 


/   v  |  sim]/  sin  çp  -+-  coscp  cos^  | 


vip,q) 


D(c,  <L) 


ds  dv  <l'l. 


Des  deux  ident  ités 

dH 

dp 


=  V  COS'I/. 


dH 

~dq- 


=  v  s  i  n  'l 


dv     dv     d<\>     dû  .        DO,  <b) 

on  lire  —,  —,  -f-,  -~  et,  par  suite,  ,., v     r    . 
dp     dq      dp     dq  '  ]  Up,q) 
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En  effet 


à*  H       dv         ,  .       db 

——r  =  —  coso  —  v  sino  -7-i- , 
dp1         dp         '  'dp 

à*-H  dv  d<h        ât>   .     ,  ,  d'b 

=  — -  coso  —  v  si  no  rr-  —  —  sin  6  +  c  coso  — -> 

dp  dq        dq  '  dq        dp  '  dp 

d2H         dv     .     ,  ,  dit 

- — -  =  -—  sin  <ii  -+-  v  cos  <l  —  , 
dq-  dq  '  dq 


<P_H        rP  II 
dp'1        dp  dq 

à°-H      dm 


dp  dq        dq- 

Dt'p.'i/)  _  i 


D(r,  fr) 

^/MI        d2  H 


v  sin  O 
v  cos  A) 


dp-        dp  dq 
à*  H        d»  H 


0»/>  tf^        dys 


Si  donc  le  déterminant 


//' 


b' 


n'est    pas    identiquement   nul, 


un  faisceau  de  bicaractéristiques  admet  l'invariant 

v-  [  cos(<p  —  <\l)\ 


f 


ds  dv  d'il, 


\b'*—  aa'\ 

ou,  en  désignant  par  H  l'angle  de  la  trajectoire  avec  la  normale. 

v^di 


I 


b  "2 


-r-j-  efc  d^  cos  8. 


Il  n'est  pas  possible  de  déduire  de  cet  invariant,  un  autre  atta- 
ché celui-ci  aux  bicaractéristiques,  par  des  méthodes  analogues 
à  celles  qui  ont  réussi  pour  les  rayons  lumineux,  sans  faire  de 
nouvelles  hypothèses  :  supposons  par  exemple 


-i)!-(f) 


a  =  a  , 

/dHV- 


et 

par  suite 


H  =  a(p--r-  q-)  —  nbq  —  i b'p  -+-  n", 
v"-  —  4 (a  H  -+-  6'5~t-  b"-—aa"). 
Si  donc  nous  faisons  le  changement  de  variables 
v-  =  4  (  nu  —  b'-  -~  b2—  au"  i, 
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//  gardera  sa  valeur  initiale  tout  le  long  de  la  trajectoire  et  à«  =  o 
correspondront  des  bicaractéristiques;   l'invariant   avec  ces  nota- 
lions  deviendra 

/.  dv  cosO  , 

p2 d>l  ds  du. 
du     a* 

Étendons  l'intégrale  au  volume  d'un  cylindre  (©-<«•<  a)  : 
à  loui  poinl  d'un  cylindre  initial  (E0)  correspond  une  trajectoire 
et  au  bout  d'un  temps  quelconque  un  point  situé  à  l'intérieur  d'un 

«  \  liudre  (E)  :  l'intégrale 

cos6    .  dv 


/cosO    .  dv    ,,    ,     , 
— —  v 2  —  dh  ds  du , 
a1         du     • 


ou  mieux 


i   /-cose    àv  ,    ,x  .      i   /*cose  ,,  ,  r%  ,àv 

-    !    v2  —  du  d<li  ds  =  -    !    db  ds  I      vz  — -  du, 

a  J      a1         au  a  J      a'1       '       JQ  du 

garde  la  même  valeur  qu'on  l'étende  à  E  ou  à  E0. 

Faisons  tendre  <x  vers  o,  celte  dernière  tend  vers  une  limite 

/cosO  ' 

lfîl(fc'î  +  £2  ._  aa")2  d<\  ds, 

et  cette  nouvelle  intégrale  garde  la  même  valeur  quand  on  l'étend 
aux  points  de  la  base  B0  de  (E0)  ou  de  la  base  B  de  E.  Or  les  tra- 
jectoires correspondantes  sont  des  bicaractéristiques,  la  quantité 


/ 


cosô  , ...       , .  ,,  1    ,,    . 
(  6'2  -4-  62  —  aa"  )2  d<l>  ds 


est  donc  bien  pour  ces  courbes  un  invariant  analogue  à  celui  qui 
a  été  trouvé  dans  les  précédents  Chapitres.  Elle  garde  la  même 
valeur  quand  ou  l'étend  aux  points  d'une  courbe  et  aux  bicarac- 
téristiques qui  en  émanent  ou  à  une  autre  courbe  quelconque  et 
aux  bicaractéristiques  qui  y  aboutissent. 

Si  donc  on  appelle  indice  et  si  Ton  désigne  par  n  la  quantité 

i 

n  =  —, 

a 

on  a  là  une  généralisation  du  théorème  de  Straubel.  Les  bicarac- 
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térisliques  des  équations 

— —r  -+-  -z — -       -H   >.  b 2  b 1-  2  rt     — — -  -4-  C  =  O 

«/./■-         c^  /  o»^  d/  (Vj:  dt  dt2 

sont  des  rayons,  et  ils  satisfont  à  la  relation  de  Straubel,  à  savoir 

n  ds  cil  cos  0  =  n'  ds'  d'I'  cos  B'. 

Il  est  évident  qu'un  calcul  analogue  généraliserait  la  même 
proposition  aux  caractéristiques  à  plusieurs  dimensions;  nous 
n'insisterons  pas  sur  ce  fait  et  sur  les  conséquences  qu'on  en  peut 
tirer  au  point  de  vue,  par  exemple,  de  l'aplanétisme  possible 
points  par  points  de  volumes  ou  de  surfaces.  Nous  nous  conten- 
terons de  remarquer  que  c'est  bien  là  une  simple  généralisation, 
à  savoir  que  dans  le  cas  des  rayons  lumineux,  bicaractéristiques 

de  l'équation 

d*V    ,    d2V         ,  </-V  _ 
i).r-   ~~  ôy-   ~         dt-    ~     ' 

l'indice  généralisé  est  identique  à  l'indice  ordinaire. 


SDR  LES  INVARIANTS  INTÉGRAUX  DE  L'OPTIQUE; 
Par  M.   Th.   De  Donder. 

La  très  intéressante  démonstration  du  théorème  <l»'  Straubel, 
que  donne  M.  Dontot  <  '  j,  pourrait  «'Ire  simplifiée  grâce  aux  deux 
théorèmes  que  j'ai  publiés  en  u)i>  (2)  et  dont  j'ai  indiqué  di- 
verses applications  à  la  physique  mathématique. 

Théorème  1.  —  Si  p  est  un  invariant  et  si 

(i)  \,H  =  /  M  ^1  Sa?.  .  .  .  o.r„, 

(')  Bull.  Soc.  math,  de  France,  t.  XLII.  fasc.  1,  1914. 

(■)  Sur  un  théorème  de  Jacobi  (C.  B.  Acad.  Se.,  m  février  igi3);  Sur  la 
répartition  ergodique  {Bull.  Acad.  royale  de  Belgique:  Cl.  des  Sciences,  n°3, 
iqi3,  p.  21 1-221). 

XLII.  7 
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est  un  invariant  intégral  m-uple  des  équations 

ctX\    ^  _    CIX m    . 

X  ]  A  ,„ 

(  \  , .  X.j \  m  son  I  des  fonctions  continues  et  uniformes  de  x{ , 

j72, rm  et  de  i  i.  la  quantité 


{ i  )  Aim-i  =  /  — rî-  r-ra  8ar3 . . .  ox, 


dx\ 


est  un  invariant  <  m  —  i  )-uple  sur  la  variété  p  =  o0. 

Théorème  II.  —  -Si  p  et  X, X,w  ne  renferment  pas  expli- 
citement t,  on  peut  déduire  de  V invariant  (21  l'invariant 
intégral  (m  —  2)-uple  sur  la  variété  invariante  0  =  p0 

{ 3)    A„j_2  =  — —  S (—  0*  x*  &*«••■  Sa?Ar— 1  8^+1  •  •  •  oa?„,        |  A  =  2  .  . .  w  ). 

Cp      k  7 


dx 


Démonstration.    -        Multiplions    symboliquement    (')    A.m_. 
par  oc.  on  trouvera  la  forme  intégrale  (m —  1  |-uple 

- —    X2  0^3  oa?4 .  . .  oxm  — *-  oa^  +  X2  oa-3 . . .  oxm  - —  ox2 


dp 
ôx 


Or 


v     5>  ^  °?    >  v     B  -  "P     fi 

-  A3  tX-i  OX!,  .  .  .   0Xm  - 0Xt  —  A3  OX-y  0X±  .  .  .  OX ,„  0X3 

OXi  OX3 

,„V         ">  S  fi  'J?      $  /  \,„\'  S  ^?      S 

-(—  i)"l\mox2ox3...oxm-1  -f-oxl-+-(—i)»l\mo:r.1...ox„,^l  —£-oxm 
OXi  oxm  J 


dp  dp  do 

dxx  dx-i  "  '  '  '       dxn, 

OÙ 

x,  =  -  '    fiE.x.+...+  *E-x.l. 

Ed  substituant  dans  la  forme  intégrale  précédente,  celle-ci  se 


(')  Introduction  à  la  théorie  des  invariants  intégraux  {Bull.  Acad.  royale 
de  Belgique  :  (L  des  Sciences,  11"  12,   iqi3). 
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réduit  (au  signe  près  ;  à 

V(—  i  i'M  X,  ô>,  .  . .  8a7/_ i  8a?,-+,  . . .  oxm        (i  —  t....  m); 

i 

or,  cette  dernière  fournit  un  invariant  intégral  des  équations  I  i  }. 

(..   Q.    K.    I). 

Considérons  maintenant  avec  \l.  Donioi  les  extréinales  <i<' 


o  /  n  y/.r-  —  r'2  -+-  -3-  dt  =  o 


,        r/j"        ,        o?y       ,        dz     ,  ,  ,       ,      ,  ,i  M  , 

ou  x  =  — ,  >-'=  -f  ,  s'  =  — .  L'étude  de  ces  extremales  revient  a 
dt    *  dt  dt 

celle  des  équations  différentielles 

i   <a?.r  d\\  dy 

\    dt   ~         du'  dt 

(4)  { 
i  du  dH  dv 

\    dt  dx  dt  dy 

sur  la  variété  invariante 

(5)  Hs— («2  +  cs-hiP!)  =  -. 

■in'1  2 

On  a  posé 

d  n  t/.r'2-4-  y'2-i-  ^'2  n.'-' 

a  =  — 


dH 

dz             dH 

*T' 

dt              dw 

dH 

dy' 

dw            a\\ 
~dt  ~~~~  ~ôz 

dx'  \/.r''2  -+-  y'-  —  z'- 

de  même  pour  v  et  pour  w. 

Les  ('quai  ions  (  \  i  admettent  l'invariant  intégral 

I6=  /   5a;  oy  os  ou  ov  ow. 

Appliquons  le  théorème  I,  d'où  l'invariant  intégral  5-uple 
.         /*  »2  *    *    s   *   s 

\  ,  =    /     OX  0  V  OZ  OV  OW 

J       H 

sur  la  variété  |  5). 

Appliquons  le  théorème  IT,  d'où  l'invariant  intégral  (')   f-uple 

C  n-  f  n  .     .     .    .           r    .     .     .    .           w  .     .     .    . 
A4=   /    —     —  oy  tz  ov  ow ex  oz  ov  otr  -i ox  oy  ov  ow 

J   n  L/i2  "-  n 

"Il  ....  dH  .     .     .     .  "I 

n oa;  oy  oz  ow o.r  o  )'  6-8  or    . 

dy  J  Oz  J 

(')  La  simplification  introduite,  i  *  ■  i  surtout,  me  paraît  importante 
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Considérons  deux  surfaces  quelconques  cet  a-'  dans  l'espace  ordi- 
naire <'i  joignons  respectivement  les  différents  points  de  n  aux 
différents  points  de  tr'  par  des  rayons  lumineux,  alors  on  aura 
ox  oy  oz-  =  o,  et  A  .,  se  réduira  à 

A  v  =  I  (  «  <y  g.3  -+-  p  os  o:z?  -t-  (p  ox  oy  ) 

Posons  avec  M.  Dontol 

u  x' 

m  =  — 


n         ^jt  +  y*. 


v 


7  = 


donc  m,  p,  q  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-tangente  au 
rayon  lumineux  dans  le  sens  de  propagation  de  la  lumière. 
An  devient 


/ 


n'2  [  m  oy  bz  -+-  p  oz  ox  -+■  q  ox  8y]   — — — 


Or    — — -  =  oo)    (anale    solide   ou    surface    élémentaire    d'une 
m  v      ° 

sphère  de  rayon  arc),  soit  6  l'angle  de   la  demi-normale  à  un  élé- 
ment ou  de  surface,  alors 

n-  cosO  07  ôio  —  const.  c.  Q.  F.  D. 

Ce  dernier  résultat  peut  s'obtenir  plus  rapidement  en  partant 
de  l'invariant  relatif  (')  : 


i  _   Ç  an  y/y  ■+-  y''1  -+-  z'i  ? 

J  1  =      I       — ; OX 

J  àx 

,    du  Jx't-ir-  r'2-f-  z'-  .           dn  i/.r'2-)-  >''-—  z'*  »._ 
-f- ï £ Sy  _| 1 -L os. 

ày'  J  oz' 

En  reprenant  les  cosinus  directeur-  ///.  p,  q.  on  pourra  écrire 

.)[  ==  /  ra(m  ox-±- p  8y  -+-  g  oz). 


(')  Elude  sur  les  invariants  intégraux  [Bendiconti  Circolo  matematico  di 
Palermo,  t.  XVI,  kjo-j  (C.liap.  XIII)]. 
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Par  différentiation  symbolique,  on  introduit   l'invariant  intégral 
absolu  (2-uple) 

's—  /    on  (m  8r+/)Ô/-r-^ô;)  +  n(Zm  ox  — -  op  Zy  —  oq  oz). 

En  multipliant  12  par  L  symboliquement  et  en  tenant  compte 
de  ce  que  oxoyZz  dans  ce  théorème  d'optique  est  nul.  on 
obtient 

I4  =   /  n~(  ox  oy  om  o/>  -    o>-  oc  Sp  oq  -+-  oz  ox  oq  om) 

C    «  t     -     5     %m  op  ^     ^    op  8q  ^    ^     oq  $m 

=   I   n-     q  Sx  0  y —  m  5y  oz  — — -  -+-  p  cz  ox  — 

.'        \  q  m         r  p     ] 

=   I    «2cos6oaSw.  c.q.f.d. 


SUR  LE  PROLONGEMENT  ANALYTIQUE  DE  CERTAINES  SÉRIES 
DE  TAYLOR; 

Par  M.    S.   Lattes. 


1.   But  de  ce  Mémoire.  —  Dans  un  travail  antérieur  ('}  j'ai 
étudié,  après  M.  Fatou  (2),  les  séries  de  Taylor 

(il)  <s(z)  =  U0-l-  ll\Z  ->r-  U-2Z--h  .  .  .-{-  ll„Z"  -h.  .  . 

dans  lesquelles  ebaque  coefficient  est  lié  au  précédent  par  une 
relation  de  récurrence  de  la  forme 

(0  u-i+i  =  /("«); 

la  fonction  /  est  supposée  bolomorphe  en  un  point  double  a  à 
convergence  régulière  et  a0  est  pris  dans  un  certain  domaine 
entourant  ce  point  double. 


(')  Sur  les  suites  récurrentes  non  linéaires  et  sur  les  fonctions  génératrices 
de  ces  suites  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  3*  série,  t.  III, 
1911). 

(:)  P.  Fatou,  Sur  une  classe  remarquable  de  séries  de  Taylor  (Annales  de 
l'École  Normale,  3e  série,  t.  XXVII,  1910). 


-  96 

Si  l'on  pose 

S  =  /'(«) 
el  si  l'on  suppose 

S  =z£  o,        |  S  |  <  i, 

la  somme  v(z)  de  la  série  i«)  est  une  fonction  méromorphe 
admettam  pour  pôles  simples  les  points 

i        i  i 

I,      g,       p,        .-.,       g;,,       ••• 

ou  certains  de  ces  points.  J'ai  donné  la  décomposition  de  cette 
fonction  méromorphe  en  série  de  fractions  simples  :  ce  développe- 
ment, que  je  rappellerai  un  peu  plus  loin,  nous  fournit  explici- 
temenl  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  o(z)  dans  tout 
son  domaine  d'existence. 

Je  me  propose  maintenant  d'obtenir,  d'une  façon  plus  générale, 
le  prolongement  analytique  dans  tout  son  domaine  d'existence  de 
la  fonction  F|  ;  i  définie  par  la  série 

i  au  i  F(  z  )  =  a0  «q-h  ax  UyZ-h-  a^u^z*  ■+- . . .-+-  a„  itn  s"  -—..., 

où  KQ.  u{ ii„.  ...  ont  la  même  signification  que  plus  liant  el 

où  a0,  o,\ o„.  ...  sont  les  coefficients  du  développement  en 

série  de  Taylor  d'une  fonction  donnée  8(.s),  holomorphe  au 
poinl   s  =  o, 

(a)  ft(z)  =  «0+  a\Z  -I-  «2  ~'2 ...  -  an z"  -*- .  .  .. 

Nous  supposons  que  la  /miction  analytique  8|  z  >.  définie  par 
la  série  [a  \,  est  connue  dans  tout  son  domaine  d'existence  i  / 
//0//.V  coulons  en  déduire  une  formule  donnant  la  fonction  F|  s  i3 
définie  par  la  série  (au) ,  dans  tout  son  domaine  d'existence. 

Une  proposition  bien  connue.  t\uc  à  AI.  Hadamard  i  '  i.  permet 
d'indiquer  a  priori  les  points  singuliers  de  la  fonction  Viz) 
définie  par  la  série  (ait).  D'après  cette  proposition.  F(s)  ne  péul 
pas  avoir  d'autres  points  singuliers  que  les  points  ;  obtenus  en 
multipliant  le  r  d'un  point  singulier  de  (m)  par  le  ;  d'un  poinl 
singulier  de  <  a).  Nous  avons  indiqué  plus  haul  les  singularités  de 


(')  Hadamard.  Théorème  sur  les  séries  entières [Acta  Malhematica ,  t.  W1I, 
1898). 
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la  fonction  otz)  définie  par  la  série  |  //  i.  <  )n  en  conclu!  que,  >i  >> 
désigne  \u\  point  singulier  quelconque  de  la  fonction  8(2),  la 
fonction  \: *  z )  ne  peut  pas  avoir  d'autres  points  singuliers  que 
les  point»; 

a        a  a 

a>    s'    s* s^'    •••• 

Quant  à  la  nature  de  la  singularité,  il  résulte  des  compléments 
apportés   par   VI.  Borel  (')  au  théorème  de  AI.  Hadamard  (pie  la 

singularité  de  Fi V)  au  point  ^  est  lu  même  que  la  singularité 
de  §(  z-  i  au  point  <i . 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  tous  ces  résultats  vont  apparaître 
d'une  façon  évidente  sur  le  développement  de  la  fonction  F(s) 
que  je  vais  établir  ci  «pu  sera  valable  dans  tout  le  domaine 
d'existence  de  cette  fonction. 

2.    Théorème  fondamental.       .le  rappellerai  d'abord  quelques 

résultats  relatifs  à  la  suite  récurrente 

(2)  "0        Ui         ...        //„         ... 

en  renvoyanl  le  lecteur,  pour  de  plus  amples  détails,  à  mon 
Mémoire  des     innales  <lr  Toulouse  cité  plus  haut. 

Soit  y.  un  point  double  de  la  relation  mi.  soil  S  la  quantité 
définie  plus  haut  et  qu'on  appelle  le  multiplicateur  relatif à  ce 
point  double  x.  Si  le  terme  initial  u0  de  la  suite  1  2  1  est  suffisam- 
ment  voisin   du    point    double,    il    existe    une    série  u>(y)  de   la 

forme 

o>(y)  =  y.  —  y-i  y  —  %-,  \  -       ...       a„  y"  ~- .  .  . . 

convergente  dans  un  certain  cercle  de  rayon  a  el  telle  que  //„. 
//, un.  ...  s'expriment  en  fonction  d'un  même  paramètre  y0 

par  les  lorinii  les 

u0=ui(y0),         Ut=  tû(Syo),  ■■■■,         «»=w(S»iy0).  

Pour  ro  —  "<  tous   les   termes  de  la  suite  se  confondenl  avec  le 


(')  Borki.,  Sur  tes  singularités  des  séries  de   Taylor  {Bulletin  de  la  Société 
mathém.  de  France,  t.  WYI.   1898,  |>.  »38). 
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point  double  a;  au  Lieu  de  se  donner  u0.  on  peu!  se  donner  y0, 
e\  -i  Ko  ,,v|  voisin  de  zéro,  u0  est  voisin  de  a  (  '  ). 

Ces    propriétés  rappelées,  nous  supposerons  | _>'0 1  <C  p?  ce  qui 

entraîne  |  S"  )0 1  <C  p,  et  nous  exprimerons  //„ u„  en  fonction 

de  y0.  La  fonction  F(z),  s ne  de  la  série  (au),  sera  alors  une 

fonction  de  Vo-  Nous  obtiendrons  la  formule  qvie  nous  avons  en 
vue  en  cherchant  à  développer  F(.s)  en  une  série  convergente 
procédanl  suivanl  l<^  puissances  croissantes  de  y0. 

La  proposition  que  nous  allons  établir  est  la  suivante  : 

La  fonction  \:{z)  est  une  Jonction  holomorphe  de  y0  dans 
le  cercle 

I  Jo  |<  ? 

et  l'on  a 

(3)  F(;)  =  aO(^)  +  a1>roe(S,S)+...+  a,,ir'0'ft(S'^) -+-...; 

a,  a,,  ...,  y.„  sont  les  coefficients  de  la  série  w(j')  :  ils  ne 
dépendent  donc  que  de  la  relation  de  récurrence  considérée 
et  ils  ne  '/(fendent  pas  de  la  fonction  B(^).  La  série  (3)  réalise 
le  prolongement  analytique  de  la  fonction  analytique  F|  z  | 
définie  par  la  série  (au). 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  partirons  de  l'expres- 
sion de  la  série  (aa)par  une  intégrale  employée  par  M.  Hadamard 
et  par  M.  Borel  pour  la  démonstration  des  propositions  rappelées 
plus  haut.  On  a 

(4)  F(*)  =  ~    f%(a;)o(-)~ 

Dans  cette  expression,  prenons  d'abord  pour  C  un  contour  inté- 
rieur au  cercle  de  convergence  de  la  série  (a),  de  sommr  8|  c  i, 
et  comprenant  à  son  intérieur  le  point  z.  La  série  («),  de 
somme  çp(-s),  a  pour  rayon  de  convergence  l'unité,  puisque  le 
pôle    de   =p(^)    le    plus    voisin    de    l'origine    est    le    pôle   z  =  i. 

Le  point  —  est  donc  intérieur  au  cercle  de  convergence  tic  &{:■), 


(')  La  fonction  w  (y)  n'est  pas  autre  chose  que  la  fonction  inverse  de  la  fonc- 
tion de  Schrœder  introduite  par  M.  Kœnigs  dans  l'étude  des  relations  (i). 
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et  dans  ces  conditions  l'expression  (4)  est  égale  à  la  soin  me  I-  (  -  < 
de  la  série  (au). 

Prenons  maintenant  pour  C  un  contour  comprenant  à  son  inté- 
rieur le  point  z  ainsi  que  tous  les  points  S";,  et  tel  que  les  points 
singuliers  a  de  la  fonction  B(a?)  soient  tous  à  l'extérieur  de  ce 
contour  :  c'est  possible  si  le  point  ;  ne  coïncide  pas  avec  l'un  des 

points   ^-  Dans  ces  conditions,  l'intégrale  l  [)  esl    une  fonction 

holomorphe  de  ;  et  elle  réalise  le  prolongement  analytique  de  la 
série  (au). 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  n'est  jusqu'ici  que 
l'application  immédiate  au  cas  actuel  du  raisonnement  général 
de  M.  Hadamard. 

Mais  servons-nous  maintenant  de  l'expression  de  la  série  (m), 
de  somme  Çp(.z),  par  une  série  de  fractions  rationnelles,  que  j  ai 
établie  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  et  que  je  me  borne 
à  rappeler  ici.  Cette  expression  esl 

n    }       i—  z       i  —  S*        i—  S**  i  —  S** 

a,  a,,  ...,  aw  sont  les  coefficients  de  la  série  <*>(y)  définie  plus 
haut  et  l'on  suppose  \j'0\  inférieur  au  rayon  de  convergence 
de  cette  série.  L'expression  (4)  devient 


F<«»-rôjf,<-)2=^;,b- 


Montrons  qu'en  intégrant  terme  à  terme  la  série  du  second  membre 
on  obtiendra  une  série  convergente  dont  la  somme  sert  égale 
à  F(s).  Si  l'on  pose 

et       .  v"+1  a     ,  ,  v"+2 

ii  — 


X  —  S"^iz        x  —  S'^z 
il  suffit  de  prouver  que  l'intégrale 

R^=-î-   f(i(x)RHa 


& 


tend  vers  zéro  pour  ji  infini. 

Or,  lorsque   le   point  x  parcourt  le  contour  G,  on  a,  quel  que 
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soit   p. 


\x  —  Spz\  >  o, 

o  étanl    la  distance   minimum  du   point  c  à  un  point  quelconque 
du  Contour.  (  m  a,  par  suite. 

I  lx'l\  <-  5 


M 

<  — 

0 

«-t-i 

[ 

i  — 

z± 

\IM,L 

p 

n-1-1 

I 

2  7rS 

I  — 

y» 

0 

M  étanl  un  nombre  fixe. 

On  en  déduit 

I  R'  l< 


M,  étant  la  borne  supérieure  de  |0(:r)|  sur  le  contour  et  L  la 
longueur  du  chemin  d'intégration.  On  voit  que  R^  tend  vers  zéro 
pour  n  infini. 

L'expression  de  F(-z)  donnée  plus  haut  peut  donc  s'écrire 

%{x)dx 

'c 


™-***&I2* 


S»j 


Le  théorème  des  résidus  donne  la  valeur  de  l'intégrale  qui  ligure 
au  terme  général  de  cette  série.  On  a 


i       r  0  (  x  )  dx       a .  _ 

—r-     /    — — =8(S»3), 

■>.i-  ./,  x  —  S"- 


en  supposant,  comme  nous  l'avons  fait,  que  le  point  Snz  est  un 
point  régulier  de  la  fonction  8(#).  Par  suite,  la  formule  i  3  |  que 
nous  avions  en  vue  est  établie. 

Cette  formule  (!)  définit  la  fonction  \:  (  z)  en  tout  point  où  la 
fonction  8(S".s)  existe  quel  que  soit  n.  Le  point  c  est  donc 
régulier  pourFl  s)si  les  points  S";S  sont  tous  réguliers  pourO(^). 

Si  a  esl  un  point  singulier  de  0(  z),  le  point  ^  est,  quel  que  soit  //, 

un  point  singulier  de  F(z),  si  a„  est  ^é.  o.  CY-t  un  point  singulier 
isolé  si  a  esl  un  point  singulier  isolé  de  8(s)  et  la  formule  (3) 
permet  L'étude  complète  de  la  fonction  ¥(z)  en  un  pareil  point. 
De    même,   si   8(z)  possède   une  ligne   L  de  singularités  ou   un 
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ensemble  parfait  quelconque  E  <ie  singularités,  on  en  déduil 
pour  V(z)  une  infinité  de  lignes  ou  d'ensembles  de  singularités 
déduits  de  L  ou  dé  E  par  les  transformations 

*'=  sïP 

où  n  reçoit  toutes  les  valeurs  entières  et  où  c  désigne  un  poinl 
singulier  de  9i  s  l,  z'  un  poinl  singulier  de  Fi  -  |. 

',).  E. rempli'  1.  —  On  obtiendra  diverses  catégories  générales 
de  fonctions  en  particularisant,  soil  la  relation  de  récurrence, 
soit  la  série  i  a  ).  Dans  ce  premier  exemple,  nous  pari  iculariserons 
la  relation  Je  récurrence.  Supposons  que  ce  soit  la  suivante  : 

Cette  relation  atliuei  le  poinl  double  x=  i  el  le  multiplicateur 
correspondant  à  ce  point  double  est  S.  Nous  supposons  |  S  |  <;  i . 
Nous  préciserons  la  détermination  à  prendre  pour  u%  en  écrivanl 
la  > 1 1 1 1 e  sous  la  forme  suivante 

u0=u0;         «i=  w|  =  eSiogwoj         „î=  „s  _  es-iog»o;         ...; 

et  en  convenant  de  prendre  partout  la  même  détermination 
pour  logw0-  Dans  ces  conditions,  la  fonction  co|  y  \  de  la  théorie 
générale  est  ici 

M(y)  =  ey. 

Si  l'on  pose  en  effel  w0=eJro,  on  aura  bien 

Les  coefficients  y.,  a, %n  de  la  théorie  générale  seronl  donc 

ceux  du  développemenl  de  e'  : 

y  y-  i    ' 

eï  =  i  •+-  —  ■+■  — h  ...  H h 

I  1.2  I  .   '  .  .  .  // 

(  îonsidérons  maintenanl  la  série  (  a)  de  somme  8(  z)  et  la  série  i  aw) 
de  somme  I  (  z).  On  a 

F(jï)  =  «„  u0  -H  «î  w|  s       "-•  "n"  3 '"'  ■+"  •  •  •  ■+"  a"  UV  z"  +  ■  ■  ■  ■ 
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La  formule  (3)  nous  donne  pour  F  (.s)  l;i  nouvelle  expression 

F(s)  =  o(^)  +  ^0e(Ss)  +  ^-o(s^)+...-^ — ^ — e(s«-8)-»-..., 

J        V  1.2  I  .  2 .  .  .  Il 

où  l'on  a  posé  y0=  logu0  :  on  prendra  pour  logw0  1»  détermi- 
nation que  l'on  aura  adoptée  dans  le  caleul  de  la  suite  récurrente. 
Nous  avons  laissé  jusqu'ici  la  fonction  G(z)  arbitraire.  En  pre- 
nant pour  9(z)  diverses  fonctions  élémentaires  on  aura  des 
séries  F(,s)  dont  on  connaîtra  la  somme.  Soit  par  exemple 

i      „         i.3      .         1.3.5 


\{z)  =  y/i  -+-  z  =  I  -+- 


2  2.4  2.4.6  >. 4.6.8 

La  série 

2  2. ^  2.4.0  2 . 4 • O.O 

aura  pour  somme  la  fonction 

F(-g)  =  /T+3  -4-  logMp  v/i  -+-  S  j  -4- (  l0g  "u)2  y/i-H  S^-4-.  .. 
(log  */<>)" 


1  .  Z  .   .  .  /l 

c'est-à-dire  une  fonction  multiforme  de  z  admettant  une  infinité 
de  points  critiques  algébriques 

[  1  1 

_I'    — s'     —  s»*     "'    ~S7>' 

Exemple  II.  —  Au  lieu  de  nous  donner  la  relation  de  récur- 
rence,  donnons-nous    maintenant  la  série  (a),   de  somme   H{z). 

Soit 

z2                        z" 
Q( z)=  e:=\-+-  z  -] h.  .  .H 1- 

1.2  I  .  2  ...  71 

La  série  (au)  est  ici 

z" 


F(z)  =  u0-h  iii h-  u-, h. ..-+-  Un 


[  1.2  1 . 2 .  .  .  n 


Elle   a   pour    somme    une    fonction  entière   de   ^    fournie  par   la 
formule  (3)  : 

F(z)  =  ze'-ï-a.ly0eSz-{-ct.2yl  es,*-K  .  .•+■  zny'i  <?s"~4-.  .  .  ; 
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les  coefficients   a,  a,.  a2 ainsi  que  l'exposant   S.  dépendenl 

de  la  relation  de  récurrence  établie  entre  les  //„.  Leur  détermi- 
nation exige  la  résolution  d'une  équation  fonctionnelle  el  ce  n'est 
que  dans  des  cas  tout  à  fait  particuliers  que  la  solution  s'exprime 
par  des  fonctions  élémentaires  (comme  dans  l'exemple  l  |.  Mais  je 
n'insisterai  pas  sur  ce  point  que  j'ai  déjà  examiné  ailleurs  (_'  ). 

A.  Cas  d'une  relation  de  récurrence  homo graphique.  — 
J'étudierai  avec  quelque  détail  un  dernier  exemple,  celui  où  la 
relation  de  récurrence  e>l  une  relation,  homographique 

a  un  -+-  b 

eu  »  —  d 

Nous  supposerons  d'abord  que  les  racines  pn  pa  de  l'équation 

a  —  p         b 
c         d  —  p 

ont  des  modules  différents.  Soit  |pa|<|?i|-  Soient  a,,  tza  les 
points  doubles  de  la  relation  correspondant  respectivement  aux 

racines  p,  et  p2.  Posons  x—  =  S.  On  a 

|S|<i. 
La  fonction  <a(y)  s'obtient  iei  en  posant 

Yo—  > 

y  Uu—Z» 

d'où 

a,—  a»  r„ 
l*o=  —  =  w(jo)- 

I  —  )  0 

On  aura  en  effet, d'après  des  propriétés  bien  connues  de  la  relation 
homographique, 

u0=*a(yo),       "i  =  w(Sjo)>        •••>       "»=w(S7o)i        •-*• 
La  fonction  ton')  développée  en  série  s'écrit 

w(y)  =  a,-r-(a,  —  aj)^-+-(«i  —  »»  )^!-+-.  .  .-+- (»i—  *j).V" -*--.. 


(')  Sm/-  /es  suites  récurrentes.. .  (  n<"  7-10).  p.  8o-83. 
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ci  le  rayon  de  convergence  de  celle  série  est  égal  à  i.Nous  suppo- 
sons donc  |  y{,  |  <C  i .  c'est-à-dire 

|  u0—  a,  |  <  |  //„—  ij|. 

M//?.v  re\  conditions,  si  l'on  désigne  par  'uz)  la  fonction 
analytique  définie  par  la  série  (a),  la/onction  analytique  F(  s) 
définie  pur  la  série  (au)  sera  donnée  par  la  formule 

F(5)  =  at6(.s)  -4-  («i-  *2)"°~~a'0(S^  -+-. . . 

Uq  —   "J-1 

Soit  par  exemple 

;2        z*                   z" 
8(*)  =  log(i  —  s)  =-5 -=-— ... .... 

(  )n  aura 

U*Z*  lt„Z" 


F(*)=— a, 

=  at  log(f  —  «)  -+-(<X|  —  a.,;  — ]°g([  —  S*)  -+-.  .. 

«0  —   »2 

H-(al-a<)("0~3tl)"log(i-S»z)+.... 

Tous  les  résultats  qui  précèdent  supposent  \u0 —  a,|  <C  |  «0  —  aa|« 
Mais  il  est  facile  de  passer  de  là  au  cas  où  u0  ne  vérifie  plus  l'iné- 
galité précédente,  en  procédant  comme  je  l'ai  fait  antérieure- 
ment ('  )  pour  le  cas  particulier  où  il  s'agit  de  la  fonction  Fie) 
définie  par  la  série  i  u).  Il  nous  suffira  d'énoncer  le  résultat. 

Soit  k  le  plus  petit  entier  tel  que  l'on  ait 

I  Uje—  7.j  |  <  |  Uit—Ht\. 

Cet  entier  existe  puisque  un  tend  vers  ai  pour  n  infini.  Posons 

6, (-s)  =  8(~)  —  a0 —  <(xz  — .  .  .—  a/c-t  zk~i. 
(  )n  aura 

V  i  z  >  —  a0u0-+-  «i  ii\  z  -+-.  .  .-+-  «/,._,  Ufc-izk-i-jr  a  !  0 ,  <  z  i 

-h  (a,—  >,) __0,fSj)  --... 

"/. —  a2  S* 

"      i 

)H-. 


(*'— >(^2)"ïâ«'<8-' 


(')  S»/-  /es  suites  récurrentes.  .  .,  p.    104. 
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En  retranchant  ainsi  nn  polynôme  de  8(-s),  on  assure  la  conver- 
gence de  la  série  F(;i. 

Dans  l'étude  précédente,  ainsi  q it<-  dans  mon  Mémoire  Sur  les 

suites  récurrentes .  j'ai  supposé 

ipiMipii, 

afin  d'avoir  pour  |  S  |  une  valeur  inférieure  à  1 .  Je  me  propose 
maintenant  de  compléter  ces  résultats  en  étudiant  le  cas  où  l'on  a 

[Pi|  =  |p>l 

sans  supposer  toutefois  p,~— o.j.  Si  la  relation  homographique  est 
à  coefficients  réels,  ce  cas  se  présentera  en  particulier  lorsque 
l'équation  en  p  a  ses  racines  pt,  p2  imaginaires  :  ces  deux  racines 
étant  imaginaires  conjuguées  ont  en  effet  le  même  module. 

Considérons  d'abord   la  série  (w),  de  somme   ©(,3),   <i    suppo- 

<<  i.  On  a  encore,  comme  dans  le  cas  précédent, 


(a,-aa)^^  (at-a,) 


(5)    <?(*)=- :H =- -... 


^"^ 


La  démonstration  de  celle  relation,  laite  pour  le  cas  où  |  Sj  est 
inférieur  à  i,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  subsiste  entiè- 
rement si  l'on  a  |S|  =  i.  Dans  ce  dernier  cas.  toutefois,  elle 
exige  |  z  |  <  i . 

Dans  le  cas  actuel,  S  a  pour  module  l'unité,  parce  «pu-  l'on  .i 

posé  S  =  —  et  que  o,  et  o2  ont  le  même  module,  l'osons 
pi  '  ' 

S  =  e'O. 

Supposons  d'abord  que  0  ne  soit  pas  comme ns arable  avec  ~. 
Les  points  ^-  =  e~n<e,  qui   sont   (\r>   points  singuliers  de  la  loue- 

tion  o(^),  forment  un  ensemble  t\en<r  partout  sur  le  cercle  de 
rayon  i  et  celui-ci  est  une  coupure  pour  la  fonction  analytique 
définie  par  la  série  (u). 

La  série  de  fractions  rationnelles  qui  figure  au  second  membre 
de  (5)  est  d'ailleurs  aussi  convergente  pour  un  poinl  :■  extérieur 
au  cercle  de  rayon  i  ci  elle  représente  à  l'extérieur  de  ce  cercle 
une  deuxième  fonction  anal\  tique  sp ,  (z)  admettanl  aussi  ce  cercle 
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comme  coupure.  Celte  deuxième  fonction  peut  être  définie  à  partir 
de  l'un  quelconque  de  ses  éléments,  par  exemple  à  partir  de  son 
développement  en  série  de  Taylor  dans  le  domaine  du  point  à 
l'infini.  Il  est  remarquable  que,  dans  ce  dernier  développement, 
les  coefficients  vérifient  encore  une  relation  de  récurrence  homo- 
graphique  :  on  obtient,  en  effet,  le  résultat  suivant,  dont  la  dé- 
monstration est  aisée,  et  que  je  me  contente  d'énoncer  : 

Soient 

U-i,       tt-2,        ....        U-n,        ••• 

les  valeurs  successives  déduites  de  u0  par  la  relation  inverse  de 
la  relation  donnée,  c'est-à-dire  les  valeurs  obtenues  en  calcu- 
lant les  antécédents  successifs  de  u0  par  la  relation  donnée ,  au 
lieu  de  calculer  les  conséquents ,  comme  on  le  faisait  pour  avoir 
la  série  (u).  La  série  (5)  représente  si  \z\  est  supérieur  à  i,  la 
fonction  analytique  ®i(z)  définie  par  la  série 

t   \  -       'J—l  _  1L_2  _        _  u-n  _ 

Supposons  maintenant 

I  "o  —  «i  I  >  i  «o  —  a2|. 

Il  suffira  de  permuter  a,  et  ou  dans  la  série  (5),  ainsi  que  o(  et  o2. 
On  obtiendra  ainsi  un  nouveau  développement  qui  admettra  pour 
points  singuliers  les  points  e+/"°.  La  circonférence  de  rayon  i  r^i 
encore  une  coupure  pour  la  fonction  o(z)  (')• 
Je  ne  traiterai  pas  le  cas  où  l'on  a 

I  "u—  ai|  =  |  u0  —  a2|, 

cas   auquel  les   raisonnements   précédents   ne  s'appliquent  plus. 
Si  la  relation  homographique  donnée  est  à  coefficients  réels,  ce 


(')  M.  Goursat  a  donné,  comme  exemple  de  fonctions  analytiques  admettant 
le  cercle  de  convergence  comme  coupure,  une  série  qui  se  trouve  comprise  dans 
les  séries  générales  que  nous  étudions  ici.  Cette  série  est  la  suivante  : 

<o(s)  =^H h...  H ; h... 


>ù  l'on  suppose  \a  |  =i  et  arg.  a  incommensurable  avec  t. 
On  constate  aisément  que,  en  désignant  par  un  le  coefficient  de  s",  il  y  a  entre 
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cas  se  présente  lorsque,  les  points  doubles  étanl  imaginaires  con- 
jugués, on  prend  pour  k0  une  valeur  réelle.  Ce  cas  serait  donc 
particulièrement  intéressant,  mais  il  présente  des  difficultés  qui 
m'obligent  à  laisser  son  élude  de  côté  pour  L'instant. 

Supposons  maintenant  H  commensurable  avec  -.  Dans  ce 
cas  la  suite  récurrente  est  périodique.  En  effet,  il  existe  un  entier  A 
tel  que  Ton  ait 

et  l'on  a  alors 

uk+ll=  u>(S«+*p0)  =  co(S'^o)  =  Un- 

La  série  (u)  a  alors  pour  somme  la  traction  rationnelle 

*(*)= ïzrjk 

L'étude  de  la  série  (u)  est  ainsi  achevée. 

Passons  maintenant  à  l'étude  de  la  série  (au)  déduite  de  la 
série  (a),  dans  l'hypothèse  actuelle  où  |p<  |  =  j  p2|. 

Le  cas  où  9  est  commensurable  avec  -  .se  traite  immédiate- 
ment; soit  k  le  plus  petit  entier  tel  que  S*  soit  égal  à  1  :  la  suite 
des  puissances  de  S  est  périodique;  dans  la  formule  qui  donne 
¥(z),  groupons  les  termes  de  k  en  k.  Nous  obtenons  ainsi,  dans 
l'hypothèse  où  l'on  a 


u„  et  un+x  la  relation  homograpliiquc  suivante  : 

"..^1  i        u.. 


i        a  u.  —i 


Les  points  doubles  sont  a,  =  o,  a,=  — i. 

Si  l'on  pose  a,=  o,  a,  =  — i,  S  =  —  >  u0  =  i,  la  série  (  5  )  devient 


f,„.yi_!_. 


C'est  précisément  de  cette  formule  que  part   M.   Goursat   pour  définir  la    fonc- 
tion ©  (s). 

Voir  Goursat,   Analyse,    t.    II,   p.    2^8;    Bulletin   des  Sciences   mathéma- 
tiques, 1887,  P-  I09>  et  1^9:')-  P-   'iT- 

XLU.  8 


—    ION   .... 
la  formule  ^mi\  ante  : 


.  ""  a^  i  z)   -,g'-g')/0e(s^+..-^(g'     ^-r';  'msH:i 
i  —  ri  i  —  rs  i  —  V,; 


r;; 

où    l'on  il   DOS< 


t. —  —  7o- 


Supposons  H  incommensurable  avec  -.  Si  Pi  est  Le  rayon  < l«- 
convergence  de  la  série  8(js),  la  fonction  i"<  ;  |  admettra  le  cercle 
de  rayon  Pv.  comme  coupure  et  la  formule  fondamentale  qui  nous 
avail  donné  !<■  prolongement  cleFi  r  )  ne  sera  \alable  que  si  |  c  |  est. 
inférieur  à  R.  Reprenons,  en  ellet,  l'expression  (4)  de  ¥(  z  \  par 
une  intégrale  définie  qui  nous  a  servi  à  étaMir  celte  formule.  Le 
contour  C  doit  comprendre  à  son  intérieur  le  point  ;  ainsi  que 
tous  les  points  S"  c  :  or,  ceux-ci  formciil  ad  ueS  leinenl  un  ensemble 
ayaul  pourpoints  limites  Ions  le>  points  ^\i\  cercle  Je  centre  () 
passant  parle  point  z.  D'autre  part,  le  contour  doit  laissera  son 
extérieur  tous  les  points  singuliers  (\vh(z).  La  formule  ne  peut 
donc  s'appliquer  qu'aux  points  c  tels  (pie  le  cercle  de  centre  O 
pas>ant  par  un  pareil  point  ne  comprenne  à  son  intérieur  aucun 
point  a.  Comme  il  va  au  moins  a»  point  singuliers  sur  le  cercle 
de  rayon  R,  la  formule  (3)  ne  s'appliquera  ici  qu'à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence  de  G  (z).  Mais,  si  a  est   un  point  singulier 

de  9(.z)  situé  sur  ce  cercle,  les  points  ^  sont  situés  sur  ce  cercle 

et  ils  forment  \n\  ensemble  dense  partout  :  comme  ce  sont  des 
points  singuliers  de  F|  z).  cette  dernière  fonction  admet  le  cercle 
comme  coupure,  de  sorte  que  le  problème  du  prolongement  ana- 
lytique de  F(-s)  en  dehors  du  cercle  ne  se  pose  plus. 

On  a  ainsi  un  procédé  >lc  transformation  d'une  série  de 
Taylor  quelconque  en  une  nouvelle  série  admettant  son  cerole 
de  convergence  comme  coupure.  Il  suffil  en  eflel  de  multiplier 
le  i cru ie  général  <i „z"  de  la  série  primitive  par  le  terme  général  u a 
d'une  -mite  récurrente  appartenant  à  la  catégorie  que  nous 
venons  d'étudier  pour  que   la  nouvelle  série  de  Taylor  admette 

-ou  cercle  de  comergeuce  connue  coupure. 

.Y   Cas  particulier  où  la  série  (a)  est  elle-même  unesérie<à 
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coefficients  récurrents.  —    Considérons  les  deux  séries 

(p)  f0-J-  Pi -5 -+-...+   r„5"  —  -.  . 

dans  lesquelles  nous  supposons 

««-ri  =  /{'h,),  t'«+l=   <?(*>#!    I, 

/  et  cp  étant  deux  fonctions  holomorphes,  la  première  dans  le  do- 
maine du  point  double  a.  admettant  le  multiplicateur  S.  el  In 
deuxième  dans  le  domaine  du  point  double  3  auquel  correspond 
le  multiplicateur  S'.  Nous  supposons 

|S|<i,        |S'|<i. 

A  chacune  de  ces  relations  de  récurrence  correspond  une  fonc- 
tion analogue  à  la  fonction  o(  r  )  définie  au  u°  2.  Soienl 

ta  (y)  =  a-f-  <t\y-\-  a2/2  +  .  •  ■+  *»7"-t-.  •  ■• 
a>  !  (  y  )  =  0  -+-  p ,  ^  H-  p,  ^ 2  H- .  . .  -h  %tyn  -+- . . . 

ces  deux  fonctions.  Les. valeurs  //0,  p0  correspondront  respective- 
ment aux  valeurs  )„,  )-'0  données  ky  dans  win.  to,(  r). 
La  série 

Y  \  z\  =  u0va  +  //](•)  z  -  ■-.  .  .-t-  u„vnz"  — .  .  . 

définira  une  jonction   méromorphe  admettant  pour  pâtes  les 

points „  -,    ( /)  e*  '/  entiers  positifs  ou  nuls)  <>u  certains  de  ces 

points. 

D'après  un  résultai  rappelé  plus  haut  (n°  2),  la  somme  Bi  ;  >  de 
la  série  ((-■)  est  en  effet  : 


8  (  a  )  = 


î  —  z        i  — S'-       '  '  "  '    i  —  S'nz 


La  formule  (3)  donne  donc,   pour  Vizi  dans  le  cas  actuel,  une 
série  entière  eu  )„,  r0  qui  s'exprimera  ainsi 

F(*)=2Î-S^I         (^  ?  entiers 


/'•'/ 


La  proposition  est  démontrée.   Le  pôle  S/'S'v  disparaît  si  y.P'i>,7  est 
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nul,   ce  qui  n'a  lieu  que  pour  des  relations  de  récurrence  parti- 
culières. 

6.  Généralisation.  —  On  peut  maintenant,  en  parlant  d'une 
fonction  analytique  6(z)  définie  par  la  série  (a)  et  des  deux  suites 
récurrentes  («),(*>),  former  la  série 

a0u0v0-\-  a^U\V\Z  -t-. . .  +  an  u„  vnzn-\- .  .  .. 

Cette  série  aura  pour  somme  la  fonction  analytique  F(z)  donnée 
par  la  formule 

F(z)=^ap^yPy^O(SPS''fz) 

p,q 

qui  généralise  la  formule  (3).  La  fonction  F(,s)  admet  les  points 
singuliers       ~,  >  a  étant  un  point  singulier  quelconque  de  8(  s  >. 

En  considérant  plusieurs  suites  récurrentes  <//>.<  v  >.  |  w),  . . ., 
on  aurait  un  résultat  analogue  qu'il  est  inutile  «renoncer  relative- 
ment à  la  série  obtenue  en  multipliant  par  unvawn. . .  le  tenue 
général  de  la  série  (a). 

7.  Cas  d'une  relation  de  récurrence  à  plusieurs  termes.  — 
Les  résultats  précédents  s'étendent  immédiatement  au  cas  d'une 
relation  d'ordre  quelconque.  Soit  par  exemple  une  relation  à  trois 
termes 

«n+3=  /(">,,   ««+1,   Un+î  I. 

On  suppose  que  y  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine 
du  point  double  a  de  la  relation,  que  les  multiplicateurs  St ,  So, 
S3  relatifs  à  ce  point  double  sont  distincts,  différents  de  zéro 
et  de  modules  inférieurs  à  i.  En  outre,  nous  supposerons 
qu'aucun  des  multiplicateurs  n'est  le  produit  à  exposants 
entiers  positifs  ou  nuls  des  autres  multiplicateurs  \  '). 

Ici  encore,  on  peut  poser  (2  ) 


(•)  Pour  la  définition  des  multiplicateurs,  voir  mon  Mémoire  Sur  les  suites 
récurrentes. ..,  p.  78. 

C)  Ibid.,  p.  79,  80,  Si.  La  fonction  que  j'appelle  ici  u  est  relie  qui  est  désignée 
par  X_,  dans  ce  Mémoire. 
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ti>  étant  une  certaine  fonction  holomorphe  de  trois  variables  el  r(, 
y2,  Yz  trois  fonctions  holomorphes  de  u0,  //,.  u-,. 
Soit 


»(JK,.  jk,,  y,)  =  V  *Pyq,ry\y\y\ 


le  développement  de  la  l'onction  co  en  série  de  Taylor.  i  Le  terme 
indépendant  a0)0)0  est  égal  à  l'affixe  a  du  point  double.)  Suppo- 
sons que  la  série  soit  absolument  convergente  pour  les  valeurs 

IriKpi»      LriKpn      \yA<?i- 

Faisons  varier  j'(,  v2.  )-,  dans  le  domaine  ainsi  défini;  aux  valeurs 
ainsi  choisies  pour  y,.  y.2.  y3  correspondent  pour  u{),  ut1  a2  des 
valeurs  voisines  de  a. 

Ceci  posé,  on  établira,  comme  au  n°  12,  la  proposition  suivante 
que  je  me  contente  d'énoncer. 

Soit  donnée  une  fonction  analytique  9(-s)  définiepar  la  sérié 
de  Taylor 

0  (z)  =  «0+  ciyz  -t-  ajSs-t-.  .  .  -I-  a„  Z"-r-  .  .  .. 

Soit  d'autre  part  F(z)  la  fonction  analytique  F(.s)  définie  par 
la  série 

F(z)  —  «o«o-r-  ai«i^-4-...-t-  anunz"  -h.  .  .. 

On  aura 

F(z)  =  ^Sxp^^y^y'iy^iS^S'lSÇz)       (p,  q,  r  entiers  positifs  ou  nuis). 

La  fonction  ¥(z)  admet  ainsi  pour  points  singuliers  les  points 

a 


svszsc 


où  a  désigne  un  point  singulier  quelconque  de  (H  :■)■  Certains 
points  singuliers  disparaissent  si  les  coefficients  a.Ptçjrsont  nuls, 
ce  qui  dépend  uniquement  de  la  relation  de  récurrence  envi- 
sagée et  non  pas  de  la  fonction  8(3  ). 

La  démonstration  se  l'ait  comme  au  n"  t  en  prenant  F(^)  sous  la 
forme  (4)  d'une  intégrale  définie.  Il  suffira  de  -e  servir  ensuite  de 
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l'expression  par  nue  série  de  fractions  rationnelles  «le  l;i  somme  ©<  a) 
<!<•  I.i  série  <  u  I,  expression  que  j'ai  établie  antérieurement  (  '  >. 

8.   Cas  d'une  relation   de  récurrence  linéaire  et  homogène. 

Dan»  ce  «as.  la  l'onction  (o(  Vt .  l'o.  r:1  i  se  réduil  à  un  polynôme 
linéaire  el  homogène  en yt,  y^  y3  (2). 

La  fonction  F(  z  i  se  réduira  donc  à  la  forme  suivante  : 

F(z)  =  a,jK10(S1.-)~a2_x20(Sî^)-ha3^36(S3z). 

<  )n  obtienl  ainsi    une  généralisation  «le   la  proposition  connue 
d'après  laquelle  la  somme  d'une  série  en  z-   dont  les  coefficients    . 
sont  lies  par  une  relation  <le  récurrence  linéaire  et  homogène  esl 
une  fraction  rationnelle  en  ;. 

Pour  traiter  un  cas  particulier,  supposons  par  exemple  que  la 
série  0<  z)  soit  le  développement  suivanl  les  puissances  de  z  d'une 
branche  de  (onction  algébrique.  La  formule  précédente  rend  alors 
évidente  la  proposition  suivante  : 

Si  la  série 

a0  -+■  ai  z  -+-  .  .  .  —  an  z"  -+-  .  .  . 

définit  uni-  jonction  algébrique .  la  nouvelle  série 

a0  «<>-+-  °i  «i  *  -+-  •  ■  •+  anunzn-\-. . . , 

dans  laquelle  //„.  //,.  ...,  //„ sont  supposés  lies  par  une 

relation  de   récurrence    linéaire   et    homogène   à  coefficients 
constants,  définit  aussi  une  fonction  algébrique. 

(')  Loc.  cit.,  p.  107-108. 

('-)  Loc.  cit.,  p.    111-112.    Rappelons  les  résultats  suivants  :  Si  la  relation  de 
récurrence  écrite  explicitement  est 

un+3  =  aun  +  bun+i  -t-  CM„+2, 

les  multiplicateurs  S„  S,.  S3  sont  les  racines  de  l'équation 

S'=a^-6S-t-cS2 

et  la  valeur  explicite  de  <xlyl  est  la  suivante  : 

u.S-S,.—  //.  (S,-+-  S.)  -f-  u, 

x,  y,  =  — ■ — - — - — — i — ■  . 

<)n  a  pour  x.,y.,  et  ot3jf,  des  valeurs  analogues. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  INTÉGRALES  NON  LINÉAIRES; 

lJAU    M.    G.     BltATU. 

I.  Le  premier  type  d'équations   intégrales   d'ordre  supérieur, 

<jni  apparaît  d'une  façon  naturelle,  est  de  la  forme 

(0  *|>,  <?(#)]  +  /  F[x,  y,  <f(y)\  dy  -  o, 

où$(a?,z)  et    F(.r.r.  s)  sont  deux  fonctions  données.  Ce  sont 
les  <;qu<itions  intégrales  non  linéaires  ordinaires. 
\T.  E.  Schinidt  (')  considère  le  cas  de  l'équation 

<p(a?)-f-  /  N(iP,  s)y(s)ds  -+-. . . 
+  /lï(»,f1,...,  s«)  ©($,  |*iA;(ji)?i...fl  s,„'iJ»/ilï,;,  jft»  rfSi.-*;»—  Oi 

les  a/  et  [3,-  étant  des  entiers  positifs  et  les  \  et  h  des  fonctions 
données.  Ce  sont  les  équations  non  linéaires  à  puissances  inté- 
grales. 

M.  V.  Volterra  (  *)  a  imaginé  des  équations  intégrales  dans  les- 
quelles figurent  des  compositions  ou  des  puissances  itérées  dfe  la 
fonction  inconnue.  Par  exemple 

F(x>y)  =  ^.ax>l...%V^p...<^. 

les  a  étant  des  constantes,  les  <I>,  i ./ .  y  i  des  fonctions  données  el 
la  puissance  itérée  Fm  étanl  par  définition  l'intégrale  multiple  : 

F'«  =   /  •  •  •  f  F(x,  st  )  F(su  s2) . . .  F(sm-i,  y)dsi  ds2 . . .  dsm-f. 

Ce  sont  les  équations  intégrales  d'ordre  itératif  supérieur. 

Dans  tous  les  cas,  les  limites  des  intégrales  peuvent  être  cons- 
tantes on  \ariahlcs. 

(*)  Zur  Théorie  der  linearen  und  nichtlinearen  Integralgleichungen  {Math. 
Ami.,  i.  LXV,  1908). 

(-)  Atti  délia  fieale  Accademia  dei  Lincei,  191*. 
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2.  Nous  voulons  étudier  l'équation  intégrale  non  linéaire  ordi- 
naire 

(i)  *[ar,  <p(a-)]-+-   /      F[x,  y,  <*(y)]dy  =  o. 

«Ai 

Si  les  fonctions  données  <b(x,z)  et  Y(x,y,  ;j  sont  des  séries 
entières  en  2,  le  problème  se  ramène  à  celui  des  équations  à 
puissances  intégrales. 

En  introduisant  un  paramètre  X  et  en  réduisant  l'intervalle 
(#,  b)  à  l'intervalle  (o,  1),  nous  allons  considérer  d'abord  l'équa- 
tion intégrale 

(2)  <?(x)  =  lf    K(x,y)F[y,<?(y)]dy, 

dans  laquelle 

(3)  FO',  ?)  =  60(r)  +  6i(.r)<? +  •••+-  6»(^)cp»+..., 

les  coefficients  bi  étant  des  fonetions  données ,  linies  et  intégrables, 
et  la  série  étant  régulière  pour  o£y^  1  et  |  o  |  <<  p. 

3.  Existence  de  la  solution  autour  de  X  =  o.  —  Cherchons 
un  développement  en  série  ordonné  suivant  les  puissances  entières 
du  paramètre  X  et  satisfaisant  à  l'équation  (2). 

En  posant 

(4)  <o(x)  =  Xa^a?)  -+-  X2a2(>)  +.  . .-+-  A"a„(  .r)  -t-. . ., 

en  substituant  cette  expression  dans  l'équation  (2)  et  en  identifiant 
les  deux  membres,  nous  obtenons  les  égalités 

1  ax{x)  =  /      K(x,y)b0(y)dy, 

(5)  r' 

\at{x)=j      K(x,y)bl(y)a,(y)dy, 


En  général,  le  coefficient  du  terme  en  X"  dans  yP(y){p<n) 
est 

t, ,  i2,  ...,  ip  étant  un  arrangement  avec  répétition  des  nombres 
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i ,  2,  . . .,  ii  pris  p  à  p  et  Lel  que  it  -j-  i2+.  •  .-h  ?/>  =  w.  On  a,  en 
particulier,  an,\  =  an{y),  an,n  =  a*(y). 

On  trouve  donc 

(6)  «b+i(»)=    /      K(x,/)[è,fl/1+i2a„,!-...+  6/)a„i/)+...+  é„aï]rf/. 

Démontrons  que  la  série  ainsi  obtenue,  et  qui  satisfait  formel- 
lement  à  l'équation  (2),  est  convergente  au  voisinage  de  ),  =  o. 
Nous  remplaçons  la  série  (3)  par  une  série  majorante 

B0  -4-  B,  »  -+- . . . -+-  B„  cp" -+- . .  . , 
B«l|M.r)|         pour         oS/ii, 

et  le  noyau  par  une  fonction  Kt  (#, y)  positive  pour  x  et  y  com- 
pris entre  o  et  1  et  telle  qu'on  ait  dans  ce  domaine 

\K(x,y)\ÎKt(x,y). 
En  cherchant  à  satisfaire  la  nouvelle  équation 

*(»  =  *  f  K1(a?,7)[B0+B1*O')+...]rfy 

par  une  série  de  la  forme 

(7)  *(a?)  =  XÂ,(a;)-4-X*A,(a:)-i-...  +  X»Att(a7)H-..., 
nous  trouvons,  comme  plus  haut,  les  équations 

A,(;r)=  /     K,(>,7)B0rf^, 


kn+x{x)=  f    K,(:r,7)[B,A„4-...+  B/,A„./,  +  ...+  BnA'1']tfr\ 

d'où  l'on  conclut,  de  proche  en  proche. 

A,(*)âl«i(*)|,    ..-.-,    A„(a?)>|a„(ar)|, 

La  série  (7)  e.s£  donc  majorante  pour  la  série  (4). 

Si  F(y,  œ)  est  holomorphe  pour  l 'f  |  -<  p,  o<j'<  1  et  si  JN  est  le 
maximum  de  son  module  dans  ce  domaine,  on  peut  prendre  comm»', 
majorante  de  F  la  fonction 


—  116  — 

Supposons  en  outre  |  K  (  ./•.  r  1 1  5:  M  pour  <>;./.  r  .  i  . 
Toul  revienl  à  démontre»  «rue  l'équation  intégrale 

,  ,     ,   rl    MNp 

admet  une  solution  holomorphe  en  X  autour  de  A  =  o. 

Or  l'équation  (8)  montre  que  $  ne  dépend  pas  dte  ./'.  On  peul 
donc  poser  4>  =  C(  A  )  et  l'on  a  l'équation 

,,       A  MNp 


p  — « 
d'où  la  solution  nulle  pour  k  =  o 


c  =  p-  y/p2—  4XMNP 

Cette  solution  étant  holomorphe  pour  4MjN  |),  |  <<  p.  la  série  <  \) 
est  absolument  et  uniformément  convergente  pour 

(9)  ^KJbN  et  °  =  a'  =  1' 

et  le  module  de  f(%)  reste  inférieur  à  p.  Le  développement  (m  «•>! 
donc  valable  et  la  somme  de  cette  série  représente  dans  tout 
le  domaine  (9)  une  solution  de  l'équation  (2  >  ('). 

4.  PourF(<pj  =  e?  on  a  l'équation  intégrale  exponentielle  (2). 
L'inégalité  (9)  devient 

|X| 


M  eP 


Gomme  e?  est  une  fonction  entière  en  œ,  p  peut  être  pris  aussi 
grand  qu'on  veut.  Le  rayon  de  convergence  p'  est  maximum  pour 
p=i. 

Remarquons  aussi  que  l'équation  intégrale  (2)  admet  une  seule 
solution  holomorphe  autour  de  )>  =  o. 


(')  G.  Bratu.  Sur  certaines  équations  intégrales  non  linéaires  (C.  R.  Acad. 
Se.,  t.  CL,  11  avril  1910,  p.  896). 

('-;  G.  Bratu,  Sur  l'équation  intégrale  exponentielle  (C.  R.  Acad.  Se, 
l.  CLII,  18  avril   191  1.  p.  1048). 
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5.  Si  l'on  considère  l'équation 

(io)  Ç(*)  =  >r    Kir,  y)F[v(y)]dj  -*-/(#), 

1  o 

fêtant  une  fonction  donnée,  finie  ei  intégrable  pour  o<./  i. 
et  F(V)  une  fonction  entière  en  ©,  en  posant  ©(#  i  =  d»i.r)  —  /(./». 
cette  équation  prend  la  forme 

(  h)    -h(x)  =  X  C  K(x,  y)  [(/)  +  *F'(/)  +•  ■  .-+-^î^F(a)(/)      ■  •  I  4r 

et  l'on  est  ramené  au  cas  de  l'équation  (2). 

L'équation  intégrale  I  io)  admet  donc  autour  de  X  =  o  ime 
solution  hoïomorphe  et  une  seule  se  réduisant  à  f  t  1  />o//r 
X  =  o. 

Pour  F(o  |  =  cp  on  a  l'équation  de  Fredholm. 

6.  Etude  de  la  solution  autour  d'une  valeur  quelconque 
de\.  —  Pour  l'équation  intégrale  non  linéaire  de  la  forme 


(i2)  î(a?)  =  x/     K(*,r)F|>,?00]  «/y +  /<*). 

«Ai 

où  F(#,  s)  est  une  fonction  entière  en  s,  on  peut  énoncer  le 
théorème  fondamental  suivant  :  Soit  tp0(#)  une  fonction  réelle 
.m  complexe,  dont  le  module  reste  fini  pour  a?  réel  et  compris 
entre  o  et   1 . 

Si  l'équation  (  12)  admet  pour  X  =  Xt  /"  solution  cp  =:  tp0< ./  i 
e<  s/  A'  déterminant  de  Fredholm  DÇk)  formé  avec  le  noyau 
\\  /  .  »  1  F' [y,  'f  1  )•  i]  esd  différent  de  zéro  pour  X  =  X0,  cp  =  cp0, 
l'équation  (12)  admet  une  solution  et  une  seule  o(#,X)  fcoto- 
morphe  en  X  autour  de  X0  eZ  se  réduisant  à  o0(x  t  pour  X  =  X0. 

En  effet,  en  posant  ©  =  cp,>-|- <j/,  a -=  X0  —  |x,  l'équation  (12) 
de\  ienl 

03)    ï(x)  =  nf   K(v,y)[F(90y^F'(90)+...]dy 

-+-X„  I"    K(ar,  j)  I^F'(çp0) -*-...+  |^  F<«>(<p0) -H  •  •  •  J  rfy, 
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car,  par  hypothèse,  on  a 

^x)  =  \0f   K(x,y)F(»0)dy+f(x)     ('). 

L'équation  (i3)  admet  pour  jj.  =  o  la  solution  'l(x)  =  o.  Cher- 
chons si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  par  une  série  de  la 
forme 


(i-i) 


•li  :r  |  =  \ia1(x)  ■+■  ;jl2  at( x )-(-..  . -+-  \xnan(x)  ■+-. 


En  remplaçant   ^    par  cette   série  dans  l'équation    (i3)  et  en 
identifiant  les  deux  membres,  on  trouve 

ai(ar)  =  X0/     K(x,  y)  F'(<?0)«i(jk)  rfJ  +   /     kO,  r)  F(?o)  4r> 


(15) 


i  aft(a?)  =  A0  |     K.(ar5<y)  F'(o0)ara(>)  dy  -+•  Kn(a;), 


un(x)  étant  une  fonction  connue  si  a,,  a2,  •••,  rt«_i  sont  connus, 
car  on  a,  avec  les  notations  du  paragraphe  3. 

r1  ("[<-"  F"'  F"1       1 

(ili,    ull(x)  =  A0  /     K(x,y)\  —  an,z-hjj-a,h3  +  ...-^—a'l\dy 

rl  r  F"  f("-i'  1 

-+-J     K(g,y)|Pa»-1+^o,-i,i+..  +(„  +  I)!ar1J  rf7- 

»S7  X0  n'est  pas  racine  du  déterminant  de  Fredholm  formé 
avec  le  noyau  K(x,y)  F'?( y,  co0)  et  si  r(#,j',  X)  est  le  noyau 
résolvant  correspondant,  les  équations  (i5)  donnent 

(17)  an(x)=),0l     Vu;  y,\0)un(y)dy  —  u„\xk 

On  obtient  ainsi,  de  proche  en  proche,  tous  les  coefficients  du 
développement  (i4)  déterminés  d'une  manière  unique.  Il  reste  à 


(l)  Nous   écrivons,    pour    abréger,    F(<p),    F',    ...    au    lieu    de   F[y,  <p(y)], 


ÔF 
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démontrer  que  cette  série  est  convergente  pour  y.  suffisamment 
petit.  Nous  allons  employer  la  méthode  de  M.  Schmidt. 

Avec  les  hypothèses  faites  sur  F(#,cp),  Ki.i\ y)  et  X0,   toutes 
les  expressions 

f   K(x.y)FW(<f0)dy         (1  =  0,1,  2,...) 

qui  interviennent  dans  le  développement  (16),  ainsi  que  la 
fonction  T(x,  y,  X),  restent  finies  pour  a  voisin  de  X0  et 
0^#,  V  =  i-  On  peut  donc  écrire  pour  ce  domaine 


(18)         /     K(x,y)FW(o0)djr 


P     (t  =  o,i   a,  ...),     |r(a7,^,X)|       M, 


P    et  M  étant    deux   nombres    positifs    déterminés.   Posons  pour 
abréger 

V  /    \  .   a«-i.«  "" 

et  désignons  para,-  le  maximum  du  module  de  «/( j')  pour  o^j'<  1 . 
La  formule  (16)  donne 

(20)  I  »•(*)!<  P[|X.|s«(*) -t- sii(a)] 

et,  d'après  (17),  (18)  et  (20). 

(2.)  |  a„(ar)  |<  P(i  +  |  X0  |  M)  [|  ).„  |  Sw(â) .-+-  S'n(â  .  ]. 

Ces  remarques  étant  faites,  la  convergence  de  la  série  0  i  l  se 
démontre  facilement.  Comme  l'équation 


{■xi)  V  =  P(n-|X,|M)J(H-(iT   -  V 


X"  I  +  ^  qr„. 


///  : 

«I  rr  2 


admet  une  solution  holomorphe  autour  de  [x  =  o  et  nulle  avec  u., 
(a3)  T  =  A,;jl  +  As  ;**-+-.  . .  +  AM  p" -H .  .., 

en  substituant  ce  développement  dans  l'équation  (22)  et  identifiant 
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les  deux  membres,  on  trouve 

A,=  P(n-|X0|M), 

(24) 

'    V/l=  l'd  +  |>.o|  M)  [|  X„|  S„(A)  +  s;,(A)]. 

Les  coefficients  A;  sont  des  constantes  positives,  el  comme 
\at(x)\SAh         SB(â)<S„(A),         S^(fi)^z;(A), 
il  résulte,  d'après  (21  1  et  l  2  j  ),  que  l'on  a  en  général 

(23)  |  an(x)\%kn. 

La  série  (i4)  est  donc  régulière  pour  les  valeurs  de  p.  inté- 
rieures au  cercle  de  convergence  de  la  série  (2,3)  et  le  théorème 
énoncé  est  démontré. 

Si  le  déterminant  de  Fredholm  D(X>  formé  avec  le  noyau 
!\  1 ./ .  )  >  K.  1  r,  <p  )  est  nul  pour  a  =  },,,,  0  — <p0,  l'équation  (12) 
admet,  en  général,  au  voisinage  de  X0,  clair  branches  saturions 
au  moins,  grat  se  croisent  pour  X  =  X.0  eZ  o^ar^i.  On  dit,  dans 
ce  cas,  qu'il  j  a  ramification  autour  de  »0. 

7.  Cas  général.  —  Prenons  plus  généralement  l'équation  inté- 
grale non  linéaire  du  premier  ordre 

C'26)  *[A7,  <?(*)]=  À  f    K(ar,j)F[^,  »O0]  <*r, 

«■  0 

où,  pour  simplifier,  nous  supposons  le  noyau  K(:r,r)  une  fonc- 
tion continue  et  <I>l\r.  z),  F(x,z)  des  séries  entières  en  ;  pour 
o<#,  J' =  1  • 

Soit,  pour  X  =  A0,  'J  =  'J0(\r)  une  solution  de  celle  ('quai  ion 
finie  el  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  j   comprises  entre  0 

et    1  . 

En  posant  X  =  X0+  a,  cp  =  o0  -h  <l,  on  a 

*(a?,  tp)    =  *(#,  c?o)  -t-i|>*'(a?,  ?o) h-..., 
F  (a:,  o)  =  F(a?,  c?0)+^F'(;r,  ?0)  -:-..., 

les  dérivées  étanl  prises  par  rapport  à  <p.  En  introduisant  ces  dé- 
veloppements  dans  l'équation  (26),  on  voit  que  la  forme  intégrale 
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li /irai iv  en  •!/,  indépendante  de  u.,  e>l 

Ci-)  <ï>'i.r,  o0)  6(.r)  —  À„  /      K(.r,r-I''\r.  o„iiiri'/r. 

Nous  allons  distinguer  trois  cas  ; 

i°  Si  l'expression  $;[.r,ï0(,n]  esl  différente  de  zéro  pour 
o^j?^i,  nous  dirons  que  la  solution  cd0|  ./  »  est  de  seconde  espèce. 

2°  Si  4>ç[.r,  30(  ./•  i]  s'annule  pour  des  \aleurs  de  .y  eompnises 
entre  o  et  i,  sazis  être  identiquement  nulle  dans  tout  cet  inter- 
valle, la  solution  sera  dite  de  troisième  espèce. 

3°  Si  <Ï>ç[jc,  cp0(j"  )]  =  o  pour  o<x^i.  nous  dirons  que  cp0(J  > 
est  une  solution  de  pnemièr.e  espèce. 

Dans  le  premier  cas  le  noyau  fie  la  forme  intégrale  linéaire  peut 

s'écrire 

i 


(28)  K?0(.r,  y)  =  K(x,y)F'[y,  o0(jr)] 


'»'  !•'',  r» '•'■.)] 


8.  Supposons  d'abord  $|  ./\  cs0)  =  ©  poux  q<.xSjl. 
L'équation  (26)  est  satisfaite  pour  X  =  o  et  o  =  »0  ;  comme  la 

fonction  {(/'terminante  de  Fredliolm  D(X')  est  égale  à  1  poHrX=FO, 
il  résulte,  d'après  le  thémxbme  de  ■Schmidt.  que  l'équation  1261 
admet  une  solution  holomorphe  et  une  seule  csi.r.  A  »  se  réduisant 
à  ^q(x)  pour  A  =  o. 

Il  s'ensuit  que,  pour  a  =  0,  l'équation  intégrale  (26)  admet  un 
nombre  de  solutions  nu  moins  égaJ  à  celui  des  racines  de  l'équa- 
tion 4>  (a?,  ;  )  =  o,  finies  et  continues  pour  o  <  r  £  1 . 

9.  Dans  le  plan  de  la  variable  complexe  A.  en  denors  de  L'ori- 
gine, on  peut,  après  M.  Schmidt,  énoncer  le  t/tèorème  général 
suivant  : 

Si  les  fonctions  <!>(/.  3  |  et  F(x,z)  sont  entières  en  z  pour 
o<j?<i  ;  si  l'équation  l  26  1  admet  pour  a  =  X0  la  solution  finie 
et  de  deuxième  espèce  o  »„  \ ./  1  ;  si  le  déi&rminœnt  de  Fredholm 
D(X)  formé  avec  le  noyau  K.  < ./ .  j-  esï  différent  de  zéro 
poM/*X=X0,  l'équation  (26)  admet  une  solution  et  une  seule 
tp(a?,X)  holomorphe  en  X  autour  de  X0  e/  se  réduisant  identi- 
quement à  »0l  ./  1  /;<////■  X        A„. 


1^2  

Les  deux  premières  conditions  étant  remplies,  ?>i  le  déterminant 
D(X)  est  nul  pour  X  =  X0,  cp  =  ç>0,  le  théorème  de  Schmidl  nous 
apprend  qu'il  y  a  ramification  autour  de  X0,  et<p0(#)  est  une 
solution  limite  ou  de  croisement.  Pour  X  voisin  de  X0,  l'équation 
intégrale  (26)  admet  au  moins  deux  solutions  finies  et  de  deuxième 
espèce  z>,(x),  ©2(#),  qui  tendent  vers  <o0(x)  lorsque  X  tend 
vers  X0  • 

10.  La  forme  particulière  K(x,y)  A(x)B(y),  sous  laquelle  se 
présente  le  noyau  (28),  nous  permet  de  faire  une  remarque  pour 
le  cas  où  le  noyau  donné  K(#,y)  serait  symétrique  et  défini.  Le 
noyau  (28)  est  alors  symétrisable  et  toutes  ses  constantes  caracté- 
ristiques sont  réelles.  Donc  si  l'équation  (26)  admet  une  solution 
finie  o0(x)  pour  une  valeur  X0  en  dehors  de  l'axe  réel,  cette  solu- 
tion est  régulière  autour  de  X0. 

Le  théorème  de  M.  Schmidt  ne  nous  apprend  rien  sur  les  solu- 
tions de  première  ou  de  troisième  espèce.  Remarquons  que  si 
<£(#,  »)  est  de  premier  degré  en  »,  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion (26)  sont  de  même  espèce. 

11.  Si  R(a?,y)  =  o  pour  y  >  a?,  on  a  l'équation  du  type  de 
Volterra(').  Comme  dans  ce  cas  le  noyau  (28)  n'admet  aucune 
constante  caractéristique,  l'équation  intégrale  ne  peut  pas  ad- 
mettre des  solutions  limites  ou  de  croisement. 

ÉQUATIONS   INTÉGRALES   ALGÉBRIQUES. 

12.  Nous  appelons  équation  intégrale  algébrique  une  équa- 
tion de  la  forme 

(29)  Pm[x,y(x)]  =  \  f  K(x,y)Vn[y,  <p(r)]  dy, 

dans  laquelle 

P,„  =  A.w(a?)cp"'  -h  A,„_,(»  <p'»-i  -f-.  . .-+-  A0(ar), 
P„  =  B„  (j)?"  -J-B„_,  (jk)  cp»-i  +...+  B,(^). 

Si    ces    polynômes    admettent    une    solution    commune  ©(#), 
(')  Tr.  L.AXESCO,  Thèse  de  Doctorat,  Taris,  1908. 
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celle-ci  est  solution  de  l'équation  intégrale  (29)  quel  que  soit  X. 
De  même,  si  pour  une  racine  ®0(x)  de  Pm=  o,  on  a  identique- 
ment 

(3o)  f   K(x,r)Pll[r,o0(y)]dy  =  o, 

®o{x)  est  solution  de  l'équation  (29)  quel  que  soit  X.  En  parti- 
culier pour  l'équation  linéaire  de  Fredholm,  on  a 

p*=  ?(*)-/(*),      P»=«p(r) 

et  si  les  données  K(;r,  r  )  etf(x)  sont  liées  par  la  relation 


I 


K(*,y)f(y)dy  =  o, 


f(x)  est  une  solution  de  l'équation  intégrale  quelque  soitX;  c'est 
d'ailleurs  la  seule,  dans  le  cas  où  X  n'est  pas  une  constante  carac- 
téristique du  noyau  Ki. r,r>. 

Si  pour  o£  xS  1  on  a  A.i(x  )  —  o  (ï>*  1)  et  A,  (a;)  7==  o,  l'équa- 
tion (29)  est  dite  de  seconde  espèce. 

13.   Supposons    Xm(x)jéo  pour   o^j?^i    et    considérons    le 
solutions  ®i(x)  de    deuxième   espèce,    c'est-à-dire   telles  que  la 
dérivée 

—  Pm[x,  ç/(a?)] 

ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  i . 

Si  la  fonction  Pw(x,  ®)  est  un  polynôme  en  x  et  »,  comme 
A,„(#)  7^  o,  toutes  les  solutions  ©J,  cp!j o'M  de  l'équation 

(3i)  P/«(a?,  ?)  =  0 

restent  finies.  Pour  avoir  dos  solutions  de  deuxième  espèce  de 
l'équation  (29),  correspondant  à  X  =  o,  il  suffit  de  prendre  les 
fonctions  oJ,o°,  .  ..,o'(v^m),  qui  n'ont  aucun  point  critique  le 
long  du  segment  (0,1  |  de  l'axe  réel. 

En  général,  si  n  est  le  nombre  des  solutions  ®j(x)  de  l'équa- 
tion (29),  finies  ci  de  deuxième  espèce,  le  théorème  de  Schmidt 
nous  apprend  que  cette  équation  intégrale  admet  n  solutions 

fi(#,  X),  ®2(x,  X  1 cptt(#,  X)  holomorphes  en  X  autour  de 

xlii.  9 
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l'origine  et    qui    tendent   respectivement   uers   a>® , 
lorsque  a  tend  vers  zéro. 


,-0 
In 


I  \.  Etude  des  cas  simples.  —  Considérons  l'équation  intégrale 
élémentaire 

(32)  <?(*)  =  /  f   \(x)B(y)^(y)dy  +  f(x). 
En  posanl 

(33)  t  =  l  f  B(y)f-(y)dy, 
l'équation  (32)  donne 

(34)  f(v)  =  tA(x  )-+-/(  x) 
et  l'équation  (33)  devient 

(35)  t  =  \(at*-h  ht -hc), 

«,  A,  c  étant  des  constantes  déterminées.  Soient  /,().»  ri  (._,(  X)  tes 
solutions  de  cette  dernière  équation;  Tune  d'elles  est  holomorpke 
autour  de  A  —  o  et  s'annule  avec  A;  l'autre,  uniforme  autour 
de  X  =  o,  admet  ce  point  comme  pôle  simple.  En  dehors  de  l'ori- 
gine les  deux  branches  restent  finies  et  admettent  dans  tout  le 
plan  deux  points  critiques  algébriques  simples 

(36) 

Gomme  on  a 


b  ±  2  s/ ac 


a=  f  B(y)A*(y)dy,        c=  f   B(y)f*(y)dy, 
et  d'après  l'inégalité  de  Schwartz 


f  f' 

L  '   o 


\,Bfdy 


f  Bk*dyf  Bpdy, 


il  résulte  que  les  deux  points  critiques  i.Uh  sont   réels.   Remar- 
quons que  !<•  noyau  de  l'équation  i  .1»  i  esl  symétrisable. 

Pour   e      :  o,    les    deux    solutions    sont    holomor plies   en    dehors 

de  Â  =  u  ;  on  esl  dans  le  cas  (.'><>)  du  paragraphe  12. 
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15.  Considérons  pour  le  même  noyau  L'équation  intégrale  de 

seconde  espèce  et  de  degré  n  >  i 

(37)  ?(*)  =  *  jf    \{x)B(y)Y,l[y,  »(y)\dy, 
dans  laquelle 

Pn(y,  ?)  =  A0(>)-f-Ai(ix)ç>+...H-A/l(ix)<p». 

En  posant  iy(a?)=  |A(#),  la  fonction  t  doit  satisfaire  à  l'équa- 
tion algébrique  adjointe 

(38)  «  =  X(a0-t-a1  *-+-... -t-a„«»), 
dans  laquelle 

(39)  *i=  f  ^i(y)*{y)  V(y)  dy        (i  =  o,  1,2,  . . .,  n). 

La  résolution  de  l'équation  intégrale  |  >;  1  se  ramène  ainsi  à 
celle  de  l'équation  algébrique  (38). 

vSi  a„^o,  pour  chaque  valeur  X  =  X0=z^o  l'équation  (3q)  dé- 
termine «   valeurs   tt,  t2 ta  pour    /.    en   général    distinctes. 

L'équation  (3^)  admet  donc  en  général  ef  au  plus  n  solutions 
distinctes  de  la  forme 

(4<>)  <?»(#,  \)  =  *t(X)A(a?)         (i  =  r,  2,  . .  . ,  // 1 

holomorphes  en  X  autour  de  X0. 
Si  l'on  a 


f   A0(r)B(^)^^o, 


la  théorie  des  tondions  algébriques  nous  apprend  que  les  diffé- 
rentes branches  uÇk)  ne  peuvenl  admettre  comme  pôle  que 
l'unique  point  X=o.  En  ce  point  une  seule  solution  de  l'équa- 
tion (38)  s'annule;  toutes  les  autres  sont  in  finies. 

En  posant  t  =  -,  celle  équation  devient 

(40  >.a„T"-H(Xai  —  i)!"-1-!-.  . .-+-  Àa„=  o. 

Pour  X  =  o,  on  a  donc  //  —  1  racines  x  nulles.  On  peut  voir 
facilement  par  la  méthode  de  Puiseux  la  distribution  de  ces  racines 
en  cycles,  Comme  dans  l'équation  {in.  les  coefficients  du  terme 
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eu  a  et  du  ternie  enT"-1  sont  différents  de  zéro,  les  n  —  i  racines, 
nulles  pour  A  =  o,  forment  un  seul  système  circulaire  autour  de 
l'origine. 

On  en  déduit  pour  les  solutions  (4o)?  de  l'équation  inté- 
grale (37),  les  résultats  suivants  : 

Autour  de  À  =  o  une  seule  des  branches  o,-(iC,  à)  esl  holo- 
morphe  et  s'annule  avec  a;  toutes  les  n  —  1  autres  S07tt  infinies 
à  l'origine,  admettent  À  =  o  comme  point  de  ramification  et 
fur  ment  autour  de  lui  un  seul  système  circulaire. 

Pour  "a  ^  o,  les  fonctions  algébriques  £/,  définies  par  l'équa- 
tion (38),  ne  peuvent  admettre  comme  points  singuliers  que  des 
points  critiques  algébriques.  Pour  les  obtenir,  on  élimine  Centre 
les  deux  équations 

(38)  /  =  À(a0-+-    ait  +  ...-i-ant"), 

('42)  i  =  X(ai  +  2a2  *-+-...+  ny.nl"-1  ). 

Soit  A  le  résultant  ainsi  obtenu;  il  est  un  déterminant  d'ordre 
in  —  1  et  se  réduit  à 

(43)  A=À«-iD„(À), 

Dn  étant  un  polynôme  de  degré  n.  Si  an^o  et  »>i,  on  trouve 

D„(o)  =  (-  i)«[(/i  -  i)**]"-1  ^  o. 

Il  existe  donc  n  valeurs  singulières  \si  s  =  1 ,  2 n)  diffé- 
rentes de  zéro,  distinctes  ou  confondues. 

Pour  chaque  valeur  A,,  l'équation  (38)  admet  au  moins  une 
racine  multiple.  Ces  valeurs  particulières  de  t  sont  les  racines  de 
l'équation 

(  il  I  (/i-ija„r'-t-...-f-a2r--ï0=o, 

qu'on  obtient  en  éliminant  A  entre  les  équations  |  38  )  et  (  \%). 

Comme,  d'après  la  théorie  de  l'élimination,  pour  toute  racine 
multiple  de  (44j  les  équations  (38)  et  (42)  devraient  avoir 
plusieurs  racines  communes  en  a,  ce  qui  est  é\  idemment  absurde, 
il  résulte  que  l'équation  1  î  \  1  n  toutes  ses  racines  simples. 

D'autre  part,  les  dérivées  par  rapport  à  /  des  équations  1  [2) 
il  1  i  j  1  s'annulent  pour  les  mêmes  valeurs  de  /  --^  i>  <-t  différentes 
des  racines  de  /'<:qiititit>//  (44)-  Par  suite,  si  pour  une  valeur  de  /.. 
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l'équation  (38)  a  une  racine  multiple  en  t,  cette  racine  est  cer- 
tainement double. 

On  a  le  même  résultat,  si  l'on  suppose  a0=  at  =....=  a,-_<  =  o 
et  %iy£o.  D'où  la  conclusion  : 

Toutes  les  branches  »/(#,  X),  solutions  de  l'équation  inlé- 
grale  (37),  ont  comme  points  singuliers,  en  dehors  de  X  =  o, 
des  points  critiques  de  biramification  dans  tout  le  plan  de  la 
variable  complexe  \. 

16.  Noyau  de  M .  Goursat.  —  Supposons  maintenant  le  noyau 
K(x,y),  de  l'équation  intégrale,  de  la  l'orme 

(45)  K(x,y)=^\l(x)\i(y). 

1=  1 

Ils  ont  été  considérés  pour  la  première  fois  par  M.  Goursat  ('). 
Le  nombre  de  leurs  constantes  caractéristiques  est  fini  et 
M.  Schmidt  a  démontré  que  tout  noyau  à  un  nombre  n  de  cons- 
tantes caractéristiques  peut  être  mis  sous  la  forme  (4$),  p  étant 
uni  et  au  moùis  égal  à  n . 

Soit  l'équation  intégrale 


(46) 


<?(^)=X  f    K{x,  y)Vn\y,  *(y)]dy  +  f{x), 
•-  0 


dans  laquelle  K(#, y  >  a  la  forme  (45)  et 

(47)  Pn(y,  <?)  =  A0(j-)-+-  A,  (y)9  -4-...-+-  &r,(y)<?n, 

avec  Xn(y)  ^  o  pour  o<)<i. 
En  posant 

(48)  /,-=>.  f    Yi(y)Vn[y,  *(y)]dy, 

la  solution  de  l'équation  y  \())  prend  la  forme 

/■ 

(49)  ?(*,  >0  =2  **(*)  */(*)"*-/(*)> 


(')  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  J'oii/ouse,  2°  série,  t.  X;  Hulletin 
de  la  Société  mathématique  de  Fiance,  t.  \\\\. 
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les  fonctions  /,  étant  solutions  du  système  adjoint  d'équations 
algébriques  à  coefficients  constants 


(5o)  ti=\j     Yt(y)Pn    y,yXj{y)tj+f{y) 


dy. 


Par  suite,  toute  solution  de  l'équation  intégrale  (46)  est 
fonction  algébrique  de  X.  Elle  a  un  nombre  fini  de  points  sin- 
guliers dans  tout  le  plan  et  ces  points  sont  des  pôles  ou  des  points 
cri tic/ ues  a/^éhriques. 

Comme  pour  X  ==  o,  on  a  /(  =  t2  = . .  .=  tp  —  o,  les  équa- 
tions  (5o)  admettent  un  système  et  un  seul  de  solutions  £/(X), 
holomorphes  autour  de  l'origine  et  s'annulant  avecX.  Toutes  les 
autres  solutions,  infinies  à  l'origine,  ont  ).  =  o  comme  pâle  ou 
point  critique  d'ordre  négatif. 

Pour  A^zéo,  on  sait,  d'après  le  théorème  de  Bezout,  que  les 
équations  (  5o  )  admettent  nP  systèmes  de  solutions  finies  au  plus. 
En  considérant  encore  les  équations  homogènes  formées  à  l'aide 
des  groupes  de  degré  n  de  chacune  des  équations  (  5o  ),  on  voit 
que  toute  solution  finie  pour  une  valeur  X0^o  reste  finie  dans 
tout  le  plan  en  dehors  de  l'origine.  Les  points  singuliers  son! 
donc  des  points  critiques  algébriques  d'ordre  positif . 

Pour  les  obtenir,  il  suffît  de  former  le  déterminant  fonctionnel  A 
des  équations  (5o)  et  de  résoudre  l'équation 

S(X)  =  o, 

obtenue    en   éliminant    l^t-2~  ■■■-,  tp  entre  les  équations  (5o)  et 
l'équation  algébrique  de  degré  p  en  X  et  p  (  n  —  i)  en  / 

MA,   tu  /,,    ...,   tp)  =  0. 

La  règle  de  Fourel  (  M  donne  une  limite  supérieure  du  nombre 
les  valeurs  singulières. 

Remarquons  encore  que  pour  //  >>  i ,  les  solution--  holomorphes 
autour  de  X=o  ne  sont  pas  des  fonctions  entières  de  X,  le> 
ordres  de  grandeur  des  deux  membres  de  l'équation  i.|<>)  n'étant 
pas,  en  général,  égaux  pour  a  infiniment  grand. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  Il,  p.   127. 
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On  peut  donc  énoncer  les  conclusions  suivante-  : 

i°  Toute  solution  de  l'équation  intégrale  algébrique  (46), 
dans  laquelle  le  noyau  a  la  forme  (45),  est  une  fonction  algé- 
brique de  X. 

■2°  Autour  de  X  =  o,  une  solution  et  une  seule  est  holomorphe  ; 
elle  s'annule  pour  X  =  o.  Toutes  les  autres  branches  ont  X  =  o 
comme  pôle  oupoinl  de  ramification  d'ordre  négatif. 

3°  PourX^o,  l'équation  |  [6)  admet  en  général  et  au  /dus 
nP  solutions  de  la  forme     ■ 

f  I  a?)  =  X,<>)  *t(X)  +  .  ..-Xp(x)  tp(X)  4-/(a7). 

4°  Toutes  ces  solutions  n'admettent  comme  points  singuliers 
X^éo  que  des  points  critiques  de  deuxième  ordre ,  c'est-à-dire 
qu'aatoizr  rfe  toute  solution,  limite  ou  de  croisement  o0(#,  "X) 
il  y  a  bi  ramification. 

.)"  Si  7?  >>  i ,  toute  solution  .  holomorphe  autour  de  l'origine, 
admet  au  moins  un  point  de  ramification  dans  le  plan  de  ht 
variable  complexe  X. 

17.  Cas  de p  =  oc.  —  Si  le  noyau  de  l'équation  intégrale  (  î'i  * 
a  la  forme 

(5i)  K(x,jr)=^iXi(x)Yi(y), 


en  employant  le  même  procède  i  '  ),  nous  ramenons  la  résolution 
de  cette  équation  à  celle  d'un  système  adjoint  d'équations  impli- 
cites en  nombre  infini  et  à  une  infinité  d'inconnues 

(5a)  t,=  X  S/(/,,  t.2,  . ..,  tm.  . . .)        (i  =  i.  2,  . . .,  x), 

Les  S,  étant  des  polynômes  de  degré  n  par  rapport  à  chacune  des 
lettres  t. 

M.    Pv.    d'Adhémar  (2),  en  prenant   pour  simplifier  le  cas  de 


(')  G.  Biîatu,  Sur  /'équation  intégrale  exponentielle  (C.  Il-  Acml.  Se.,  t.  CLII, 
[8  avril  191 1,  p.   io/|S). 

(■)  Les  fonctions  implicites  en  nombre  infini  et  l'équation  intégrale  non 
linéaire  (Bull.   Soc.  math.,  igd8,  p.   156). 
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l'équation  intégrale  de  deuxième  degré 


<?(x)  -+-  X 


**(y)dy=f(x), 


et  en  employant  la  méthode  des  approximations  successives  de 
M.  Picard,  a  démontré  que  cette  équation  admet  une  solution 
holomorphe  autour  de  X  =  o. 

Nous   l'avons    démontré   au    paragraphe    3,   dans    un    cas    plus 
général,  à  l'aide  des  majorantes. 

18.  Equations   intégrales    de  deuxième  degré.   —   Prenons 
l'équation 

(53)  y(x)  =  \f   K(x,y)f-(y)dy+f(x), 

dans  laquelle  K.(x,y)  etf(x)  sont  des  fonctions  connues  et  inté- 
grables. 

Si  f(x)^éo   pour  o5îir<i,   on    peut   toujours  ramener  cette 
équation  à  la  forme 

(54)  o(x)=\j     K(x,y)y*(y)dy-hi, 

•-    0 

et  en  posant 

(55)  S?=  f    K(x,y)*(y)dy,         (S  =  Si), 

on  a  la  suite  des  approximations  successives 

<?,  =  i  -+- X  S, 

e2  =  i-+-XS-+-2X2SS-+-X3SS2, 


En  général, 
(56)  tp„  =  i-t-a,X4-  asX*  +  ...-4-a„X"+  R„  =  PB-i-  R„. 

les  a  étant  des  fonctions  de  x  et  Rn  un  polynôme  en  X  de  degré 
a"  —  i ,  contenant  Xra_H  en  facteur. 

Dans  toutes  les  fonctions  ©,-,  pour  />>/*,  le  groupe  des  termes 
de  degré  au  plus  égal  à  n  en  X  est  le  polynôme  P„  de  oH. 

La  proposition  est  visiblement  vraie   pour  r  =  i,  a,  3.    Sup- 


—  131  — 
posons-la  vraie  jusqu'à  n,  on  a  alors 

cp,iH_,  =  n-XS(P„-t-  R„)*, 

et.  puisque  par  hypothèse, 

(57)  P„=P„_1+a„X«, 

on  peut  écrire 

?„+1  =  i-l-XS(P/t_,+  aMX»-H  R„)s. 

Par  suite,  tous  les  termes  de  ®n+i  de  degré  au  />fi/s  égal  à  n 
en  a  se  trouventdans  l'expression  À.  SPjj.  ;  mais  ceux-ci  sont  préci- 
sément les  termes  de  de^ré  au  plus  égal  à  n  dans  es,,. 

Quant  aux  termes  en  X"+l  de  C3rt+I,  ce  sont  ceux  de  XSP£.  On 
les  obtient  tous  en  faisant  l'opération  A  S  sur  la  somme  des  pro- 
duits 

a„xi  +  a„-ial-t-. . .-t-  ai  a,j_i-r-  i  x  a„ 

des  coefficients  des  termes   équidistants    des    extrêmes  dans    le 
polynôme  PH. 

La  solution  de  l'équation  intégrale  (54)  est  donc  donnée  />>n 
le  développemen  t 

(58)  <p(a?,  X)  =  n-XS  -h2X«SS-+-X3(4SSS-4-SS*)-v-... 

uniformément     convergent    pour    A    suffisamment    petit    '-t 
o£#^i . 

Si  le  noyau  K(x,y)  est  réel  et  positif  pour  x  et  y  compris 
entre  o  et  i,  tous  les  coefficients  de  la  série  (58)  sont  réels  et 
positifs,  et  l'on  sait  que  le  premier  point  singulier  de  ce  dévelop- 
pement est  sur  Vaxe  réel  du  côté  des  A  positifs  ('). 

19.  Dans  le  cas  de  f(x)  quelconque,  on  trouve  la  solution 

(59)  ©(a?,  1  )  =/(a?)  -f-  «i X  -+-  ajX*-+-. . .-+-  a„X"  — . . . 

avec 

a1==  f    K(x,y)f*(y)dy=Sp, 
a,=  aS(/S/*), 


(')  J.  Hadamard,  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique  (Col- 
lection Scientia). 
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el  en  général 

an—  S(a„_,/-f-  an   2a,-+-. .  .-+-/a„_ly), 

comme  on  voil  aussi  par  identification^  en  cherchant  à  satisfaire 
h  l'équation  i  53  I  par  un  développemenl  de  La  forme  |  59). 

ÉQUATIONS    INTÉGRALES   TRANSCENDANTES. 

20.  Equation  exponentielle.  —  Si  dans  l'équation  (12)  (§6) 
nous  supposons 

F [y,  ?(y)]  =  eW, 
on  a  l'équation  transcendante 

(60)  ç(a?)  =  X  /     K(x,  y)  eW'  dy  -+■ f(x), 

que  nous  appelons  équation  intégrale  exponentielle. 

21.  Pour  K(.z'.v)~i    et  f{&)  =  ©,   celte  équation   prend    la 
forme  élémentaire 


(61) 


«Ai 


Par  suite,  es  esl  fonction  de  A  seul  et  l'on  a 

(62)  ç  =  A  e?. 

En  construisant  cette  courbe,  on  voit  que  pour  chaque  valeur 
réelle  et  négative  de  "a,  l'équation  (61)  admet  une  seule  solution 
réelle.   Pour  X>o,   il   y  a  deux  régions  distinctes  :  pour  a  <C  -> 

L'équation  (61  1  admet  deux  solutions  réelles;  pour  X=  ->  on  a  la 

solution  limite  o,  =  1  ;  pour  À  ~>  -,  ie>  deux  solutions  deviennent 
1  e 

imaginaires. 

Pour  toute  valeur  de  A^é-,  la  solution  cp  est holomorphe  en  X. 

'     e  1  * 

Autour  de  A  =  -,  il  y  ;i  ramification. 

On  vérifie  facilement  le  théorème  de  Schmidt.  La  fonction 
déterminante  étant  dans  ce  cas 

D(X)  =  i  — Xc, 
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X=  -  est  bien  une  constante  caracléristiaue  du  noyau 

e  1 

Ki  t.  y)  Fç(  =  e?i=  e. 
22.  Considérons  maintenant  l'équation 

(63)  çO)  =  xf    \(.r)B(y)eWdy, 

les  fonctions  données  Air),  Bi  r>  étanl  réelles  et  intégrables. 
En  posant 

t~\  !     B(y)  eÇtfl  (lr. 
la  méthode  ^Zes  constantes  indéterminées  donne 

(64)  0(.T)=tPi(.T) 

avec  l'équation  adjointe 

(65)  t  =  k  f   B(jk;  e<A(r)  </,•  =  X  L(/). 

Si  A  (./•)  =  B('.r)  (noyau  symétrique),  nu  a  L/>  o,  L'">-o  ci 
les  fonctions  L  et  L"  s'annulent  pour  une  seule  valeur  réelle  de  /. 
Soil  L(t)  =  o,  L*(8)  =  o,  et  supposons  pour  fixer  les  idées 


< o,       L(o)=/   \(jK)f<r>o. 


La  courbe  représentée  par  l'équation  (65)  admet,  dans  ce  cas, 
deux  asymptotes  t  =  x  et  X  =  o.  En  prenant  /  pour  abscisse, 
X  croit  de  o  à  4-  ce  pour  —  x  <  /  <^t:  pour  /  ^>  t,  a  croît  de  —  oo. 
s'annule  pour  /  =  o,  passe  par  un  maximum  À,  pour  t=  tt^>  o  «m 
dé  croit  ensuite  jusqu'il  o  pour  /  >  /, . 

Par  suite  l'équation  exponentielle  l  <>■>  (,  avec  A  =  B,  admet  : 

Pour  X  <<  o.  Une  seule  solution  réeîie; 

Pour  O^X«<X|,  //'o/.s-  solutions  réelles; 

Pour  X  >  A| .  ////''  seule  solution  réelle . 

Pour  X  =  a,,  il  v  a  une  solution  régulière  en  A  el  une  solution 

limite  de  birami finition  . 

Si  A(xj^z£B(.r),  toutes  le-  valeurs  f,  qui  rendenl  X  maximum 
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ou  minimum  sonl  données  par  les  racines  de  l'équation 

(66)  f    B(y)\(A(y,-~\\e^>y)dy  =  o. 

•'a 

Soit  Xj  la  valeur  de  X  correspondant  à  t  =  t{.  Si  L(o)^zéo  et 
si  T|.  t2,  . . .,  ~p  sont  les  zéros  réels  de  L(£),  la  courbe  (65)  admet 

les  asymptotes  X=o  et  t=  t,(ï  =  i,  2, />).  "/.  s'annule  pour 

f  =  o,  —  oo  et  +  oc,  et  en  supposant  le  plan  divisé  en  plusieurs 
régions  par  les  asymptotes  t  =  t,-,  la  courbe  reste  du  même  côté 
de  l'axe  des  t  dans  chacune  de  ces  régions,  sauf  dans  celle  qui 
contient  l'origine. 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Pour  h  voisin  de  zéro,  l'équation  intégrale  exponentielle  (63) 
admet  une  solution  et  une  seule  s'annulant  avec  X  ; 

Pour  )>^  o,  cette  équation  a  en  général  plusieurs  solutions 
<p,(#),  ®a(#) o^(af),  toutes  de  la  forme  t(X)A(af). 

Pour  le.-,  rata/rs  singulières  X  =  X/.  on  a  des  solutions  limites. 
Si  X  =  X/  est  un  maximum  de  l'ordonnée  de  la  courbe  (65), 
lorsque  X,  en  croissant,  passe  par  la  valeur  X/,  le  nombre  de  solu- 
tions  réelles  de  l'équation  (63)  diminue  de  deux  unités,  deux  de 
ces  solutions  se  confondant  en  une  seule  pour  X  =  X;  et  devenant 
imaginaires  pour  X  >  X/.  Au  contraire,  si  X,  est  un  minimum, 
lorsque  X  passe  par  a,- en  croissant,  le  nombre  des  solutions  réelles 
de  l'équation  (63)  augmente  de  deux  unités. 

Pour  X  =  d=oc,    on   a    une   autre    espèce    de  solutions  limites 

»  =  TiA(#). 

Si  L(o)  =  o,  on  peut  avoir  L'(o)  =  o  ou  L'(o)^o.  Dans  les 
deux  cas  il  existe  un  nombre  positif  /i,  tel  que  pour  —  h  <X«<-f-  h 
l'équation  (63)  n'admet  aucune  solution  réelle  (sauf  çp  =  o  pour 
X  ==  o). 

23.  La  même  méthode  permet  de  résoudre  l'équation  intégrale 
non  linéaire 

«p(a?)=xf    A(x)B(y)¥[9(y)]dy, 
J0 

dans  laquelle  F  est  une  fonction  entière  de  ©.  La  solution  est 

«p(a?)  =  *(X)A(a?), 


loo  


tÇh)  étant  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation  adjointe 
'  =  >•  f   K(7)F[t\(y)\(/v. 


"24:.  Noyau  de  M.  Goursat.     -  Soit  l'équation  intégrale  trans- 
cendante 


(67) 


?(ar)  =  À  /      y  Ai(ar)  B,(r)  F[?(r )]  dy, 
1  =  1 

dans  laquelle  F(cp)  est  une  fonction  entière  en  b.  En  posant 
*,(X)  =  X  T   B,(7)F[?(7)]rf7, 

on  trouve  comme  solution  l'expression 

/' 
(68)  <P(a?)=2^(X)A/(a7)> 

l<'^  fonctions  £,•  étant  définies  par  le  système  adjoint 

(60)       \ti=K  B,(jr)F[A1Cr)*1-+-A,(jr)/a  +  ...H-AJI(jr)^]rfr 

(  (1  =1,  2,  ...,  /?), 

dans  lequel  les  seconds  membres  sont  des  séries  entières,  à  coef- 
ficients constants,  en  /,,  t2.  . ...  f,,. 
Si  l'on  pose 

«701        Cij=  f   Bi{y)AJ(jr)F'lf(A.ltl-i-Aiti  +  ...-h\ptp)djr, 
i/o 

le  déterminant  fonctionnel  du  système  (69)  <•>! 


(70 


D  = 


XCn  —  1      xcls 

>.<:.,,       XC„  —  1 


XG 


i/> 


/.  «  : 


pi 


xc, 


XC,,,,— 1 


Les  équat  ions  (69)  sonl  vérifiées  pour  X.=  tt  =  t2  =  >'«=  £/>  =  o 
et  pour  ces   valeurs  on  a  I)  =  ( — \)P.  Ces  équations  admettent 
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donc  un  système  de  solutions 

*,  =  *,(X),        ?,=  /,(X),         ...,        tp=t,,Çk) 

holomorphes  en  À  autour  de  L'origine  et  s'annulanl  avec  /,. 

Dan-  !<•  même  domaine  de  X,  l'équation  intégrale  (67  |  admet  la 
solution  régulière  ci  nulle  /tour  X==?  0  : 

(7a)         o(a?)  =  «!(X)  Ai(a:)-f-  h(X)  A,(a?) -4-. .  .-t-  ^(X)  Ap(a?). 

En  général,  si  pour /,  =  }.„.  le  système  (69)  admet  les  solutions 

tj,  t\, t°  et  si  le  jacobien  D(X,  £<,£2 £/>)  ''sl  différent  de 

zéro  pour  ces  valeurs.,  l'équation  intégrale  (67)  admet  une  solution 
régulière  autour  de  X0  et  se  réduisant  en  ce  point  à 

<p0(a?)  =  *?  A,(ar)  +  fj  AB(a?)-H. . .-+-  t^Ap(x). 

En   éliminant    ^,,  t2 tp  entre  les  équations   (69)  et  (71), 

on  obtient  une  équation  en  X  donnant  toutes  les  valeurs  singu- 
lières . 

25.  Nouvelle  forme  du  jacobien  (71).  —  En  posant 
(73)  Xf=Bt,         Y,=  ^F|1(A,t,  +  À^+...+  AJI*,), 

les  fonctions  C/y  prennent  la  forme 

«-  0 

et,  d'après  un  calcul  développé  par  M.  Goursat  (4)  dans  le  cas  de 
l'équation  de  Fredholm,  le  déterminant  (71  )  devient 

D  =  V  '~U,/"V  f    ■■■  f  \,  dxi  dxt . .  .  dxy, 

Av  étant    un  déterminant   d'ordre  y,   dont  la  première  colonne  est 
formée  par  les  éléments 

(   X,  (  xt  )  Y,  (xi  )  ■+■  X, ( Xl  )  \, (#,  )  -+■ . . .  —  \v (  xx  )  Yv(a?,  ), 
)  X,(a?,)  Y,(a?,)-+-X2(a:,)Yj(a7l)-f-...-f-  \virL.  1  Yv(a?i), 

X,(./-,  l  1  ,../-,)  4-  Xs(arv)  Y!(a7,)-t-...-T-Xv(ayi  Yv(./-,  >. 


Ci  E.  GOURSAT,  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation   de  Fredholm  (Bull. 
Sac.   math..   I.    \\\\.    1907,    p.    l63). 
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et  les  autres  colonne-  s'en  déduisent  en  remplaçant  dans  les  fonc- 
tions \,  la  variable  j(  par  ./■■_,.  x3 /v. 

D'après  la  forme  (  ;  !  |  îles  fonctions  i  ,-,  on  remarque  que.  dans 
la  colonne  de  rang  i  du  déterminant  Av,  on  peut  mettre  en  facteur 
l'expression 

Fç[A1(a:t-)^-t-A2(arJ)«2  +  ...-+-  kP(Xi)tp] 

et  en  employant  la  notation  abrégée  de  M.  Fredbolm,   on   peul 
écrire 

V 

\a?i,  a72,  •-.,  x,,J  ±r 
1=1 

En  tenant  compte  de  la  formule  |  68  ),  le  jacobien  1711  de\  tenl 

donc 

i;>)     D(X,  tu  ts,  ...,  fp) 

''  1  1      /  v 

v  =  0  1  =  1 

Cette  expression  n'est  que  le  déterminant  de  Fredholm  corres- 
pondant au  noyau  K(  x. y  )  1;5[  'f( .)'  )]•  On  voit  ainsi  que  U  théo- 
rème de  M.  Schmidt  pour  l'équation  intégrale  transcendante  (67  I 
se  réduit  au  théorème  classique  appliqué  au  système  adjoint 

de  jonctions  implicites  |  6g  1. 


EQUATIONS    INTEGRALES    DEDUITES    DES    EQUATIONS    DIFFERENTIEL! .1  -. 

26.  Considérons  l'équation  différentielle 

(76)  —  -,e,  =  o, 

où  a  est  une  constante  positive  et  proposons-nous  de  trouver  la 

solution  y  (se)  sal  i  s  faisant  aux  conditions  ^(o)  =  O,  y'(p)  =  m^>(X. 
Nous  allons  trouver  que  cette  solution,  nulle  pour  x  =o,  s'annule 
pour  une  seconde  valeur  x       b  >>  o. 

Vu  lieu  des  conditions  initiale-  y(o)  =  o,   r  mu  =  m,  on  peut 
se  donner y('o)  —  o  et   ri  A  I        O.  Sous  cette  forme  (  '  |  le  problème 

(')  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  III,  iyo8,  p.  100.    —  S.  SANIELEVICI,  Thèse 
de  Doctorat,  Paris.   1908. 
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revient  à  la   recherche   des   solutions    de    l'équation   intégrale 
exponentielle 

(77)  7(*)  =  *  f    G(ar,  Ç)  er<5>  rfç, 

dans  laquelle  6  est   un  nombre  positif  donné  et  G(#,ç)  désigne 
la  fonction  de  Green  : 

[Clr,^1'-^;-1         Pour{<., 

<78'  |c(».»=(*~^*~g)  pour  5  >^. 

27.  En  multipliant  l'équation  différentielle  (76)  para  -j-  et  en 
intégrant  entre  o  et  .r,  avec  les  conditions  y(o)  =  0  et  jr'(°)  —  mt 

nous  obtenons 

<•/  r  \  "- 

-r-      —  mi-\-  -iX(er—  1)  =  o, 

dx  1 

d'où 

I  79  y-  =  ±  \[rnï  -  1  A( ër  —  1  ). 

Si  l'on  veut  avoir  la  solution  qui  commence  par  être  positive 

pour  x  >>  o,  on  doit  prendre  le  signe  -+-  devant  le  radical. 

En  posant  alors 

m* 

(80J  t   =  H r-, 

2  À 

on  a 

-L  =  y/Tx  /*  —  ey, 

dx 
d'où 

.  =  71= /'A. 

v/'>.  A^o     vt  —  ey 

Gomme,  d'après  (76),  -t-^  est  négatif,  la  courbe  )'=)-(#) 
tourne  sa  concavité  vers  les  y  négatifs.  La  fonction  r  croîl  jusqu'à 
la  \  a  leur  maximum 

(82)  y  =  loSt, 
où  elle  arrive  effectivement  pour 

(83)  .r  =  xx=-^=f       -M=. 
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En  posant  e?=  u,  on  voit  que 

du 


i       r       du 
X\  =  —=   /    — 

/ïA  J\     u  y  t  —  u 


est  une  quantité  finie. 

Pour  x  >■  xK.  y  décroît  et  l'on  doit  prendre  le  signe  —  devant 
le  radical  dans  la  formule  (79).  La  courbe  esl  symétrique  par 
rapport  à  la  droite  x  =  xt  et  y  redevient  nul  pour 


,84,  x=b=S/lf 


du 


\J  t  —  u 


L'équation  fonctionnelle  (81)  définit  donc  la  solution  y  (x) 
de  l'équation  (76)  qui  reste  positive  entre  o  et  b  et  s'annule 
aux  extrémités  de  cet  intervalle. 

La  formule  (84)  donne  b  en  fonction  de  t  (ou  de  m  1  et  «le  X. 
En  posant  t  —  u  =  P2,  nous  trouvons 

/à    r^  %dv        Â   /T.      /7-f-^  —  i 


ou  encore 


(85)  &  =  2i/^Iog[t/7-h /'-']• 

Pour  t  =  1  (m  =  o),  on  a  6  =  o. 

Pour  £  >  1 ,  comme  a2  >  2  (m  —  1  )  et,  comme  pour  a  ^  1 , 


"       /â  y/"  —  ' 
on  a 


r'      du  1      /•' rf« _jt_5 

«/ 1      «  \J t  —  u  sfi.J\      \l{u  —  \){t  —  U)         \f). 

i-l  la  formule  (84  >  donne 

(86)  b<^-- 

\  * 

Pour  t-     x  (m  =  go),  on  a  b  =  o. 

Par  suite,  lorsque  le  coefficient  angulaire  m    varie  entre  0 
e<     -oc,  b  passe  par  un  maximum. 

XLII.  10 
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28.  Considérons  maintenant  L'équation  Linéaire  '  ' 

ë~  '■■>■  =  "• 

c(  posons  />,       -£=-•  Cette  équation  admet,  comme  intégrale  nulle 

en  <>  el  en  l>  et  positive  ou  nulle  pour  o  <T.  x  <C  b,  la  solution  y  =  o 
pour  b^bt  et  y  =  s'mixyk)  pour  è  =  b\. 

En  comparant  l'équation  linéaire  i  <S-  )  avec  l'équation  exponen- 
tielle (76),  l'inégalité  (86)  donne  &<&,. 

29.  Reprenons  la  formule  (85)  el  soil   [3  le  maximum  de  b. 
On  a 

_  ■>.  \/-x    loi4  ( V7-+-  v//  —  1  I 

et 


(88) 


/t  —  1  \ft 


Pour  /  =  1  ,  on  a  b't=  oc. 

Pour  /  >  1 ,  è'f  est  positif  tant  qu'on  a 


t  —  1 


(89)  ?(0  =  4/  -r-iog(v//4-v/<-i)<i- 

Or  la  fonction  ©(£),  nulle  pour  /=i.  croit  avec  /  pour  /  >>  1 , 
et,  pour  t  =  T=  3,2766...,  on  a  o(t)  =  i,  è'f=o.  Pour  /  >  t, 
Af  e-i  uégatil  et  pour  £  =  -f-  00,  on  a  de  nouveau  bt  =  o. 

Pour  /       ~.  I>  passe  par  un  maximum 

(90)  P  =  "i'  A  =1,874...... 

Pour  A»  =  (ri.  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine 
est  v.  =  2,  (338. . .  yk. 

30.  Soit  X  1.  Pour  m  <  u.,  la  courbe  y  =  y( x)  pari  de  l'ori- 
gine, présente  un  maximum  y  -.  lo^/  et  vient  couper  de  nouveau 
l'axe  des  a?  en  un  point  B  d'abscisse  &<(3.  Lorque  ///  croit.  t.l> 

(')  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  a»  édition,  t.  lit.  p.  n'|. 


—  lil  ~ 

et  l'ordonnée  maximum  <ie  la  eourbe  finissent:  le  point  B,  sur 
l'axe  des  r.  s'approche  du  point  B,  d'abscisse  ($. 

Pour  m  =  u.,  B  est  en  B, .  Pour  ///  ^>  a.  l'ordonnée  maximum  de 
la  courbe  croît  toujours,  mais  h  diminue;  le  poinl  B  revient  vers 
l'origine. 

^Nous  retrouvons  donc,  après  M.  Picard  <  '  »,  comme  nombre  des 
solutions  de  l'équation  différentielle  (76)  s'annulanl  en  .r  =  o 
et  x  =  b  : 

Pour  b  <<  p,  rfewa;  solutions  GM  C2  : 
Pour  6  =     j.  M/ie  sew/e  solution  G; 
Pour  fr  ^>  j.  aucune  «dation. 

Lorsque  B  tend  vers  B,  les  de  us  solutions  C,.  G2  tendent  vers 
La  solution  limite  C. 

31.  Si  nous  supposons   l>  comme   donné   el    a  variable,   pour 

chaque  valeur  de  X,  les  formules  (85)  <i  (90)  déterminenl  les 
quantités  t  et  (3.  Posons 

(91  t  X,=  —  ou  —  =  b. 

En  comparant  les  formules  (90)  el  91)  el  en  tenant  compte  des 
conclusions  du  paragraphe  précédent,  on  voit  que  : 

i°  Si  a  <<  a,  ,  on  a  b  <<  [j  et  l'équation  différenl  telle  <  76)  admel 
deux  solutions  s'annulant  [tour  x  =  o  et  x  =  b\ 
20  Si  a  =  ).|.  les  deux  solutions-se  confondent; 

1"  Si  a  >>).,,  on  a  3  <  l>  el  l'équation  (76)  u'admel  plus  de 
solution  s'annulanl  en  o  el  b. 

On  en  déduit  pour  l'équation  intégrale  exponentielle  (77) 

«-  0 
les  conclusions  su  ivantes  : 

1"  Pour  chaque  valeur  de  a  comprise  entre  o  w 

(1 ,8-4»..  .)- 


'1 


/,-- 


P  )  S«/*  certains  exemples  singuliers  d'approximations  successives  (C.  li 
Acad.  Se,  t.  CXXVI,  1 '1  février  i^<.s.  p.  ^97). 
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cette  équation  a  deux  solutions  réelles  et  distinctes.  Ces 
courbes  C(  et  C2,  de  forme  parabolique,  tournent  leur  concavité 
vers  les  y  négatifs  et  passent  par  les  points  x  =  o  et  x  =  b  de 
l'axe  des  x. 

2°  Lorsque  X  tend  vers  "k, ,  ces  deux  courbes  tendent  vers  une 
position  limite  G  comprise  entre  G,  et  C2. 

3°  Pour  A  =  X,,  on  a  la  solution  limite  G. 

4°  Poa/'X>À,,  l  équation  intégrale  n'admet  plus  de  solu- 
tion réelle. 


SDR  LES  INVARIANTS  INTÉGRAUX  DE  LA  PROPAGATION  PAR  ONDES; 

Par  M.   E.    Vessiot. 

Dans  un  travail  récent,  paru  dans  ce  Bulletin  (*),  M.  Dontot 
a  rappelé  l'attention  sur  un  invariant  intégral  de  l'optique  géomé- 
trique indiqué  par  M.  Hadamard  (2)  il  y  a  quelques  années,  et 
étudié  les  rapports  de  cet  invariant  avec  les  transformations  de 
droites  en  droites  dites  de  Malus,  c'est-à-dire  qui  satisfont  à  la 
condition  de  changer  les  congruences  de  normales  en  congruences 
de  normales. 

J'indique,  dans  les  pages  qui  suivent,  comment  ces  questions 
peuvent  se  traiter,  bien  facilement,  quand  on  envisage  d'une  ma- 
nière tout  k  fait  générale,  au  lieu  de  la  propagation  rectiligne  de 
l'optique  classique,  la  propagation  par  ondes  dans  un  milieu  quel- 
conque. On  obtient  même  ainsi  les  démonstrations  les  plus  immé- 
diate de  l'existence  des  invariants  pour  le  cas  des  rayons  recti- 
lignes;  en  même  temps  que  l'on  se  rend  compte  de  la  véritable 
raison  du  succès  des  méthodes  précédemment  employées  pour  la 
recherche  des  transformations  de  Malus. 

L'image  mathématique  de  la  propagation  par  ondes  dans  un 
milieu  donné,  de  nature  invariable,  est.  comme  je  l'ai  montré  (*), 

(')  Tome  XLII,  i;ii|.  fasc.  1,  p.  53. 
(:)  C.  /?.  Acad.  Se,  i.'|  mars  1898. 

(3)  Bull.  Soc.  malli.  France,  t.  \\\l\.  1906;  Ann.  l-.'c.  Norm.  sup..  î*  série, 
1.  XXVI,  1909. 
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un  groupe  à  un  paramètre  de  transformations  de  contact.  La  fonc- 
tion caractéristique  H(x, ,  x*.  jc3  ;  pt .  />,.  j>:i  )  de  la  transformation 
infinitésimale  homogène  de  ce  groupe  caractérise  le  milieu.  Si  on 
l'égale    à    l'unité,    on   obtient    la    condition    de   contact  du  plan 

3 

^,/>*(Xj —  Xi)  =  i  avec  la  surface  d'onde  qui  a  le  point  (^r,  ,x2,x3) 

i=  1 

pour  origine. 

Les  éléments  de  contact  sur  lequel  opère  le  groupe  (G)  consi- 
déré sont  définis  par  les  coordonnées  rectangulaires  xt,  X2,  x3 
d'un  point  A  et  les  coefficients  de  direction  Pt^pstPa  d'un  plan 
passant  par  ce  point.  En  assujettissant  ces  derniers  à  la  condition 
H  =  i,  on  définit  un  vecteur  normal  à  l'élément  de  contact  (  E  | 
considéré,  et  que  j'appelle  le  recteur-indice,  parce  que  sa  lon- 
gueur N  est  l'inverse  tt  de  la  vitesse   V  de  déplacement  normal, 

en  A,  du  front  de  toute  onde  dont  |  E  |  est  un  élément  de  contact. 
Toute  transformation  de   contact   homogène   laisse   invariante, 

par  définition,  l'expression  de  Pfaffw=    >  pi'li'i-  On  en  déduit 

ï=i 
immédiatement,  par  le  procédé  de  calcul  et  de  difterentiation 
symbolique  dont  M.  Gartan  a  tiré  tant  de  beaux  résultats,  la  série 
des  expressions  différentielles  symboliques  introduites  par  lui 
dans  la  théorie  des  expressions  de  Pfafl'i  '  >  :  et  ce  sont,  par  suite, 
avec  l'expression  to  elle-même,  les  éléments  différentiels  d'une 
suite  d'invariants  intégraux  dont  la  forme  est  commune  à  toutes 
les  transformations  de  contact.  Il  n'y  a  plus  qu'à  les  interpréter 
pour  obtenir  en  particulier  des  invariants  intégraux  de  tout  mode 
de  propagation  par  ondes. 

Gette  interprétation  se  fait  sans  peine  au  moyen  du  vecteur- 
indice  :  les  premiers  invariants  .1,  et  J2,  d'ordres  î  et  2,  sont 
simplement  le  travail  et  le  flux  de  ce  vecteur-indice. 

Chaque  élément  de  contact  (E)  définit  un  rayon  (R),  curviligne 
en  général,  suivant  lequel  se  déplace  le  point  de  cet  élément,  dans 


(  '  )  Ahn.  de  l'Éc.  Norm.  sup.,  !"  série,  t.  XVI,  1899,  p.  a3g.  —  Ce  même  mode  de 
déduction  est  employé,  par  M.  Oe  Donder,  dans  un  article  de  ce  Tome  du  Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  mais  sous  une  forme  beaucoup  plus  com- 
pliquée. Voir  p.  ni. 
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la  propagat  ion  de  toute  onde  avant  (  E-)  pour  l'un  de  ses  élémeats  : 
sorte  qu'inversement  à  chaque  poinl  A  d'un  rayon  i  R  |  esl 
associé  Le  vecteur-indice  (  \  !  de  l'élémenl  i  E)  <[ui  se  déplacerai! 
iin-i  suivant  le  rayon  (Ri.  Nous  disons  que  (E)  el  (R)  -ont 
pseudo-orthogonaux.  Les  rayons  (R)  pseudo-orthogonaux  aux 
éléments  d'une  onde  sonl  diis  \r-  pseudo-normales  de  cet i < • 
i  i  le. 

Les  invariants  .l(  et  J2  sont  ainsi  relatifs  à  des  courbes  situées 
sur  les  surfaces  lieux  de  rayons,  el  à  des  surfaces  traversées  par 
fies  congruences  de  rayons.  Mais  on  constate  que  J,  esl  un  inva- 
riant relatif  pour  les  transformations  infinitésimales  ©(H/"),  où  le 
facteur  cd  esl  arbitraire.  Ces  transformations  faisant  glisser  les  élé- 
ments  (E)  le  long  des-rayons  «  El)  suivant  une  loi  arbitraire,  il  en 
résulte  qne.l,  est  un  invariant  pour  un  tube  de  rayons,  et  J2  un 
invariant  pour  une  congruence  de  rayons.  La  condition  pour 
qu'une  congruence  de  rayons  soil  une  congruence  de  pseudo- 
normales  s'exprime  par  l'évanouissement  de  ce-  invariants  (*). 

L'invariant  J3  (en  tant  qu'invariant  relatif)  et  l'invariant  .1.,  pos- 
sèdent la  même  propriété  d'invariance  pour  les  transformations 
C9I  II  /  i  et  sont  ainsi  attachés  aux  familles  fermées  de  oo3  rayons  el 
aux  systèmes  de  ce'1  rayons.  On  déduit  de  là  une  interprétation 
de  .1 ..  qui  généralise  celle  qu'a  donnée  M.  Hadamard  pour  les  rayons 
reetilignes  de  l'optique  des  milieux  homogènes  et  isotropes. 

L'étude  des  transformations  des  rayons  résulte  très  simplement 
de  la  réduction  de  tout  groupe  (G),  par  une  transformation  de 
contact,  à  la  forme  canonique  d'un  groupe  de  translations.  Les 
transformations  de  Malus  sont  divisées  en  deux  classes,  survanl 
qu'elles  sont  compatibles  ou  non  avec  la  conservation  des  pro- 
priétés élastiques  du  milieu  considéré. 

Les  unes  et  les  autres  peuvent  être  réalisées  en  soumettant  les 
familles  d'ondes  à  des  transformations  de  contact  :  celles  qui 
laissent  invariante  la  fond  ion  caractérist  îque  II  el  celles  qui  laissent 
in\ariaui  le  système  différentiel  qui  définil  les  trajectoires  de  la 
propagation. 

Gomme   toute  transformation  de  contact  peul  être  obtenue  an 


i1)  Ce  résultai  a-vail  été  indiqué  par  M.  Cartan,  j»>ui  les  rayons  reetilignes  el 
les  congruences  de  oormales  (Bull.  Soc.  math.  France,  i.  \\\.  r8g6>p.  \.'n>). 
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moyen  d'une  transformât  ion  de  contact  infinitésimale,  h  que 
celle-ci  correspond  à  une  propagation  d'ondes  dans  un  milieu 
convenablement  choisi,  il  semble  légitime  d'en  conclure  que  toutes 
ces  transformations  de  Malus  pourraient  être  obtenues  en  faisan* 
traverser  aux  rayons;,  produits  dans  le  milieu  donné,  une  couche 
d'un  milieu  auxiliaire  convenable^  à  la  sortie  de  laquelle  ils  ren- 
tre rai  eut  dans  le  milieu  donné  ou  dans  un  second  indien  à  surfaces 
d'ondes homothétiques  à  celles  du  premier  i  suivant  qu'il  s'agit  des 
transformations  de  la  première  ou  de  la  seconde  classe).  Mais  la 
démonstration  rigoureuse  de  ce  résultat  nécessiterait  de  nouvelles 
recherches. 

J'ai  indiqué  en  terminant  comment  la  méthode  de  M.  Bruns  |  '  -. 
pour  trouver  les  transformations  de  Malus,  résulte  immédiafcenaenJ 
de  la  réduction  du  groupe  des  dilatations  à  un  groupe  de  trans- 
lat  ions. 

I.  —  Invariants  intégraux. 

1.  Rappelons  d'abord  les  principes  de  la  propagation  par  ondes 
dans  un  plan  donné  (2). 

Tout  point  A  du  milieu  est  susceptible  d'émettre,  à  chaque 
instant  /0-  une  onde  qui,  à  chaque  instant  ultérieur  1 0  —  /.  est,  au 
point  de  \  ne  géométrique,  une  certaine  surface  S.  Llioniolliélique 
de  eeite  surface  S.  prise  par  rapport  à  V.  dans  le  rapport  d'homo- 

ihétie-,  tend  vers  une  surface  limite  ï.  lorsque  /  tend  vers  zéro. 

Celle  surface  limite  -  ne  dépend  que  du  point  \.  si  l'étal  élas- 
tique du  milieu  est  stationnaire,  c'est-à-dire  indépendant  du 
temps  :  ce  que  nous  supposerons.  On  l'appelle  la  surface  d'onde 
avant     V    pour  origine. 

Le  mode  de  propagation  est  entièrement  caractérise  par  la 
famille  des  x!  surfaces  d'onde  ayanl  pour  origines  les  divers 
points  de  l'espace.  On  les  définit  analytiquemenl  de  la  manière 
suivante  : 

Soienl  | ./-,.  jo.  x-i  >  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  A  ; 


(')  Das  Eikojxal  (Abh.  der  /..  sàchsischen  G  es.  de  r  Wiss.,  18 

E.    Nr.ssiOT,   Bull.   Soc-   math.   France,  t.   \\\I\  .    1906,  p.  23o-26«j:  Ami. 
Éc.  Norm.  sup.,  3e  série,  t.  XXVI,  1909,  j>.  \ob  j'p. 
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écrivons  l'équation  générale  d'un  plan  sou    la  forme 
(i)  p,(X,  —  Xi) -\- pt(X.t  —  a?t)-hp3(Xi—  a?8)  =  i. 

La  surface  d'onde,  d'origine  A,  sera  représentée  par  l'équation 
qui  exprime  que  le  plan  (i)  lui  est  tangent  et  l'on  supposera  cette 
équation  tangentielle  mise  sous  la  forme 

(2)  H(a71}a?2,  a?8;  puPt,  Ps)  =  i> 

H  étant  une  fonction  homogène  du  premier  degré  en pt,p2,pa- 

Le  mode  de  propagation  correspondant  a  alors  pour  expression 
géométrique  le  groupe  (G)  de  transformations  de  contact  homo- 
gènes, à  un  paramètre,  engendré  par  la  transformation  de  contact 
homogène  infinitésimale  (')  ayant  pour  fonction  caractéristique  H, 
c'est-à-dire  dont  le  symbole  est  le  crochet  de  Poisson-Jacobi 

(3)  <"/'  =  i(^f--f  )• 

J         *d\  àpi  à.r,        o.r,  dpt  ) 

i=  1 

Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  :  la  transformation  générale  du 
groupe  (H/)  est  donnée  par  les  formules 

(4)  *<»/<(*!.  *S,  «S  ;j»1,je»Si/»SI'  —  '0)      (1  =  1,2,3), 

(5)  Pi=gi(x\lx%,xi;p\,pl,p03\t-t0)        (i  =  i,2,3), 
qu'on  obtient  en  intégrant  le  système  canonique 

d>Ci  à\\ 

<6>  ST=     ôp~       (<  =  ^3>< 

/     x  dPi  dl1  1  ■  1\ 

(7)  lû^S^         (*  =  «*».  3>. 

avec  les  conditions  initiales 

(8)  .Ti=x^,        Pi  =  P^         (i  =  i,2, 3),         pour  /  = /„• 
Le  paramètre  du  groupe  est 

(9)  8  =  *  — 10. 


(')  S.  Lie  et  F.  Engel,  Théorie  der  Transformationsgruppen,  t.   II.  p.    >(î2- 
a64. 
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Les  fonctions  J\  et  les  quotients  des  fonctions  gi  sont  homogènes 
de  degré  zéro  en/>,,  p2,  p3  :  on  peut  considérer  le  groupe  comme 
opérant  sur  les  variables  /,./_>.. rs  et  les  nippon-  des  variables  pt , 
Pi- Pi'  qui  définissent  un  élément  de  contact  composé  du  point 
de  coordonnées  a?,,  ./.,.  x3  et  du  plan,  passant  par  ce  point,  normal 
à  la  direction  dont  le-  coefficients  de  direction  sonl  j>\-p-i-p3- 

Gela  posé,  l'onde  qui  provient,  au  bout  du  temps  6,  d'une  onde 
origine  quelconque,  donnée  au  temps  /0.  sedéduil  précisément  de 
cette  onde  origine  en  appliquant  à  ses  éléments  de  contact  La  trans- 
formation (4)î  I  »  '■  L<e  principe  des  ondes  enveloppes  ou  principe 
de  Huygens  équivaut  à  ce  fait  que  cette  transformation  est  une 
transformation  de  contact  :  c'est-à-dire  que  la  propagation  des 
ondes  se  fait  par  éléments  de  contact. 

Les  équations  (4)  définissent  oc''  courbes,  qui  sont  les  rayons 
de  la  propagation.  \)mx^  le  déplacement  d'un  élément  de  contact, 
défini  par  les  équations  (4),  I  5)  de  la  propagation,  le  point  de  cet 
élément  décrit  un  rayon,  et  le  plan  de  cet  élément  prend  en  chaque 
point  du  rayon  l'orientation  déterminée  par  les  formules  |  6  l. 

Ces  formules,  qu'on  peut  écrire 

(io) 


(/./'! 

dx> 

dxi 

~iW 

~~  ~~ô~H~  '' 

~~    OH 

àpi 

àp* 

à  pu 

se  résolvent  en  p{ .  p>.  p3.  et  donnent 

OQ 
a  dxi 

en  introduisant  L'équation  ponctuelle  de  la  surlace  d'onde  d'ori- 
gine (xt,  x2,  j,  i  -mi>  la  forme 

(12)  Q(xi,xs,x3;  &l  —  xuXt—xStXi—xi)  =  i1 

où  Q(X),  x2,  x3  ;  ;, ,  z2.  ;3  l  est  homogène  du  premier  d<-^vc  en  ;( , 
;2?  £3,  et  en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

(i3)  H  =  i.i(xu  x2,x3;  dxu  dxiy  dx3). 

<  )n  peut  considérer  ces  formules  comme  établissant,  en  chaque 
point  (xi}  x2,  x3),  une  correspondance  entre  les  directions 
(dxx,dx2,dx3)  des  élément-  linéaires  de  ci- point  el  les  orienta- 
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t  ions  i  />, .  />2-  />.i  I  ;  les  « '•  I  <'•  r  i  m -il  i  <  de  contact  de  ce  plan,  qui  se  réduit 
à  l'orthogonaKté  dans  le  cas  d'un  milieu  isotrope  el  homogène. 
.Nous  l'appellerons  la  pseudo-or thogonalité;  el  nous  dirons,  par 
suite,  que  les  rayons  qui  servent  au  transport  des  éléments  de 
contact  d'une  surface  sonl  les  psetido^nor  maies  de  cette  surface. 
ll>  sont,  du  reste,  les  pseudo-normales  de  x1  surfaces,  qui  sont 
les  états  successifs  d'une  onde  dont  la  surface  considérée  sera  il 
la  position  initiale  :  c'est  la  généralisation  du  théorème  de 
1 fa  lus. 

L'ensemble  d'une  teille  famille  de  x1  surface-,  on  famille 
d'ondes,  est  représentée  par  une  équation 

04)  f(xuxtix3)  =  t, 

où  f  est  une  solution  de  l'équation  (2)  considérée  comme  une 
équation  aux  dérivées  partielles,  c'est-à-dire  dans  laquelle  on  a 
posé 

(i5)  Pi=  ^         (*  =  i,2,3). 

Réciproquement,  toute  solution  de  celle  équation  aux  dérivées 
partielles  fournit  l'équation  (\\)  d'une  famille  d'ondes. 

2.  Pour  chaque  élément  de  contact,  défini  par  ./ , .  x2,  x3  et  les 
rapports  de  j>{,  p2.  />3,  nous  adopterons  pour  p{, p>,  p3  les  valeurs 
déterminées  qui  satisfont  à  l'équation  (2).  Cela  est  possible,  parce 
que  H  est  un  invariant  du  groupe  (G),  el  que,  par  conséquent, 
l'équation  (2)  reste  invariante  par  ce  groupe.  Soit  A  le  point 
(#,,  x-2,  x3)  :  à  chaque  élément  de  contact  de  ce  point  correspond 
ainsi  un  vecteur  N,  perpendiculaire  à  cet  élément,  ayant  pour 
origine  \  et  pour  composantes  les  valeurs  p t ",  jD2 ■> ps  qui  satisfont 
à  l'équal  ion  (2). 

Pour  interpréter  ce  vecteur  i\ ,  imaginons  une  onde  quelconque 
contenant  l'élément  de  contact  en  question  (E),  à  l'instant  t  :  les 
valeurs  y>,.  p^.  p3  sont  alors  données  par  les  foi-mules  1  i5),  l'onde 
faisant  partie  de  la  famille  d'ondes  représentée  par  l'équation»  1  [), 
el  le  vecteur  \   a   pour  mesure,   sur  la  normale  à   l'élément    de 

contact  (E),  la  dérivée  normale -=-»  c'est-à-dire  l'inverse  N       t-,  de 

x    '  tin  v 
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!;i  vitesse  Y  =  -~-  de  déplacement  normal  du  front  de  toute  ahde 
contenant  (E),  évaluée  au  point  \.()n  peut  appeler  ce  vecteur  \ 
V indice  du  milieu,  relatif  à  l'élément  de  contact  E. 

Si  l'on  introduit  la  surface  d'onde  ayant  A  pour  origine,  le  plan 
tangent  (P)  parallèle  à  l'élémenl  de  contact  (E)  a  précisément 
pont  équation  l'équation  (i)  avec  les  valeurs  adoptée-  pour  pi, 
/>2-j>A-  Si  l'on  désigne  par  M  le  point  de  corttacl  de  ce  plan  i  P) 
e1  par  K  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  \  sur  i  P),  le 
vecteur  AK  est  le  vecteur  \.  vitesse  du  front  de  l'onde,  et  le 
vecteur  AM  est  le  vecteur  vitesse  v  dans  le  mouvement  du  point  \ 
snr  le  rayon  qui  est  pseudo-normal  à  l'élémenl  <  E  i  :  ce  qui  donne. 
en  particulier,  la  définition  géométrique  de  la  pseudo-orthogo- 
nalité  (1). 

11  convient  d'observer  que  la  fonction  II  a.  en  général,  une 
homogénéité  positive  seulement;  ce  qui  lient  à  ce  que,  pour 
chaque  élément  de  contact  |  E  |,  on  doit  tenir  compte  du  sens  de 
propagation  de  l'onde  à  laquelle  on  le  considère  connue  apparte- 
nant :  les  vecteurs  \  et  ^  seront  dirigés  dans  ce  sens  de  propaga- 
tion. On  peut  dire  que  l'on  considère  chaque  élément  de  contact 
comme  dédoublé  en  deux,  avant  chacun  une  tare  déterminée,  qui 
correspondau  côté  de  l'espace  vers  lequel  cet  élément  commencera 
à  se  déplacer. 

3.  L'introduction  du  vecteur-indice  \  permet  d'interpréter, an 
point  de  vue  de  la  propagation  par  onde-,  les  invariants  intégraux 
communs  à  toutes  les  transformations  de  contact  homogènes, 
c'est-à-dire  à  toutes  les  transformations  infinitésimales  de  la 
Ion  ne  {?>). 

Le  plus  simple  de  ces  invariants  résulte  de  ce  que  ces  transfor- 
mations de  contact  homogènes  soal  entièrement  définies  ri  par  la 
propriété  de  Laisser  invariante  l'expression  de  Pfaff 

3 

(16)  "J  =  Zu  P<  d-r>  '■ 


(')  Cela  résulte  du  fait  que  les  équations  paramétriques  de   la  surface  d'onde 

-<mi   :  \ — ./•       — .(i       i.  2,3).    Voir  Ann.  Éc.  Norni.  sup..  3'  série,   t.  \\\i. 
p.  \i  ;  ei 

C)  S.  Lie  <-t  F.  Engkl,  Théorie  der    Transformationsgrappen,    t.    If.   i>.   a6a. 
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ce  qui  donne  l'invariant  intégral  caractéristique  de  la  propagation 
par  (tndes  :  cY»i  le  travail  du  vecteur-indice 

(17)  J,=  lw  =  I  N  cos(N,  ds)ds, 

qui  s'applique  à  tout  continua  une  dimension  composé  d'éléments 
de  contact  (a?,,  x2.  .x:i  :  />,  :  /)2  '-Pi)' 

Ce  continu  (  Iv  i  est  un  arc  de  courbe  CD,  portant,  en  chacun  de 
ses  points  A,  un  clément  de  contact  (E)  de  ce  point.  A  chacun 
de  ces  éléments  de  contact  correspond  un  rayon  :  si  ces  rayons 
sont  tous  confondus,  l'arc  CD  est  pseudo-orthogonal  à  tous  les 
éléments  (E)  considérés  et  l'on  a,  d'après  les  équations  (6)  et  (2), 

3  3 

(  1  s  »  to  =  y  pi  dxi  —  2_,Pi  ~Â —  dt  =  H  dt  =  dt. 

i=\  i  =  \ 

En  supposant,  pour  plus  de  netteté,  que  w  reste  positif  quand  on 
se  déplace  de  C  en  D,  .1,  est  donc,  dans  ce  cas.  le  temps  que  met 
une  onde  quelconque,  pseudo-orthogonale  à  CD  en  C,  à  se  pro- 
pager jusqu'en  D  :  dans  son  évolution,  cette  onde  balaie  alors 
le  rayon  CD  en  lui  restant  constamment  pseudo-orthogonale. 

Le  cas  général  donne,  comme  on  va  voir,  une  interprétation 
analogue.  Les  rayons  pseudo-normaux  aux  éléments  (E)  du  con- 
tinuum  (K)  engendrent  une  surface  (s);  en  chaque  point  M  de 
cette  surface  (s)  son  plan  tangent  contient  un  élément  linéaire 
appartenant  à  l'élément  de  contact  pseudo-orthogonal  au  rayon 
qui  passe  en  M;  nous  dirons  que  cet  élément  linéaire  est  pseudo- 
orthogonal  au  rayon.  En  unissant  ces  éléments  linéaires,  on 
obtient  une  famille  de  courbes  de  (s),  pseudo-orthogonales  aux 
rayons  qui  engendrent  (s),  et,  par  conséquent,  des  bandes  d'élé- 
ments de  contact  ayant  les  rayons  considérés  pour  pseudo-normales. 
Ces  bandes  appartiennent,  par  suite,  à  une  infinité  de  familles 
(rondes  :  on  peut,  pour  définir  l'une  de  ces  familles,  se  donner  une 
onde  initiale  quelconque,  pourvu  qu'elle  contienne,  par  exemple, 
celle  des  bandes  d'éléments  de  contact  en  question  qui  contient 
l'élément  (E)  porté  par  le  point  C.  Nous  avons  ainsi  une  fa- 
mille (i4)  bien  déterminée. 

En  chacun  îles  points  de  l'arc  CD,  les  valeurs  (i5)  des  dérivées 
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de  la  fonction/' coïncident  avec  les  valeurs  données,  en  ce  point, 
pour  les  coordonnées  du  vecteur  N  :  car  ces  dérivées  doivent  satis- 
faire, comme  les  pi  donnés,  aux  conditions  de  pseudo-orthogo- 
nalité  des  rayons   considérés  et  à  l'équation  de  condition  (2).  On 

a  donc  ici 

3 

(19)  "=2  £,**=*■ 

1=1 

En  supposant  encore  que  w  reste  positif  quand  on  se  déplace 
de  C  en  D,  on  voit  dès  lors  que  J,  est  le  temps  que  met  une  onde 
à  balayer  la  courbe  CD  de  C  en  D,  cette  onde  étant  telle  qu'en 
chaque  point  A  de  CD  elle  soit  tangente  à  l'élément  de  contact  (E) 
donné. 

Nous  avons  montré,  dans  un  travail  précédent,  que  cette  durée 
de  transmission  d'un  ébranlement  de  C  en  D  est  maxima  quand 
on  assujettit  l'onde  à  demeurer  constamment  pseudo-orthogonale 
à  la  courbe  CD  ('  )  :  cette  courbe  est  alors,  pour  la  surface  (s), 
une  sorte  d'arête  de  rebroussement,  car  elle  est  l'enveloppe  des 
rayons  qui  engendrent  cette  surface. 

Dans  tous  les  cas,  cette  durée  de  transmission  ne  dépend  que  de 
la  famille  d'ondes  et  des  points  C  et  D,  et  non  de  la  courbe  CD 
particulière  choisie. 

4-  Cette  dernière  remarque  met  en  évidence  une  propriété 
essentielle  de  l'invariant  J(  et,  par  suite,  de  ceux  que  non-  en 
déduirons  plus  loin.  11  suffit,  pour  \  être  conduit,  de  taire  abstrac- 
tion des  éléments  de  contact  et  de  ne  faire  intervenir  que  les 
rayons.  On  peut,  à  cet  effet,  considérer  chaque  vecteur-indice  N 
comme  attaché,  non  à  l'élément  de  contact  (El  auquel  1!  *e  rap- 
porte, par  sa  définition  première,  mais  à  L'élément  linéaire  de 
rayon  (dx{,dx*,  d%3)  pseudo-orthogonal  à  cet  élément  de  con- 
tact (E)  :  en  d'autres  termes,  ce  seront  les  formules  un  qui  dé- 
finiront, analvtiqueinent.   Ie>  composantes  de  ce  vecteur-indice. 


(')  Ann.  Éc.  Norm.  sup.,  '<  série,  t.  XXVI,  1909,  p.  \\>> -\'y>.  —  Ce  maximum 
est  ce  que  nous  avons  appelé  la  durée  de  propagation  le  long  de  1  I  ».  Il  suppose  la 
concavité  des  surfaces  d'onde.  Son  expression  analytique  est    l'intégrale  curvi 

ligne  J  —    /  Q,  prise  le  lonu  de  CD.   C'est   la  généralisation  du  chemin  optique. 
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Par  suite,  k  chaque  rayon  (R)  est  attaché,  en  chacun  de  ses  points, 
mi  vecteur-indice   IV,  défini  par  la  direction  de  ce  rayon  en  ce 

point . 

On  peu!  dès  lors,  dans  ce  qui  précède,  partir  de  oa*  rayons  (R) 
engendranl  une  surface  (s),  et  considérer  un  arc  de  fourbe  CD 
tracé  sur  cette  surface.  Cet  arc  suffit  à  définir  l'intégrale  .1,.  si  l'on 
convient  qu'on  prendra  pour  vecteur-indice  N,  en  chaque  point 
de  i.v).  celui  qui  correspond  au  rayon  (Rj.  générateur  de  la  sur- 
face im,  passant  en  ce  point.  Si  l'on  désigne  par  £(,  £2.  ;3  les 
coefficients  de  direction  de  ce  rayon,  et  par  Q?  la  fonction 
Q| ./  , .  / ._,.  /  :!  :;,.;.,.  ç3  >. .) ,  sera  l'intégrale  curviligne,  prise  suivant 
une  courbe  tracée  sur  ('s), 

Cela  posé,  la  propriété  annoncée  est  que  cette  intégrale  J|  ne 
dépend,  dans  ces  conditions,  que  des  extrémités  de  l'arc  d'inté- 
gration, à  condition  que  la  variation  de  cet  arc  CD  se  fasse  d'une 
manière  continue  et  dans  une  région  de  (s)  telle  qu'on  puisse  lui 
appliquer  la  construction  géométrique  du  paragraphe  précédent. 
Elle  résulte  immédiatement  de  ce  fait  que  la  famille  d'ondes  qui 
résulte  de  cette  construction  ne  dépend  que  de  la  surface  (s),  et 
non  de  la  courbe  Cl)  considérée  sur  cette  surface. 

5  Nous  obtiendrons  directement,  par  le  calcul,  un  résultat  plus 
général,  en  calculant  la  variation  de  J,  dans  l'hypothèse  où  l'on 
fait  varier  les  éléments  de  contact  (#,/>)  suivant  les  trajectoires 
de  la  propagation,  mais  en  laissant  arbitraire  la  manière  dont  ils 
décrivenl  ces  trajectoires.  Les  variables  ,-rl5  jc2-  -ri<  J'\-  Pu  Pi 
subissenl  alors  des  variations  tic  la  forme 

o\\  * 

("*<>)  or,-:       o Su  (1=1,2,3), 

'  àpi 

(ai)  o/>t  =  — <p  — 8«        (i  =  i,2,  !); 

cp  est  un  facteur  arbitraire  :  on  supposera,  par  exemple,  que  c'esl 
une  fonction  arbitraire  de  ./ , .  a;2,  .r:i.  />, .  j>2,  />3,  si  l'on  veut  con- 
sidérer cette  variation  comme  une  transformation  infinitésimale. 
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Gomme  il  résulte  de  ces  formules  que  oH  esl  nul.  les  vecteurs- 
indices  Pj  seront  échangés  entre  eux,  car  la  condition  (a)  restera 

invariante. 
On  a  ensuite 

(  2  a  )  Sw  =  8  2  pi  dxi  =  d'Zpirjxi—l  op,  dxt  —  X  Sx ,  t  //>  ; 

=  d(  tp  H  )  Su  —  odH  Su  =  H  ou  do. 

Si  clone  on  tient  compte  tic  la  condition  (2),  on  obtient 

(23)  Cio  =  do  Su, 

c'est-à-dire  la  formule  cherchée 

(M)  SJ,=  [cp]g8«. 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  (]  el  1)  restent  Qxes,  on  est 
dans  les  conditions  du  paragraphe  précédent,  et  l'on  retrouvebien 

ce  résultat  que  .1,  reste  alors  constant  ('). 

6.  D'autre  part,  o.l,  est  encore  nul,  si  les  points  C  et  D  sont 
confondus,  c'est-à-dire  si  o.l,  est  pris  suivant  un  contour  ternit'. 

En  d'autres  tenues.  J,  est  un  invariant  relatif  pour  les  trans- 
formations infinitésimales  tp|  11.  / )  où  -c,  est  arbitraire,  à  con- 
dition qu'il  soit  pris  suivant  une  ligne  [fermée  1  tracée  sur  une 
multiplicité  H  =  const. 

C'est  donc  un  invariant, au  point  de  vue  de  la  propagation,  pour 
le  cylindre  fermé,  formé  de  rayons,  constitué  alors  par  la  sur- 
face (s)  que  fournit  le  continuum  fermé  considéré  1  n"  3). 

Pour  l'interpréter,  nous  imaginons  un  tube  (5)  de  rayons  et, 
sur  ce  tube,  les  trajectoires  pseudo-orthogonales  des  rayons;   el 

(')  Si  l'on  suppose  qu'un  arc  (CD)  donné  soit  tout  entier  dans  une  région  t «•  1 1  «- 
que  par  deux  points  de  cette  région  |>;i~>>-  un  rayon  et  un  seul,  on  pourra  construire 
une  surface  (s)  dont  un  rayon  sera  le  rayon  |  CD]  joignant  C  et  D,  h  dont  les 
autres  rayons  joindront  deux  à  deux  les  points  de  l'arc  (CD).  Le  résultat  pré 
cèdent  prouve  alors  que  l'intégrale  (19)  prise  suivant  le  rayon  [CD],  c'est-à-dire 

l'intégrale  J        /      12  est  égale  à   l'intégrale  J,  prise  le  long  de  l'arc  (CD),  -m 
•AcD] 

cette  surface  (*).  Or  celle-ci  esl  moindre  que  l'intégrale  .1         /      <2.  comme  nous 

•     CD] 
l'avons  rappelé  à  la   fin  du   u°  3.  On  démontre  doue  ainsi,  d'une  manière  bien 

simple,  la  propriété  de  minimi les  payons  relativement  à  l'intégrale  .1       f  v.. 

Cf.  Ann.  Ec.  Norm.  sup.,  3"  série,  t.  \\\l.  1909,  p.  'i'iT  iis- 
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nous  remarquons  que  l'intégrale  .1,,  prise  sur  (s),  suivant  un  arc 
d'une  telle  trajectoire  est  toujours  nulle,  puisque  cos(N,  ds)  est 
alors  uni  huit  le  long  de  l'arc.  Une  trajectoire  pseudo-orthogonale. 
partie  d'un  point  A  d'un  des  rayons  (R)  constituant  le  tube,  revient 
couper  ce  même  rayon,  en  un  point  A',  après  avoir  fait  le  tour  du 
tube;  et  l'on  peut  alors  revenir  de  A'  en  A  en  suivant  le  rayon  (R)  : 
l'intégrale  Jl5  prise  suivant  le  chemin  fermé  ainsi  constitué,  se 
réduit  à  la  durée  de  propagation  de  A'  en  A,  le  long  du  rayon  (R); 
elle  a  la  même  valeur  quel  que  soit  le  point  A  considéré  sur  le 
tube  et  pour  tous  les  rayons  (R)  du  tube,  et  elle  est  égale  à  l'in- 
tégrale J,  prise  sur  le  tube  le  long  de  toute  courbe  fermée  faisant  le 
tour  du  tube  une  seule  fois  (  '  ). 

Elle  est  nulle  si  la  trajectoire  pseudo-orthogonale  considérée  se 
ferme,  et  toutes  ces  trajectoires  se  ferment  alors  en  même  temps. 
C'est  le  cas  où  le  tube  de  rayons  est  formé  de  tous  les  rayons 
pseudo-orthogonaux  à  une  même  onde,  aux  divers  points  d'un 
contour  fermé  simple  pris  sur  cette  onde. 

Cet  invariant  jouera  le  rôle  de  période,  si  l'on  se  propose  de 
trouver  la  valeur  générale  de  l'intégrale  Jt  pour  tous  les  arcs  tracés 
sur  (s)  entre  deux  points  donnés.  Et  Ton  aurait  une  généralisation 
facile  en  prenant  pour  (s)  des  cylindres  fermés,  formés  de  rayons, 
d'une  nature  plus  compliquée  que  les  tubes  simples  précédents. 

7.  De  la  forme  linéaire  différentielle  (16)  on  déduit  une  suite 
de  formations  invariantes  donnant  des  invariants  intégraux  mul- 
tiples,  d'ordres  croissants,  par  le  calcul  symbolique  employé  par 
M.  Cartan  dans  son  étude  du  problème  de  Pfaff  (2).  Ce  sont,  avec 


(')  M.  Cartan  a  développé  ces  considérations  pour  les  tubes  réglés  et  les  trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices,  ainsi  que  celles  qui  en  résultent  pour  les 
congruences  de  normales,  dans  un  article  sur  les  intégrales  de  l'espace  réglé 
(Bull.  Soc.  math.  France,  t.   \\l\.   1896,  p.  i(3o-i65). 

(3)  E.  Cartan,  Ann.  Éc.  Norm.  sup.,  3e  série,  t.  XVI,  1899,  p.  244-253.  Voir  l'In- 
troduction de  cet  article  (p.  24I_342)-  Comparez  aussi  l'article  déjà  cité  (te 
E.  Cartan,  Bull.  Soc.  math.  France,  t.  XXV,  1896,  p.  140-177).  Une  exposition 
systématique  du  calcul  des  expressions  différentielles  multilinéaires  est  donnée, 
avec  des  notations  inoins  condensées,  par  M.  I>e  Donder,  dans  une  publication 
récente  (Bull.  Acad.  royale  Belgique  :  Cl.  Sciences,  n°  12.  nji.î.  p.  104.1-1070  1. 
—  Voir  aussi  dans  ce  Tome  XLII  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique. 
p.  91,  les  démonstrations  données,  par  M.  De  Donder,  relativement  à  l'inva- 
ii.uii  de  M.  Hadamard. 
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les  notations  mêmes  de  M.  Càrtan, 

3 

(25)     to'  —  ^  dpjdxj, 

(  =  i 
(  26)     10"  =  toto'    =  (  p3  dp2  —  p,  dp3  )  dx2  dx3  -+-  (px  dpz  —  ps  dpt  )  dx3  dx{ 

+  (/J2  c?pi  —  /»i  dpi  )  <£r,  r/./ .,, 
( 27)     u> '"  =  -  to'2  —  dp3  dp2  dx2  dx3 -4-  dpy  dp3  dx3  dxi  -+-  rf/>2  <//?,  dxt  dx.2l 
(  28 )     tolv  =  toto'"  =  (/?,  dp3  dp2  -+■  p2  dpx  dp3  -f- p3  dpx  dp2 )  dx ,  rfx,  rf.r3, 

(29)  tov  =  -  to'3  —  —  dpt  dp2  dp3  dxx  dxt  dx:i. 

La  dernière  est  nulle  identiquement,  puisque  nous  assujettissons 
les  variables  xt,  x2.  x3,  />,,  />2,  p3  à  vérifier  la  relation  1  2  |.  Les 
formes  w'  et  ww  sont  les  plus  intéressantes,  parce  qu'elles  sont 
invariantes  par  les  transformations  cp(H,/i.  et,  par  suite,  corres- 
pondent à  des  propriétés  géométriques  des  systèmes  de  oo2  et 
oc4  ravons.  Cette  invariance  tient,  pour  ui\  covariant  bilinéaire 
de  10,  à  ce  que  l'intégrale 

(30)  J2=/Yu)' 

j 
est  égale,  en  vertu  de  la  formule  de  Stok.es,  à  l'intégrale  J4  prise 

suivant  un  contour  fermé  <  11"  6).   Celle  de  tow  =  -to'2  en  résulte. 

2 

L'interprétation  de  J2  est  en  effet  immédiate  :  il  faul  associer  à 
chaque  point  A  d'une  portion  de  surface  (t)  un  élément  de  con- 
tact (Ej,  suivant  une  loi  quelconque.  On  peut  alors  considérer 
les  oo2  rayons  (R)  qui  sont  pseudo-orthogonaux  aus  éléments  de 
contact  (E)  considérés;  et  les  oo3  vecteurs-indices  associés  à  ces 
rayons  en  leurs  divers  points;  J2  est  le  llu\  du  tourbillon  du 
champ  de  vecteurs  ainsi  défini  à  travers  la  surface  (<r),  el  sa  valeur 
esl  la  même  que  celle  de  J|  prise,  suivant  le  contour  de  (a-),  sur  le 
tube  de  rayons  qui  sert  de  frontière  au  continu  formé  des 
x2  rayons  (R)  considérés. 

Inversement,  on  peut  se  donner  une  congruence  (G)  de  rayons, 
en  détacher  un  pinceau  quelconque,  limité  par  un  tube  de  rayons 
de  cette  congruence,  et  couper  ce  pince, m  par  une  surface  quel- 
conque qui  donnera  l'aire  (c)  considérée  ci-dessus. 

Pour   que  l'intégrale  J2   soil   nulle,  quel  que  soit    le   pinceau 

XLM.  II 
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détaché  dans  (G),  c'est-a-dire  pour  que  .l|  soit  nulle  suivanl  un 
contour  fermé  entourant  un  tube  quelconque  de  rayons  apparte- 
nant à  La  congruence  (G),  il  tant  et  il  suffit  que  les  composantes 
»,,  />2.  pz  des  vecteurs-indices  (N)  composant  le  champ  associé  à 
la  Gongruence  (C)  soient  des  fonctions  de  xt,  x»,  x%  telles  que 

3 

(û=?Pid%i  soit,   la  différentielle    totale    exacte    m  =  dt   d'une 

'.—  ' 
fonction  t  =  f{Xf,  X%,  X3). 

Cela  équivaut  à  dire  qu'il  y  a  une  famille  d'ondes  (i4)  dont  les 
pseudo-normales  se  confondent  avec  les  rayons  de  la  congruence 
(G),  comme  satisfaisant,  au  même  système  différentiel  (io). 

En  d'autres  ternies,  la  condition  que  J2  soil  nul  pour  tout 
pinceau  (ou  que  .T,  soit  nul  pour  tout  tube)  de  la  congruence  est 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  congruence  soit  une  con- 
gruence de  pseudo-normales  ('). 

8.   Pour  interpréter  l'invariant  intégral 

'"—ffff"- 

il  faut  introduire  un  continuum  (y)  déco4  éléments  de  contact,  et, 
par  suite,  une  portion  limitée,  à  quatre  dimensions,  du  système 
des  c©4  rayons  de  l'espace.  Le  continuum  (y)  pouvant,  d'après  ce 
qui  précède,  être  choisi  arbitrairement,  pourvu  qu'il  contienne 
un  élément  de  contact  pseudo-orthogonal  à  chacun  des  co''  rayons 
(R)  formant  le  pinceau  à  quatre  dimensions  considéré,  on  pourra 
supposer  qu'il  est  formé  en  coupant  ce  pinceau  par  une  surlace 
auxiliaire  quelconque  (2)  sur  laquelle  il  déterminera  une  aire  (o-)  : 
par  chaque  point  A  de  cette  aire  passeront  ce-  rayons  (R)  du 
pinceau,  à  chacun  desquels  correspondront  l'élément  de  contact 
(E)  pseudo-orthogonal  et  le  vecteur-indice  JN  relatif  à  cet  élément 
(n°2). 


(')  Pour  les  rayons  rectilignes  et  les  congruences  «te  normales,  les  faits  ana- 
logues onl  été  signalés  par  E.  Cartao  (Bull.  Soc.  math.  France,  t.  WIN.  1896, 
p.  r6a). 

(-)  Nous  appliquons  ici,  au  cas  général,  le  mode  d'interprétation  imaginé  par 
M.  Hadamard  pour  les  rayons  rectilignes  iJ.  Hadamard,  C.  B.  Acad.  Se,  1  ï  mars 
1898).  —  Cf.  l'article  de  M.  Dontot,  Bull.  Soc.  math.  France,  t.  M. 11.  nu',. 
P-  72-78)- 
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Alors  les  coordonnées  ./-,,  ./2.  a  :!  son!  des  fonctions  de  deux  \a- 
riables  ufl  u2  qui  varient  dans  un  champ  i  U),  et  /;,.  />.,.  y>3  sont 
des  fonctions  de  quatre  variables  ",.  n2.  r,.  (-*,,  les  variables  r,. 
io  variant,  pour  chaque  système  de  valeurs  //,,  //.>.  dans  un  champ 
\  \  m  correspondant.  Et  l'on  a 

(i'i)  —m   = '-duxdut   ,,      ■ — rfrt  rfc, 

d(«i,  «,)  "  d(t>1(  r2  ) 

d(ar3,  a?j  )  à(p3,pi) 

■+-  T7 «»1  ""-1  — — ^—  «Ci  rf« '•' 

u(ul.  Il-,  I  "  0(^1,  vt) 

d(x,,xs)  0(pi,  Pl) 

■+■  77 r  «"1  «"2  --f — —r  dv\  dpt, 

c  est-à-dire  que  l'élément  différentiel  de  .1-,  esl  le  produit  géomé- 
trique scalaire  des  deux  vecteurs  qui  figurent  respectivement  les 
aires  élémentaires  de  la  surface  (<r)  au  point  V.  et  de  la  surface 
figuratrice  (  '  )  balayée  par  l'extrémité  du  vecteur  N,  lorsque  \ 
reste  fixe. 

Or  la  normale  à  cette  surface  figuratrice,   dont    l'équation  est 

l'équation  (2),  où  l'on  considère /'iry^.y>3  comme  des  coordonnées 

,       n  cr    .  ,       ,".  (>U      OU      dH  .. 

ponctuelles,  a  intur  coefficients  de  direction  - — ,  — ,  - —  :  sa  di- 
1  àpt     dp,     âp3 

rection  est  donc  celle  du  rayon  |  R  1  auquel  est  attaché  le  vecteur- 
indice  N  (n°4).  Si  donc  on  désigne  par  (h  la  mesure  le  l'aire 
élémentaire  de  la  surface  t.  el  par  <l->  celle  de  l'aire  élémentaire 
de  la  surface  figuratrice,  par  n  la  direction  de  la  normale  à  la  sur- 
face (<t)  et  par  Pi  celle  du  rayon,  on  peul  écrire 

(  33  )  —  en'"  =  cos (  R,  n  )  dz  d>. 

Mais  on  j)eut  aussi  remplacer dv  par  sa  valeur  <-> 

(o4;  di  =  Ns 


cos(  H,  .N  \ 


(l)  Nous  employons  te  mol  utilisé  par  M.  Hadamard  dans  ses  Leçons  sur  le 
calcul  des  variations,  t.  I.  p.  92. 

(:)  Cette  formule,  considérée  souvent  comme  évidente,  s'établit  facilement  pai 
le  calcul  symbolique.  En  désignant  par  a,,  x,,  x3  les  cosinus  directeurs  <l<-  N.  on  a 

p,       \  / 

«■1 

cos(R,  N)rfv       %ldpidpi-\-...      a,  d\  1  <l\  j.  -+-. . . 

a,  |  \  d\t  a.  dx  .—  x  .<hj.  V  </;<    <hx    \  -   .  .  .       \   il,  ,1  j. .  dx.   ■.    .1        \    di 
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en  introduisant  l'angle  solide  etabalayé  par  l'extrémité  du  vecteur 
directeur  de  N  ;  et  l'on  arrive  pour  J4  à  la  formule  définitive 

qui  généralise  la  formule  donnée  par  M.  Hadamard  (  '  )  pour  le  cas 
de  la  propagation  rectiligne  en  milieu  isotrope 

[N  =  const.  ;  cos(R,  N;  =  i]. 

9.  Comme  ww  provient  de  -  10*  par  différentiation  symbolique, 
l'intégrale  .1-,  est  égale  à  la  moitié  de  l'intégrale 

(36)  Js  =  -///«■. 

prise  suivant  la  multiplicité  fermée  à  trois  dimensions  qui  sert  de 
frontière  au  continuum  (v)  considéré  au  paragraphe  précédent  ; 
cette  intégrale  J3  possède,  dans  ces  conditions,  le  même  caractère 
d'invariance  que  J4.  Elle  correspond  donc  aux  continuums  fermés 
de  oo3  rayons. 

En  chaque  point  de  Taire  a-,  on  aura  à  considérer  des  vecteurs- 
indices  N  dont  l'extrémité  décrira  sur  la  surface  figuratrice  une 
courbe  fermée  (c). 

Désignons  parère  l'angle  d'un  de  ces  vecteurs  avec  le  vecteur 
infiniment  voisin,  et  considérons  le  vecteur  dont  les  composantes 

(37)  P2dp3  —  p3dp^     psdpi  —  pidpz,     Pi  dp2  —  p,dpi 

figurent  dans  u>'. 

On  peut  y  considérer  la  caractéristique  d  comme  celle  du  dé- 
placement sur  la  courbe  (c),  parce  que  xt,  ,r2,  ./ :,  dépendenl  de 
deux  variables  ut,  u-2  seulement,  alors  que  p{.  p.2.  />3  dépendenl 
de  iit,  u>  et  d'une  autre  variable  v  correspondant  au  déplacement 
sur  (c).  La  longueur  de  ce  vecteur  esl  N2c/s,  de  sorte  qu'on  a  l'in- 
terprétai ion 

(38)  — u>"=  N2  cos(  n',  n)  dv  di, 


Ci  C.  /{.  Acad.  Se,  iA  mar«  1898. 
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n'  désignant  la  direction  normale  à  la  fois  an  vecteur-indice  N  et 
au  vecteur-indice  infiniment  voisin. 

10.  Quant  à  l'intégrale 

(S,)  J,  =  -  ////-. 

on    ne    peut    la    considérer   que    prise    suivant    une    multiplicité 

ouverte;  sans  quoi  elle  serait  nulle,  étant  égale  à  —  /  tov  dès 
qu'elle  est  prise  suivant  une  multiplicité  fermée. 

Elle  n'a  donc  que  l'invariance  pari  la  propagation  considérée  ; 
et  n'est  plus  un  invariant  attaché  à  des  systèmes  de  rayons.  Son 
élément  eu"  est.  à  un  facteur  numérique  près,  le  produit 

(4o)  Wdwda, 

où  figure  l'angle  solide  balayé  par  le  vecteur-indice,  el   l'élément 

de  volume  dw  de  l'espace;  car  le  facteur  de  dxx  doc.,  dxA  dans  o/v 

est  le  triple  du  volume  élémentaire  balayé  par  le  vecteur-indice. 

C'est   le   résultat    trouve   par    une    voie    toute    différente,    par 

M.  Hadamard,  dans  le  cas  des  milieux  isotropes  homogènes  ('). 

II.  —  Transformations  des  hayons. 

11.  Les  expressions  différentielles  u>,  to'.  <■>".  to  '.  to,T,  iùy  sonl 
invariantes  par  toute  transformation  de  contact  homogène;  de 
sorte  que  les  invariants  intégraux,  précédemment  étudiés,  relatifs 
au  mode  de  propagation  défini  par  une  fonction 

\\(xi,x     VzipuPtfP») 

particulière,  se  conservent  aussi  par  toutes  les  transformations  de 
contact  homogènes  qui  laissen  inaltérée  l'équation  (2)  :  comme 
cette  équation  n'est  pas  homogène  en  />, .  p2,  /':t.  ces  transforma- 
tions sontcelles  qui  laissent  invariante  la  fond  ion  H  elle-même  (2). 


(*)  C.  B.  Acad.  Se,  14  mars  1898.  —  Cf.  DoNTOT,  Bull.  Soc.  math.  France, 
t.  XLII.   1914,  p.  72-75.  _ 

(*)  Une  transformation  de  contact   qui  change  II  en  une  autre  fonction  II  doit 

être  considérée  comme  changeant  le  milieu  donné  M  en  un  autre  milieu  M.  Elle 


—  160  — 

Elles  formenl  un  groupe  (T),  dans  lequel  est  invariant  le  groupe 
(G)  de  la  propagation  :  ses  transformations  infinitésimales  onl 
pour  fonctions  caractéristiques  lr>  intégrales.,  homogènes  <ln 
premier  degré  en  />,.  />2.  />:i.  de  l'équation 

(40  (H/)  =  o. 

Pour  étudier  ce  groupe,  nous  le  ramènerons  ù  une  forme  cano- 
nique, en  réduisant  II  elle-même,  par  une  transformation  de 
contacl  homogène,  à  la  forme  canonique  p3. 

Nous  écrirons  l'une  de  ces  transformai  ions  canonisantes  : 


i  Yi=  &d%u  ^2,^2;  pu  Pi,  Pi)         (i  =  >,  2,  3), 
(42)  <  qi=Bi(xuxs,  x3;pu  p2,  pi)         (1  =  1,2), 


q3=  H  (a?,,  a?,,  x%\  pu  p.,,  p3), 


en  désignant  par  ),,  j.,-  )'s  I  Q\  1  <]■>•  Ça  les  variables  transformées. 
Le  groupe  de  la  propagation  devient,  par  elle,  le  groupe  (g)  des 
translations 

(43)  yl=y°i,        y*  =  y%,        y%  =  y\  +  *\        qi=q$        (»  =  i,a,3); 

ce  qui  équivaut  à  ce  fait  que  le  groupe  (G)  lui-même,  en  tenant 
compte  de  la  condition  (2),  a  ses  oo4  trajectoires  définies  par  les 
équations 

(44)  Gt  =  yl        G.2  =  yï,        *h  =  z\,        H8=*«,        II  =1, 

si  l'on  considère  dans  ces  équations  ,r°  </»'!,'•  zj,  3°  comme  ^\c< 
constantes  arbitraires.  En  éliminant  p^p^ , p3  entre  ces  équations, 
on  aurait  les  équations  des  oc''  rayons,  qui  sont  aussi  caractérises 
par  les  quatre  constantes  arbitraires  y\,  j-",  aj,  s". 

La  même  transformation  canonisante  (42)  ramène  (T)  au 
groupe  (y)  formé  des  transformations  de  contact  homogènes 
(en  y^y^, y3  ;  qK,  q2,  q$)  qui  laissent  r/s  invariant.  Les  équations 


conserve  1rs  invariants  intégraux  en  question,  si  l"on  tient  compte,  dans  les  ex- 
pressions de  ces  invariants,  de  la  modification  «lu  milieu.  Nous  sapposoas,  au 
contraire,  dans  le  texte,  qu'on  <l"ii  toujours  appliquer  ces  invariants  au  milieu 
donné  M. 
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finies  de  l'une  quelconque  des  transformations  de  contact 

i  fi=  Vdyn y%, y%\ qi, qt, g%\       ?;•=  Qrtyu  yi,  y3;  q^q-i-qo 


(45) 

(  I   —  l,  2,  o) 

<l<-  ce  groupe  (y)  contiennent  donc  L'équation  q'3~q3.  Des  rela- 
tions de  S.  Lie  ('), 

(46)  (Y/Y/.)  =  (QIY,.  =  ,Q,Q/,)  =  o,         (Q,Y,)  =  i         {i^k). 

on  conclut  donc.  à  cause  de  03  =  73.  que  \,.  V,.  Q,,  <).2  ne  dé- 
pendent |>a>  de  ):i.  et  (pic  '^  3  est  de  lii  forme 

(47)  Yt=ya  +  *(yi,yt,qi,qi,q3)< 

Si  l'on  tient  compte  dv>  degrés  d'homogénéité,  ci  si  l'on  pose 

\\°)  —    —  ~1>  — '2j  —   =  -Si,  — 7-    =  -5», 

?3  ?3  ?3  V, 

la  transformation  (45)  s'écrira 

(  s,-  =  B,rjKi,  j-2;  si,  -2)       (i  =  1,  2); 
avec 

(5o)  /3=iy3_  ^(V!,  /j;j„«j);         q'.i  =  q3- 

3  :> 

El  l'identité  ^qtdyi^^q'id/i  >r  réduira  à 

1  1 

(5i)  I!,  rfA,  —  B2  rfA,  =  z,  riY,  ~  s,  dp,  —  <-/•!/. 

On  a  donc  le  groupe  (v)  en  partant  do  groupe  îles  transforma- 
tions (49)  q,u  laisse  invariante,  à  une  différentielle  totale 
additive près ,  l'expression  de  Pfaff^  dyt-\-z2 dy^\  el  en  faisant 
Vextension  de  chacune  de  ces  transformations  définie  par  les  for- 
mules (5o)  et  (48)?  où  la  fonction  •!>  s'obtient,  \\  une  constante 
additive  près,  au  moyen  de  la  quadrature 

d'I  =  z\  dy\  ■+-  z,  dy'.2  —  s,  dyx  —  «j  ^2- 
Le  groupe  (y0)  des  transformations  |  (9)  considérées  a  été  intro- 

(')  S.  Lie  et  F.  Engel,  Théorie  der  Transformationsgruppen,  t.   II.    j>.   187. 
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(luit  par  S.  Lie(').  On  peut  aussi,  comme  l'a  remarqué  M.  Cartan, 
le  définir  par  l'invariance  de  l'expression  bilinéaire 

dyx  dz  j  -+-  dy<i  dzt  (  2  ) . 

C'est  un  groupe  simple  et  ses  transformations  infinitésimales  sont 
de  la  forme  (K-/),  R  étant   une  fonction  quelconque  de  y,,  y2\ 

12.  A  chaque  transformation  de  contact  du  groupe  (Y)  corres- 
pond donc  une  transformation  (4ç)  <'"  groupe  (y0)-  ^  signifi- 
cation de  celle-ci  résulte  de  la  forme  (44)  des  équations  des 
trajectoires.  En  effet,  en  tenant  compte  des  degrés  d'homogénéih; 
et  posant 

<3i)  —  =  h,  —   =   '2, 

Pi  Pi 

on  peut  poser 

(54)  G/=  ^i{ocuXi,  x%\  lu  h),  H,=  HZ>t(a7i,ar8,  x3;  lu  la)  (i  =  i,a), 
el  les  équations  des  trajectoires  deviendront 

(55)  3V  =  .T?,        %i=*«i        (»=>,*), 

y\,y\\  z%  z\  étant  les  coordonnées  de  Tune  quelconque  de  ces 
oc'1  trajectoires,  ou  de  celui  des  oo4  rayons  qui  lui  sert  de  support. 
Une  transformation  quelconque  de  (Y)  est  définie  par  l'élimi- 
nation des  y  et  des  q  entre  les  équations  (4a)?  les  équations 
analogues  écrites  avec  les  lettres  accentuées,  et  les  équations  (48), 
(49),  (5o).  Elle  entraine  donc  les  équations 

(56)  3\(*'lO  =  A,(r*TI&),         %i(x'\r)  =  Bi($,Z)        (1  =  1,2); 

c'est-à-dire  qu'elle  change  chaque  trajectoire  (55)  en  la  trajectoire 
dont  les  coordonnées  y°%,  y";  z°{,  z-1  sont  données  par  les  équa- 
tions 

1 57 1         y°i  =  Mr°  I  ^°  ),       ^'  =  b,-(^°  |  *0  )      (  i  =  1, 2), 

qui  sont  !<■>  équations  de  la  transformation  (  {9). 

(')  S.  Lie  et  F.  Engel,  Théorie  der  Transfovmationsgruppen,  t.  II, p.  1  a8,  189, 
23a,  269,  260. 
(:i  E.  Cartan,  C.  B.  Acad.  Se,  21  mai  1907. 
s)  S.  Lik,  Leipziger  Berichte,  1896,  p.  292. 
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Donc  la  transformation  (49)  donne  la  loi  d'échange  des  oo4  tra- 
jectoires par  les  oc'  transformations  du  groupe  1  T)  qui  lui  corres- 
pondent au  moyen  de  la  quadrature  (52),  et  par  l'intermédiaire 
de  la  transformation  canonisante  (4a). 

13.  Les  transformations  du  groupe  (F),  laissant  invariante 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (2)  des  familles  d'ondes, 
changent  toute  famille  d'ondes  en  une  autre  famille  d'ondes.  Elles 
échangent  donc  les  oo-  trajectoires  qui  servent  à  la  propagation 
d'une  famille  d'ondes,  en  oo2  trajectoires  associées  de  même  à  une 
même  famille  d'ondes. 

On  peut  dire,  d'autre  part,  qu'elles  échangent  les  rayons  de  la 
propagation,  si  Ton  convient  d'opérer  sur  un  rayon  en  opérant 
sur  les  éléments  de  contact  auxquels  il  est  pseudo-orthogonal 
(n»l). 

Donc  les  transformations  du  groupe  (  Y  1  changent  oc-  rayons  qui 
sont  les  pseudo-normales  d'une  famille  d'ondes  en  oo1  rayons 
jouissant  de  la  même  propriété.  Et,  par  suite,  les  transforma- 
tions (4{))  qui  donnent,  au  sens  indiqué,  la  loi  d'échange  des 
oo4  rayons  par  les  transformations  homologues  de  (T),  changent 
toute  congruence  de  pseudo-normales  en  une  congruence  de 
pseudo-normales  :  on  peut  dire  que  ce  sont  des  transformation* 
de  Malus. 

14.  Réciproquement,  imaginons  une  transformation  quel- 
conque (4p)  opérant  sur  les  coordonnées  des  00*  rayons,  et  cher- 
chons à  exprimer  qu'elle  change  toute  congruence  de  pseudo- 
normales en  une  congruence  de  pseudo-normah ss. 

Il  faut  examiner  pour  cela  comment  doivent  être  choisies,  en 

fonction  de  deux  paramètres  m(,  w2,  les  e données  y\ , y\ ;  z°r  5° 

des  trajectoires  (55)  pour  que  celles-ci  soient  les  trajectoires  de 
propagation  d'une  famille  d'ondes;  cardes  que  la  congruence  de 
ravons  est  donnée,  les  trajectoires  auxquelles  ces  rayons  servent 
de  support  s'en  déduisent  par  l'adjonction  à  chaque  point  de 
chaque  rayon  de  l'élémenl  de  contact  pseudo-normal  au  rayon  en 
ce  point. 

Des  équations  (55)  011  passe  aussitôl  aux  équations  |  j  j  i;  et  en 
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Leur  adjoignant  l'équation  auxiliaire 

(->8)  G3=«, 

où  u  sera  un  troisième  paramètre,  on  aura  défini  en  fonction  de 
//,  //,,  iio  les  coordonnées  ./ , . ./  2-  ■>  :i  '■  j>\  ./>2-  p.\  des  éléments  de 
contael  correspondant  à  la  congruence  de  rayons  considérée.  Et 
nous  savons  que  la  condition  qui  exprime  qu'ils  appartiennent  aux 
oc'  ondes  d'une  même  famille  est  que  l'expression 

3 
(16)  oj  =  2uP,-  dxj 

1=1 

soit,  en  «,  ut,  u2*  une  différentielle  totale  exacte  (cf.  n°  7 ).  Car, 
s'il  en  est  ainsi,  l'intégrale  t=f(x,,  £»<  ac3)  de  cette  différentielle 
est  une  intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  121  des 
famille  d'ondes,  à  cause  de  la  dernière  des  équations  (44) 5  et> 
inversement,  si  les  éléments  de  contact  considérés  sont  ceux  d'une 

famille  d'ondes,  £  =  /(,r,«  .ï-2-  < '3  »•  les /;/ sont  proportionnels  aux 

, ,  •    ,       de.  ,  .  .  . 

dérivées  - — ,  et  leur  sont,  par  suite,  respectivement  égaux  a  cause 

de  la  même  relation  H  =  1 . 

Or  la  transformation  (4^)   est    une   transformation  de  contact 

homogène,  et  l'on  a  l'identité 

3 

(59)  Hi  dGi-hHodG,^-  H3  dG3  =^pida:i, 

i  —  1 

d'où  l'on  conclut,   pour  les   fonctions  de   '/,  u{,  u>  considérées, 

l'identité 

3 

{ 60  )  2/>*  dvi  =  du  +  A  dY\  ■+■  -î  fy%% 

en  tenant  compte  des  équations  (44)  et  (58). 

La  condition  cherchée  est  donc  que  l'expression  de  Pfafl 

(61)  z\dy\^-z\dy\ 

soit,  en  utl  u»,  une  différentielle  totale  exacte. 

Donc,  pour  qu'une  transformation  1  i<)  1  soit  une  transformation 
de  Malus,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  possède  la  propriété  suivante  : 
Pour  que  z\  dy\ H-  J3?a dya  sort  une  différentielle  totale,  il  faut  et 
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il  suffit  que  z%  dy{  -{-z^dy*  en  soil  une.  autrement  dit,  l'équation 
-\  mbol  ique 

(  62)  d:-i  dyt  -+-  dz,  dy2  =  0 

doit  être  invariante.   Les   équations  de  la  transformation  doivent 
donc  conduire  à  une  identité 

(63)  dz\  dy\  -+■  dz'%  dy%  —  o(dzi  dy{  -4-  dz*  dy%  )\ 

en  la  différentianl  symboliquement,  on  trouve  l'identité  nouvelle 

(64)  o  =  dp(dzk  dyx-+-  dz,  dy-,  I, 

d'où  l'on  conclut  sans  peine  que  0  est  une  constante. 

Les  transformations  de  Malus  soûl  donc  celles  qui  multiplient 
par  une  constante  la  forme  différentielle  dz\dyK  ~ilz2'ly>- 
c'est-à-dire  qui  donnent  lieu  à  des  identités  de  la  forme 

(65)  z\  dy\  -4-  «',  dy*  —  p(~,  dyx  +  z-,  dy.2 )  —  dty, 

a  désignant  une  constante  et  à  une  fonction  des  ),.  z,-.  y'r  zr 

En  d'autres  termes,  on  a  affaire  aux  transformations  en  1 ./  .  /< 
de  S.  Lie  ('),  et  l'on  ne   retombe  sur  les  transformations  précé- 
demment rencontrées  que  dans  le  cas  où   la  constante  o  est  égale 
à  l'unité. 

15.  On  retrouve  les  transformations  de  Malus  générales  en 
considérant  le  groupe  (Y1)  formé  des  transformations  de  contael 
homogènes  qui  laissent  invariant  le  groupe  (G);  chacune  d  elles 

multiplie  la  fonction  caractéristique  II  par  une  constante  ->  diffé- 
rente de  1  en  général  (2). 

Opérons  comme  au  n°  11,  sur  La  forme  canonique  de  1(11.  Le 
seul  changement  est  celui  de  L'équation  y:t  q3,  qui  doit  être  ici 
remplacée  par  tf's  —  q%  :  p.  L'équation  (47)  ,'^1-  |,ar  suite,  rem- 
placée par 

(66)  j'n  =  pyi+*(yi,yt;qi,q*,  y«); 


(')  S.  Lie  et  F.  Engel,    Théorie  der  Transformations  g  ruppen,  1     II.  |>.   i3i< 

(2)  Ibid.,  p.  264  et  267.—  Les  transformations  infinitésimales  de  cegroupctl*) 

•sont  les  intégrales  des  équations  (\\f)  =cH,  <>u  c  est  une  constante  arbitraire. 
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el  irs  équations  (5o)  deviennent 

(67)  yz  =  pjr*—ty(xnjrti*u**),      ?3=  -q%- 

? 
Par  suite,  l'identité  lq,(/yi  =  nï>q'idy'i  donne  alors 

(68)  B!  dki-i-  B2rfA2=  p(zj  dy^-^r  z2  dyi)  -f-  tfty, 

ee  qui  fournit,  pour  la  transformation (4g)  des  rayons,  la  propriété 
caractérisée  par  l'identité  (65). 

Inversement,  toute  transformation  (49)  appartenant  au  groupe 
(v'0)  caractérisé  par  la  forme  d'identité  (65),  c'est-à-dire  toute 
transformation  de  Malus,  peut  être  étendue,  au  moyen  des  for- 
mules (()-  )  et  (  {8);  la  fonction  <!/  résultant  de  l'intégration  de  la 
différentielle  totale  (65).  Elle  provient  donc  effectivement  de 
l'une  des  transformations  de  contact  qui  laissent  invariant  le 
groupe  (G),  et  même  de  oc*  telles  transformations. 

Mais,  si  p  n'est  pas  égal  à  un,  ces  transformations  modifient  en 
réalité  la  nature  élastique  (.\u  milieu,  puisque  tout  se  passe  comme 
si  chaque  surface  d'onde  était  remplacée  par  son  homothétique 
par  rapport  à  son  origine,  a\ec   un  rapport  d'homothétie  constant 

égal  à  0  :  c'est  en  effet  ce  qui  résulte  du  changement  de  H  en  -  H 
dans  l'équation  tangentielle  (2)  des  surfaces  d'onde. 

16.  En  ce  qui  concerne  les  invariants  intégraux,  l'application 
de  la  transformation  canonisante  (42)  inet  en  évidence  le  fait 
que  J2  et  J...  sont  attachés  à  des  systèmes  de  rayons;  car,  en  tenant 
compte  de  la  condition  q ,x  =  1 ,  on  déduit  de  2pidxi=  Hqidyi  les 
expressions 

( 69  )  co'  =  ds{  dyx  -+-  dz%  dyt,         10'"  ==  —  dzt  dz>  dyi  dy-2, 

où  n'interviennent  que  les  coordonnées  constantes  de  chaque 
rayon. 

On  vérifie  de  plus  que  l<^  transformations  <ln  groupe  1  Y  1  donnant 
lieu  à  l'identité  (52),  il  en  résulte  immédiatement  par  différen- 
tiaiion  symbolique  l'invariance  de  co';  et,  par  suite  de  co'"  (déjà 
remarquée  au  n°ll).  Les  invariants  J2  el  .1 -,  ne  sont  donc  pas 
altérés  par  ces  transformai  ions. 

\n   contraire,   les   transformations  du  groupe  (T'),  comme  le 
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montre  la  différentiation  symbolique  de  l'identité  (65),  multiplient 
J2  par  p  et  J4  par  p2.  Il  en  est  donc  de  même  dv<  transformations 
de  Malus,  qui  ne  laissent  invariants  J2  et  iÂ  que  dans  le  cas  parti- 
culier 0  =  1. 

17.  Dans  le  cas  d'un  milieu  homogène  el  isotrope,  <>n  a 
(70)  H  =  -)/p\-+-pl-i-ph 

n  étant  une  contante  qui  est  la  longueur  constante  du  vecteur- 
indice.  On  peut  ici  la  supposer  égale  à  l'unité. 

On  peut  alors  prendre  pour  transformation  canonisante  : 


(  ?i  =  />t>      9i  =  Pî,      qs  =  Vp\  -*-  p\  -*-ph 

d1^    i  P*  Pi  /— ; 5 0^1 

\  Pi  P*  p.'. 

Les    équations    du  rayon  qui  est  ici  normal  à  un  élément  de 
contact  (a?n  x2,  x3;  pi,p>, p3)  quelconque  étant 

X,  —  ar,        X,  —  .r,        X  3  —  ./-., 

(72)  =  =  , 

Pi  Pi  P^ 

y,  et y2  sont  les  coordonnées,  dans  le  plan    X3=o,  <lu   pied  du 
rayon  dans  ce  plan,  et  nos  deux  autres  coordonnées 

(73)  ,,_*!__         P> 


1*      \/pï  +  p'û+pi  9s      \Jpi—p'à-p'i 

sont  les  deux  cosinus  directeurs  du  rayon  relatifs  à  l'axe  des  x{  cl 
à  l'axe  des  x2. 

On  retrouve  donc  les  variables  introduites  par  II.  Bruns  dans 
sa  théorie  de  Y Eikonal  ('). 

La  variable  y3  est,  de  plus,  la  distance  du  pied  du  rayou  «î  un 
point  quelconque  de  ce  rayon. 

On  voit  donc  que  le  succès  <!•■  la  transformation  de  M.  Bruns 
tient  à  ce  qu'elle  change  le  groupe  des  dilatations  en  un  groupe 
de  translations. 


(')  Abhandlungen    der  k.  sdchs.   GeselUchaft.    der    Wiss.,  t.   XXI,  i8g5. 
Cf.  F.  Hansdorff,  Leipzigen  Berichte,  1896. 
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SDR  LES  FONCTIONS  DE  GREEN  ET  DE  NEDMANN  DD  CYLINDRE: 
1*ar   M.   Georges  Bouligaivd. 


INTRODUCTION  (*). 

1.  Nous  considérerons  un  cylindre  dont  la  section  droite,  sup- 
posée fermée,  limite  une  aire  simplement  connexe:  soient  -  cette 
aire  et  L  son  périmètre.  Pour  plan  xOy,  nous  prendrons  le  plan 
d'une  section  droite  quelconque  2„,  et  pour  axe  O^,  une  paral- 
lèle aux  génératrices.  Nous  appellerons  Sz  la  section  droite  de 
cote  t. 

Nous  appellerons  demi-cylindre  la  portion  de  l'espace  occupée 
par  les  points  qui  sont  intérieurs  au  cylindre  et  se  trouvent  ^Yum 
certain  côté  d'une  section  droite  donnée.  Toute  section  droite  1'/, 
divisera  le  cylindre  indéfini  en  deux  demi-cylindres.  Nous  appel- 
lerons (h+)  celui  qui  est  situé  du  côté  des  z  positifs,  (h_)  celui 
qui  correspond  aux  z  négatifs.  Nous  désignerons  par  (h,  h')  le 
cylindre  droit  limité  aux  sections  S^  et  2^». 

Nous  représenterons  par  des  grandes  lettres  les  points  intérieurs 
an  evlindre,  parles  petites  lettres  correspondantes  leurs  projec- 
tions sur  le  plan  de  la  section  (20). 

2.  Nous  considérerons  les  deux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles 

d*U       d*U       <PU 

et 

,    .  à'1  u         d2  u 

L'étude  de  ces  équations  est  aujourd'hui   fort   avancée  :  le  plus 


(')  Les  résultats  contenus  dans  ce  travail  ont  été  résumés  dans  deux  Notes 
publiées  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (5  mai  et  8  dé- 
cembre  ip,i3  ). 
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souvent  on  cherche  à  en  déterminer  une  solution  régulière  dans 
un  certain  domaine,  connaissant,  le  long  de  la  frontière  de  ce 
domaine.  Ie>  valeurs  de  cette  solution  ou  celles  de  sa  dérivée  nor- 
male. 

La  théorie  de  Fredholm  a  permis  d'établir  la  discussion  com- 
plète de  ces  problèmes  dans  le  cas  où  le  domaine  considéré  esl 
régulier  et  limité  en  tous  sens.  Les  travaux  qui  ont  trait  à  ces 
questions  sont  trop  nombreux  pour  (pie  nous  puissions  songer  a 
les  énumérer  (').  Nous  nous  contenterons  de  rappeler  quelques 
résultats  tout  à  fait  classiques,  mais  d'une  importance  capit.de  pour 
la  suite. 

Nous  poserons 

R *  =  (  x  -  X I  *  +  ( y  -  rt  )*  +  |  z  -  r  |  » 
et 

r2=  (*  —  %y--*-(y  —  •»))*■ 

Une  solution  fondamentale  de  (  i  )  sera 


ou 


li 


suivant  que  A  est  positif  ou  négatif. 

Comme  solution  fondamentale  de  (2),  on  peut  prendre 

K(i-^r), 

quel  que  soit  le  signe  de  a  :  cette  fonction  est  solution  de  l'équa- 
tion différentielle 

d"- 11  1    du        . 

dr'2  r   dr 

Si  l'on  considère  la  fonction  de  Bessel  J(iyXr)  qui  esl  une  autre 

solution  de  la  même  équation,  définie  en  tout  point  du  plan,  par 


('  )  Nous  citerons  seulement  denv  Mémoires  île  M.  Picard,  parus  dans  les 
Rendiconti  di  Palenno  :  Sur  quelques  applications  de  l'équation  de  Fredholm 
I  t.  Wll)  et  Sur  la  distribution  de  l'électricité  avec  la  loi  de  Neumann 
(t.  XXXVII).  —  Voir  aussi  comme  Ouvrages  didactiques  :  FrÊCHKT  et  EfBYWOOD, 
L'équation  de  Fredholm  et  ses  applications  à  la  Physique  mathématique.  - 
Goursat,  Traité  d'Analyse,  t.  III,  cliap.  XXVII  et  XX VIII. 
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la  série 

J  (  t  /A  r)  =  i H t-tt  —  4-. . . . 

la  fonction  K  est  de  la  forme 

K(i\/Ï  r)  =  H(i'vAr)  -H  J(i  j/Xr)  log-, 
la  fonction  H  étant  holomorphe.  On  démontre  en  outre  qu'on  a 

(3)  ÎIïH  =  I    f       K(»>  v/X*-+-  f*2)  cosXf~  —  :,i  dl. 

et  cela  en  remarquant  que  le  second  membre  est  solution  de 
l'équation  (  i  ),  lorsqu'on  y  suppose 

A  =  fx»  ; 

il  suffit  alors  de  constater  qu'on  a  bien  une  solution  fondamen- 
tale (le  pôle  étant  le  point  x,  y,  z),  qui  s'annule  à  l'infini  ainsi 
que  ses  dérivées. 

De  la  formule  (3)  on  déduit  immédiatement 

(4)  K(»r»/X*-^  uO=  -   f       (-£-cosï(z  —  1id\. 
Considérons  l'intégrale 

-    /         K  (  ir  /X*  —  |i*  )  cos  1  (  z  —  l  |  dk 

en  lui  appliquant  le  raisonnement  fait  pour  l'intégrale  analogue 
qui  figure  au  second  membre  de  (3),  nous  voyons  qu'elle  repré- 
sente une  fonction  de  ;.  7),  Z  qui  s'annule  à  l'infini  ainsi  que  ses 
dérivées,  et  que  cette  fonction  est  une  solution  fondamentale  «le 
l'équation  (i)  lorsqu'on  y  suppose  À  = —  «j.2  :  tout  ce  que  nous  pou- 
vons en  conclure  ici  (ce  qui  nous  suffira  d'ailleurs),  c'esl  que 
cette  intégrale  représente  une  fonction  de  la  forme 

Costa  l\  ■+-  h  sin  [jiR 
M 
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(h  étant  une  constante  inconnue),  c'est-à-dire  une  solution  fon- 
damentale de  (i). 

3.  Fonctions  de  Green  et  de    Veumann.   —  Considérons  un 

volume  (V)  et  un  point  P  intérieur  à  ce  volume  | >" i l  s'agit  de 
l'équation  (i  )]  ou  bien  une  aire  (S  |  et  un  point  p  intérieur  à  cette 
aire  [s'il  s'agit  de  l'équation  (2)].  Pour  le  moment,  nous  supposons 
ces  domaines  (\  )  ou  iïi  limités  eu  tous  sens. 

La  solution  de  notre  équation,  qui  devient  infinie  au  point 
considéré  (P  ou  p  i  comme  la  solution  fondamentale,  et  qui  s'an- 
nule sur  la  frontière,  s'appelle  Va  fonction  de  Green  :  celle-ci  est 
donc  fonction  de  deux  points  du  domaine,  et  nous  la  représente- 
rons par  l'une  des  notations 

G(iM,  P;  A)        ou         g(m,  p:  1) 

suivant  qu'un  est  dans  l'espace  ou  dans  le  plan.  On  démontre 
qu'elle  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  points  dont  elle  dé- 
pend. Une  telle  fonction  existe  toujours  lorsqu'on  suppose  A^o. 
Nous  appellerons  de  même  fonction  deNeumann  une  solution 
qui  devient  infinie  au  point  donné  comme  la  solution  fondamen- 
tale et  dont  la  dérivée  normale  s'annule  le  long  de  la  frontière. 
Nous  représenterons  une  telle  fonction  par  lune  des  notations 

r(M,  P;  A)    ou     f(m,p',  1). 

Une  telle  fonction  est  encore  symétrique  par  rapport  aux  deux 
points  dont  elle  dépend.  77  importe  de  remarquer  que  la  défi- 
nition précédente }  qui  esi  toujours  valable  pour  A  positif  (ou  X 
positif),  cesse  de  l'être  lorsqu'on  donne  à  A  ou  X  la  valeur 
zéro. 

Dans  le  cas  de  l'équation  de  Laplace,  il  faut  en  effet  la  modi- 
fier, en  supposant  la  dérivée  normale  non  plus  nulle,  mais  cons- 
tante  sur   la    frontière    (cette  constante  étanl  —  pour  L'espace, 

~  pour  le  plan)  :  pour  achever  de  déterminer  la  fonction  de 
Neumann,  on  ajoute  la  condition  que  la  moyenne  de  ses  valeurs 
sur  la  frontière  du  domaine  e>t  une  constante,  d'ailleurs  arbi- 
traire. On  conserve  ain>i,  comme  l'a  montré  M.  Hadamard  (  '  >,  la 


(')  Propagation  des  ondes,  Cliap.  I. 
XL1I. 
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propriété   de  symétrie.    Nous  représenterons   cette    fonction  peur 
l'une  des  notai  ions 

r(.M,  P)     ou     y (m,p). 

Il  résulte  de  la  théorie  de  Fredholm  que  les  quatre  fonctions 
G(M,  P:A),     x(m,p;ï),     P(M,  P;A»,     y(m, />;  X) 

sonl  des  fonctions  méromorphes  de  A  ou  X.  On  démontre  que 
tous  leurs  pôles  sont  simples  et  correspondent  à  des  valeurs 
réelles  du  paramètre  :  ces  valeurs  sont  toutes  négatives  pour  la 
fonction  de  Green.  Pour  la  fonction  de  Neumann,  aucune  n'esl 
positive. 

Par  contre,  la  râleur  A  =  o  (owX  =  o)  correspond  à  un  pôle 
de  cette  fonction. 

On  démontre  facilement  (  '  )  qu'on  a 

(5)  •;   ///,  />:  X)  =  yë  -+-i(m,P\  M: 

où  y'  est  une  fonction  holomorphe  par  rapport  à  X  autour  de  la 
valeur  X  =  o. 

Dans  le  cas  de  l'espace,  on  aurait  de  même 

(6)  r(M,  P;  A)  =  ±^-r'(M,  P:  A), 
V  étanl  holomorphe  en  A  pour  A  =  o. 

ï.   Considérons  la  suite  des  pôles  de  la  fonction  gun.  j>\  X) 
(a)  —  af,     —  af,      ...,     —  a*,      ...; 

à  chacun  d'eux  correspondent  une  ou  plusieurs  fonctions  fonda- 
mentales, nulles  sur  le  contour.  \<>u^  répéterons  chaque  tenu.' 
de  la  suite  (a)  autant  de  fois  qu'il  lui  correspond  de  telles  fonc- 
tions. Enfin,  nous  supposerons  ces  fonctions  écrites  en  une  suite 
orthogonale  el  normale 

(v)  rit'"),     <p2(m),      ....     cprt(/n),     ...: 

(')  Samklevici.  Thèse,  p.  G3. 
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on  a,  entre  ces  divers  éléments,  les  relations 


«£©*  =  O, 


-)    {  Vi(m)n(m)d2m=o     (i      k),  /     /    tp|(m.)  rf2/n  =  i, 

'  "  r ■  I  /'  »  =  «?  /    /    r « (  "'  )  S  (m,p)dZ, „, . 
J  J(2 

où  g(my  p)  est  la  fonction  tic  Green  ordinaire.  Cette  fonction 
étant  essentiellement  positive,  nous  nous  trouvons  dans  le  cas 
d'application  du  théorème  suivant,  dû  à  M.  Robert  Jentzsch  (')  : 

«  Etant  donnée  une  équation  intégrale  de  la  forme 
F(P)  =  ?(P)  —  ^I    i^(m)K(m1p)dLm, 

dont  le  noyau  l\  (m,/?)  est  positif,  la  constante  caractéristique 
de  moindre  module  correspondant  à  ce  noyau  esl  réelle,  positive; 
en  outre,  c'est  une  racine  simple  de  I  )  ( /.  i.  11  lui  correspond  uiw 
seule  fonction  fondamentale  qui  a  le  même  signe  dans  toute 
l'aire.  » 

Ainsi,  dans  le  oas  actuel,  les  deux  nombres  %\  et  y.'i  sont  cer- 
tainement distincts.  En  outre,  la  fonction  co,  (m)  a  même  signe  en 
tout  point  de  l'aire  (S).  Nous  conviendrons,  ce  qui  est  évidem- 
ment permis,  que  ce  signe  est  le  signe  i   -i. 

Nous  utiliserons  en  outre  le  théorème  suivant,  dont  la  démons- 
tration résulte  des  travaux  de  MM.  Hilbert  el  Schmidl  i  2)  : 

Soit  Y  (m)  une  fonction  définie  en  tout  point  de  l'aire  (S), 
s' annulant  sur  le  contour  (C)  et  possédant  <-u  tout  point  de 
l'aire  des  dérivées  du  second  ordre  continues.  Cette  fonction 
est   développable  en   une  série  absolument  et   uniformément 


(')  Ueber  Integralgleichungen  mit  positiver  Kern  {Journal  'le  C relie, 
t.  141,  fasc.  4). 

(2)  Fréchet  et  IJeywool),  L'équation  de  Fredholm  <t  ses  applications,  <ic. 
p.  108  el  iâi . 
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convergente  de  fonctions  de  la  suite  (cp)  : 

-+-  « 

F  (  m)  =  /   ci  o/f  m  )  ; 

:=  1 

/a  valeur  du  coefficient  a  sera  donnée  par 

De  même,  considérons   la  suite   (S)   des   pôles  de   la   fonction 
y(m,/>;  X) 
(?)  o.    -Pï,     -pf -pî,    ... 

et  soii 

(<10  -7=»      'M'»)>     <M™),      ••-,     tyn(m),     ... 

/S 

la  suite  orthogonale  et  normale  des  fonctions  fondamentales  cor- 
respondantes. Toutes  ces  fonctions  ont  leurs  dérivées  normales 
nulles  sur  le  contour.  Toute  fonction  définie  dans  l'aire  (£),  con- 
tinue en  tout  point  de  l'aire  ainsi  que  ses  dérivées  des  <l<>ur 
premiers  ordres  et  ayant  une  dérivée  normale  nulle  sur  le  con- 
tour, sera  encore  développable  par  rapport  aux  fonctions  de  la 
suite  (•!/)  en  une  série  absolument  et  uniformément  con- 
vergente. 

5.  Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  fonctions  de 
Green  et  Neumann  du  cylindre  indéfini,  et  de  quelques  questions 
qui  s'y  rattachent. 

Les  propositions  que  nous  rencontrerons  peuvent  se  classer  en 
deux  sortes  : 

i°  Les  unes  sont  négatives  :  du  fait  que  !«■  domaine  considéré 
est  infini,  un  certain  nombre  des  propriétés  des  fonctions 
G(M,  P;  A)  et  r(i\L  P;  A)  ressent  d'être  vraies  :  ainsi  nous  ver- 
rons que  ces  fonctions  ne  sonl  plus  méromorphes  en  A. 

20  Les  autres  ont  trait  ;i  des  relations  précises  entre  ces  fonc- 
tions et  les  éléments  correspondants  de  la  section  droite,  et 
résultent  directement  des  propriétés  géométriques  élémentaires 
du  cylindre. 
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Pour  l'étude  des  premières,  je  noie  suis  inspiré  de  l'exemple 
singulier  d'équation  intégrale,  donné  par  M.  Picard  |  '  i  el  désor- 
mais classique. 

Pour  les  autres,  je  dois  citer  le  Mémoire  de  M.  Paul  Lévj  -  l, 
qui  contient  une  relation  fort  importante  entre  la  fonction  de 
Green  ordinaire  d'un  cylindre  indéfini  et  celle  de  sa  section 
droite.  On  a 


L 


G(M,  P  w/:  =  7.g{  m.  r 


L'objet  principal  du  précédent  Mémoire  esl  de  montrer  com- 
ment l'équation  aux  dérivées  fonctionnelles  de  la  fonction  de 
Green  permet  le  calcul  complet  de  cette  fonction  dans  le  cas  d'un 
cylindre  de  révolution  indéfini  :  ce  calcul  se  ramène  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  de  Riccati.  M.  Paul  Lévj  indique  aussi  inci- 
demment un  fait  important  que  nous  généraliserons  ici  : 

La  fonction  de  Green  ordinaire  du  cylindre  de  révolution  a  une 
expression  asvmptotique  de  la  forme 

kJ(kr)e~W\, 

r  désignant  la  distance  à  l'axe  du  point  ç,  yj,  Z.  et  a  la  plus  petite 
racine  positive  de  l'équation 

J(Xt'R.)  =  o         (A  =  rayon  «in  cylindre). 

L'expression  de  la  fonction  de  Green  du  cylindre  de  révolution 
est  d'ailleurs  connue  depuis  très  longtemps  (3)  (au  moins  formel- 
lement) sous  forme  d'un  développemenl  où  figurent  les  fonctions 
de  Bessel. 

J'ai  également  tiré  parti  de  la  Thèse  de  M.  \  ergne  (*)  :  je  fais 
allusion  à  la  méthode  forl  élégante  par  laquelle  l'auteura  résolu  le 
problème  des  petites  oscillations  d'un  fluide  parfait,  uniquemenl 
soumis  à  l'action  de  son  poids,  ci  contenu  dans  un  cylindre  ver- 
tical infiniment  profond.  Le  principe  de  cette  méthode  utilise  un 


(')  Picard,  C.  R.  Acad.  Se,  i3  octobre  1910,  el  Annales  de  l'École  Normale, 
1911. 

(2)  Paul  Lkvy,  Sur  la  fonction  de  Green  ordinaire  du  cylindre  de  révolu- 
tion, etc.  (Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,   2*  semestre   191a). 

(3)  Heine,  Anwendungen  der  Kùgelfunctionen,  p.  186. 

(4)  Vérone,  Thèse,  p.  72  et  suiv. 
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développement  procédant  suivant  le->  fonctions  fondamentales  de 
la  section  droite  :  nous  verrons  dans  la  suite  tout  le  parti  qu'on 
peul  tirer  de  pareils  développements. 

6.  Le  Ghapitre  I  est  réservé  à  l'étude  du  cylindre  droit  :  il  est 
très  facile  de  trouver  comment  se  prolonge  analytique  ment,  dans 
le  cylindre  indéfini,  la  fonction  de  Green  ou  de  Neumann  d'un 
cylindre  limité.  On  démontre  que  la  fonction  ainsi  prolongée  est 
périodique  par  rapport  à  la  cote  du  point  M.  la  période  étant 
double  de  la  hauteur  du  cylindre.  On  est  donc  conduit  à  repré- 
senter Cette  fonction  par  un  développement  de  Foncier,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  de  Green  de  la  section  droite, 
relatives  à  l'équation  (2),  pour  des  valeurs  de  ).  qui  sont  de  la 
forme 

/i27i2 

H  étant  la  hauteur  de  notre  cylindre  droit.  En  outre,  les  dérivées, 
par  rapport  à  w  de  la  fonction  de  Green  G(M,  P;  A)  du' cylindre 
droit,  sont  elles-mêmes  représentables  par  des  développements  de 
Fourier,  qui  se  déduisent  par  dérivation  terme  à  terme  du  déve- 
loppement précédent.  On  en  déduit  très  simplement  que,  lorsque 
X  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives,  les  fonctions 
g(m:  p:  X)  et  Y;(wt,  p',  X)  tendent  vers  zéro  plus  rapidement  que' 
n'importe  quelle  puissance  de  y  Ce  résultat  n'est  pas  d'ailleurs 
absolument  nouveau,  mais  la  méthode  précédente  en  donne  une 
démonstration  tout  à  fait  intuitive. 

Nous  passons  alors  au  cylindre  indéfini  :  avant  de  définir  les 
Jonctions  de  Green  et  de  Neumann,  il  est  nécessaire  de  recher- 
cher quelles  conditions  il  convient  d'imposer  à  une  solution  de 
l'équation  (1)  pour  en  assurer  l'unicité.  La  réponse  à  cette  ques- 
tion nous  est  fournie  par  les  deux  propositions  suivantes  : 

i°  Quel  que  soit  A,  m  une  solution  de  1  1  |  s'annule  sur  le  cy- 
lindre et  tend  uniformément  vers  zéro  quand  |Ç|  croit  indéfini- 
ment (auquel  cas  nous  dirons  qu'elle  <-si  régulière  à  /'i/t/i/ii  1. 
elle  est  identiquement  nulle  à  l'intérieur  du  cylindre. 

â°  Si  l'on  a  au  >ens  >|iiel  A  -f-  a'^  >  o.  toute  solution  de  (1) 
qui  est  bornée  dans  le  cylindre  et  qui  est  nulle  sur  sa  surface  est 
nulle  à  l'intérieur. 
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Pétant  un  point  fixe  intérieur  au  cylindre,  nous  appellerons 
donc  fonction  de  Green  une  solution  qui  devient  infinie  en  I* 
comme  la  solution  fondamentale,  qui  s'annule  sur  le  cylindre  el 
qui  est  régulière  a  l'infini. 

On  démontre  alors  aisément  le  résultat  suivant  : 

i°SiA  — a-' est  positif,  il  \  a  une  fonction  de  Green  donnée 
par 

i    r+x 

G(M,  P;A)=-    I         g(m,  p;  A  -h  X*_)cos  À  ({  —  *)«&• 

3°  Si  A  +  a;  est  négatif  ou  nul.  il  n'y  a  pas  de  fonction  die 
Green. 

On  obtient  des  résultats  analogues  pour  la  fonction  de  Neu- 
mann  T(M.  P;  A);  sa  définition  e>i  analogue  à  celle  de  la  fonc- 
tion de  Green  :  il  suffit  de  remplacer  La  condition  <i       <•  sur  Le 

cylindre  par  la  condition  -p  =  o.    Il  n'y  a  de   fonction  de    Neu- 

niann  que  si  A  est  essentiellement  positif. 

Les  fonctions  G  (M,  P;  À)  et  T  (M,  I';  A)  du  cylindre  indéfini 
(A  étant  tel  qu'elles  existenl  )  peuvenl  être  considérées  comme  la 
limite  vers  laquelle  tendent  les  fonctions  de  Green  el  «le  Neumann 
d'un  cylindre  droit  (pour  la  même  valeur  de  A  )  lorsque  les  bases 
s'éloignent  indéfiniment  de  pari  et  d'autre. 

Le  Chapitre  III  contient  les  développements  des  fonctions 
G  (M,  P:  A)  et  r  (M,  P;A)  en  séries  de  fonctions  fondamentales; 
ces  -«'ries  ont  l'avantage  <l<-  fournir  immédiatement  l'expression 
asymptotique  de  ces  fonctions  à  l'infini:  elles  convergenl  unifor- 
mément  dans  toute  section  droite  différente  de  celle  du   point 

fixe  P.  Leur  examen  fournit  en  outre  •  preuve  du  l'ail   que  ces 

fonctions  G  (M.  P;  A)  et  !' i  M.  I*;  A)  ne  peuvenl  être  méro- 
morpbes  en  A. 

Au  Chapitre  f\  .  j'ai  étudié  les  relations  entre  la  fonction  de 
Green  du  cylindre  el  celle  de  sa  section  droite  :  l'une  de  ces  rela- 
tions est  due  à  M.  Paul  Lé vy.  J'ai  montré  commenl  on  peut  en 
obtenir  une  aul re  de  la  forme 


II 


Ci/'   Ci'"   ris" 
*-"  in  ui/    u  —  m 


n 6  /'• 
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celle  relation  s'applique  à  Unîtes  les  équations  de  la  forme 

d*U       à*U       *U       .  D/,     ... 
■^-H^i-  +  -^"  =  AR(^71)U' 

où  R  i  ;.  7)  i  esl  une  fonction  positive  dans  toute  la  section  droite  : 
comme  on  le  voit,  elle  ne  fait  intervenir  que  les  valeurs  de  la 
fonction  G  qui  correspondent  à  des  points  situés  dans  une  même 
section  droite. 

De  cette  propriété  se  déduil  la  résolution  d'équations  fonction- 
nelles de  forme  simple,  dont  le  noyau  est  la  fonction  G  (m,p;  A); 
m  et  p  désignant  toujours  deux  points  d'une  même  section 
droite  S0. 

Au  Chapitre  \  .  j'ai  abordé  la  discussion  du  problème  de  Diri- 
chlet  en  essayant  de  montrer  ce  que  le  fait  de  considérer  un 
domaine  infini  peut  introduire  de  nouveau.  Voici  à  cet  égard  les 
résultats  que  j'ai  obtenus  :  suivant  le  signe  de  A  +  a|,  on  est 
amené  à  se  poser  deux  problèmes  différents  : 

i°  Si  A  +  a?  est  >>  o,  on  peut  énoncer  la  question  sous  une 
forme  plus  générale  :  «  Trouver  une  solution  de  l'équation  (i), 
régulière  et  bornée  à  l'intérieur  du  cylindre  et  prenant  sur  le 
cylindre  des  valeurs  données,  continues  et  bornées.  »  J'ai  montré 
que  ce  problème  a  une  solution  et  une  seule. 

2°  Lorsque  A+a'  est  ^o,  j'ai  dû  me  restreindre  à  étudier  la 
question  suivante  :  «  Soit  H  (s,  z)  une  fonction  donnée  sur  le 
cylindre;  on  la  suppose  continue,  tendant  vers  zéro  lorsque  |^J 
croît  indéfiniment  et  telle  que  son  intégrale  le  long  d'une  généra- 
trice soit  absolument  et  uniformément  convergente  :  trouver  une 
solution  de  (i  )  régulière  dans  le  cylindre  et  régulière  à  l'infini,  et 
prenant  sur  la  surface  les  valeurs  H  (s,  z).  »  Ce  problème  esl  en 
général  impossible,  j'ai  donné  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'on  puisse  le  résoudre,  en  introduisant  la  notion  de 
fonction  de  Green  généralisée.  Si  A  esl  compris  entre  les  deux 
nombres  —  a*  et  —  aÔ+n  ces  conditions  sont  au  nombre  de  :>p.  Si 
l'on  supprime,  dans  l'énoncé  précédent,  la  condition  de  régularité 
à  l'infini,  le  problème,  d'impossible,  devient  indéterminé. 

Enfin,  dans  un  dernier  Chapitre,  j'ai  consacré  quelques  mots  à 
la  fonction  de  Neumann  ordinaire,  qui  est  bien  entendu  analogue 
aux  fonctions  de  Green  généralisées. 
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Qu'il  me  soit  maintenant  permis  d'exprimer  à  M.  Hadamard 
mes  bien  sincères  remercîments  ;  non  seulement,  j'ai  toujours 
trouvé  auprès  de  lui  l'accueil  le  plus  cordial  el  les  plus  précieux 
encouragements,  mais  ces!  dans  son  œuvre  que  j'ai  puisé  les 
idées  directrices  de  mes  propres  recherches. 

C  est  pour  moi  un  plaisir  non  moins  vil  de  remercier  M.  Picard 
et  M.  Borel  dont  je  suis  aussi  l'élève,  el  don!  j'ai  éprouvé  maintes 
fois  l'extrême  bienveillance.  Je  suis  heureux  de  leur  en  témoigner 
ici  ma  profonde  reconnaissance. 

CHAPITRE  I. 

LE    CYLINDRE    LIMITE. 

7.   Nous  attirerons  «l'abord  l'attention  sur  le  fait  suivant  : 

Les  fonctions  de  Green  et  de  Neumann  d'un  cylindre  limité  se 
prolongent  aisément  dans  le  cylindre  indéfini  :  les  fonctions,  ainsi 
prolongées,  sont  périodiques  par  rapport  à  la  cote  (\\i  point  va- 
riable, et  leur  période  est  double  de  la  hauteur  du  cylindre. 

Prenons,  par  exemple,  la  fonction  de  Green  ordinaire  Gl  M.  Pi 
relative  au  cylindre  {/i,  h');  considérons  le  cylindre  th.  :>.l>  h  . 
symétrique  du  précédent  par  rapport  au  plan  IV  et  la  fonction  qui 
prend  au  point  M'  symétrique  du  point  M  par  rapport  à  ï/(  la 
valeur  —  G(M,P)  :  cette  fonction  est  définie  dans  noire  nouveau 
cylindre,  et  elle  y  prolonge  G(M,  P),  car  le  long  du  plan  E*,  elle 
s'annule  tout  comme  G(M,  P),  et  sa  dérivée  par  rapporl  à  ^  coïn- 
cide avec  celle  de  G  (M,  P).  Enfin,  le  long  du  cylindre,  elle  pro- 
longe bien  G(M,  P),  puisqu'elle  es!  nulle.  La  fonction  de  Green 
du  cylindre  [h.  h')  esl  donc  dès  à  présenl  définie  dans  le  cylindre 
double  {ih  —  h\  h')  :  sur  les  section-  S2a_A'  et  ï/,  elle  s'annule,  el 
en  de-,  points  de  ces  sections  situes  sur  une  parallèle  aux  généra- 
trices, sa  dérivée  par  rapporl  à  Z  a  la  même  valeur  :  c'esl  «lire  que 
si  nous  imprimons  au  cylindre  «  2  h  —  /<'.  h')  le  groupe  de  transla- 
tions rectilignes  :>.// 1  h'  h  I  parallèlemenl  aux  génératrices),  /i  dé- 
signant un  entier  quelconque,  nous  réaliserons  le  prolongement 
annoncé.  Nous  obtiendrons  bien  une  fonction  périodique  de  Ç,  et 
sa  période  sera  :nh' —  k). 

La  fonction  G(M,  P)  possédera    deux    points    singuliers   dans 
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chacun  des  cylindres  de  hauteur  :n  h'  -  h)  que  nous  juxtaposons 
ainsi.  En  désigna*!*  par  P'  le  symétrique  de  P  par  rapport  à  Z^ 
dans  le  cylindre  i  >.li  —  h'.  li').  sa  partie  singulière  sera 

i  i 

MP  _  MP7' 

Ce  raisonnement  s'applique  sans  modification  à  G(M,P;A) 
(  pourvu  que  A  ne  soit  pas  une  constante  caractéristique). 

Pour  l'(  M.  i':  A),  on  procédera  d'une  manière  tout  à  faii ana- 
logue :  toutefois,  ici,  pour  opérer  le  prolongement  dans  le  cy- 
lindre i  h,  >.h  —  h'),  il  faudra  considérer  la  fonction  qui  prend  au 
point  M'  la  valeur  r(M,  P;  À)  elle-même. 

8.  Voici  maintenant  une  conséquence  de  celte  proposition  : 
Soit   une  parallèle  aux  génératrices,  intérieure  au  cylindre,  et 

ne  passant  pas  par  P  :  si  le  point  M  se  trouve  sur  cette  droite,  nos 
fonctions  G  et  Y  dépendent  seulement  de  ~;  nous  venons  de  voir 
qu'elles  sont  périodiques.  Remarquons  de  plus  que,  quel  que 
soit  Ç0,  elles  sont  développantes  en  série  entière  autour  de  cette 
valeur.  Il  en  résulte  qu'elles  satisfont  aux  conditions  de  Dirichiet; 
elles  sont  donc  développantes  en  séries  de  Fourier,  dans  un  inter- 
valle d'amplitude  2(/i' — h ) ;  et  ces  séries  seront  uniformément 
convergentes  dans  tout  l'intervalle ,  puisque,  nulle  part,  G  ni  Y 
ne  présentent  de  discontinuité  (*). 

Mais  nous  pouvons  répéter  identiquement  le  même  raisonne- 
ment pour  une  dérivée  d'ordre  quelconque,  par  rapport  à  £,  de  G 
ou  de  T  :  celle-ci  sera  encore  développable  en  une  série  de 
Fourier  uniformément  convergente.  De  là  résulte  immédiatement 
ce  fait  : 

Les  développements  en  serve  trigon&métrique  de  G  ou  Y  sont 
indéfiniment  dérivabêes  terme  à  ter/ne. 

9.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  A  positif,  soit 

A  =  |A 
et  cherchons  le  développement  de  G(M,  P:  ur).  Il  est  clair  que  G 

(')   Voir  PïCAB»,  Traité  d'Analyse,  t.  I,  2*  édition,  p.  259. 
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e>t  une  fonction  impaire  de  Ç —  h.  Le  développement  cherché 
sera  doue  de  la  forme 

G(M,  P;  :^=2*«""-  P;  |i»)3in(iiitl^y 

/I  —  1 

le  coefficient  <ï>„  avant  pour  expression 

*.(«,  P=  ^)  =  ~hfhK0^  P:  i*)-i»  (»«]££)*: 

on  vérifie  fort  aisément,  par  une  diilérentiation  Sous  le  signe 
somme  et  une  double  intégration  par  parties,  que  le  coefficient  <!»* 
considéré  comme  fonction  du   point  m  est  solution  de  l'équation 


(8) 


en  outre.  <ï>„  s'annule  lorsque  le  point  ///  appartient  au  contour(C). 

Pour  achever  de  caractériser  <I>„,  nous  allons  chercher  quelle 
singularité  elle  présente  lorsque  les  points  m  el  />  tendent  à  se 
confondre. 

Or.  dans  le  Cylindre  |  h,  h'  ).  on  a 

G(M,  P;  p*)=  £Il^_o(M,  P;  pi), 

la  fonction  iï  étant  régulière  en  tout  point  .M  intérieur  à  ce 
cylindre.  La  singularité  de  <Pn  nous  sera  donc  fournie  par  l'inté- 
grale 

t    I  sin     n~  -j-, r     rfÇ, 

hJh      i/r'-M*  — O*         \       h— h) 


h- 


qui  satisfait  elle-même  à  l'équation  (8).  Puisqu  elle  ne  dépend 
que  de  r.  elle  est  donc  de  la  forme 

c'est  \  qu'il  non-,  faut  connaître,  el  non-  n'altérerons  pas  ce  coef- 
ficient en  remplaçanl  dan-  l'intégrale  précédente  les  limites  h  el  h' 
par  —oo  ci  x.  car  une  telle  transformation  ne  modifie  celle 
intégrale   que  d'une1    fonction  holomorphe.    Nous    sommes  ainsi 


—  182 
ramenés  ;i 


-7 r    /  si  11     ; 


transformons  cette  intégrale  au  moyen  de  la  formule 

r-v^i)=   sin(""l^)coKnr^=4 

z-h\  (        Z-z 

1  cos     ;i-  — 


"  h'—/i 

notre  intégrale  se  décomposera  en  une  somme  de  deux  termes  :  le 
premier  reste  fini  même  pour  /•  =  o,  le  second  s'écrit 


1 


— r         /  COS      mz-yj—j-      (II. 


h! —  h        \       h' '  —  h  J  J_x     4/V2-4-  (z  —  X.)- 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  (4), 

eu  résumé,  <ï>w  est  une  solution  de  (8)  qui  s'annule  sur  le  bord  et 
qui  ne  diffère  de  l'expression  (9)  que  par  une  fonction  holomorplie 
en  tout  point  m  de  (2). 

On  en  conclut  immédiatement 

4        •     /        z  —  h  \  .  n-  -K- 

"       li'— h        V        h'—hj6l     'y''  (h'—  /*)2J 

d'où  le  développement  cherché 
.o)       G(M,  P;  A)  =  ^25in  ('^^)  X  sin  (,l"A^)  g  [m>P>  A+  (iSJ 

n  =  1 

nous  y  avons,  il  est  vrai,  supposé  A  positif;  si  nous  supposons  A 
négatif  et  différent  d'une  constante  caractéristique,  la  démonstra- 
tion précédente  subsistera  (')  et  le  développement  (10)  continuera 
à  être  valable. 

(')  En  posant  cette  fois  A  = —  jjl2,  il   n'y  aura  qu'à  changer  dans  le  raisonne- 

1     j        c—V-R        cos  a  R 

ment  précèdent  — - —  en  — -1 

1»  \\ 
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10.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  déterminer  (t. priori  ces  constantes 
caractéristiques.  Désignons  par  —  K.2  l'une  d'elles  et  par«£(M) 
une  fonction  fondamentale  correspondante  :  cette  fonction  pourra 
se  prolonger  analytiquement  dans  tout  le  cylindre  absolument  par 
le  même  procédé  que  la  fonction  de  Green  elle-même  :  nous 
obtiendrons  ainsi  une  fonction  périodique  de  Ç,  dont,  la  période 
sera  encore  z(h'—h).  Cette  fonction  sera  impaire  par  rapport 
àÇ  —  h.  Dans  son  développement  eu  série  de  Fourier,  le  coeffi- 
cient de 

l  —  h 


h'— h 
sera  donné  par 

*(5'  ^  =  hériX"  *«.  *  -)sin  (**  m)  d- 

donc  o  satisfait  à  l'équation 

et  comme  o  s'annule  lorsque   le  point  (Ç, tj)  appartient   au   cou 
tour  (C),  nous  en  concluons  : 

i°  Que  K2  —    / - __"/  v2  est^gal  à  l'un  des  nombres  de  la  suite  (a); 

2°  Que  o(S-,t,)  est  une  fonction  fondamentale  correspondante 
de  la  --ection  droite. 

Réciproquement,  soit  op(m)  une  fonction  quelconque  de  la 
suite  (cp)  :  quel  que  soit  l'entier  n,  la  fonction 

ffp{m)sin  (nr.  h,_hJ 

sera   une   fonction   fondamentale  de    notre    cylindre   droit   et    la 
constante  caractéristique  correspondante  sera 

/<■--■- 


(m) 


{h'—hy 


Ainsi,  toutes  les  constantes  caractéristiques  s'obtiendront  en 
donnant  à  p  et  à  n  dans  l'expression  (i  i)  toutes  les  valeurs  entières 
possibles  (')  :  nous  voyons  qu'elles  seront  toutes  inférieures  au 
nombre       a". 

(')  Toutefois,  on  doit  supposer  n  différent  de  zéro. 
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Il  nous  est  facile  de  vérifier  maintenant  que,  ->i  A  n'esl  égal  à 
aucune  de  ces  valeurs  caractéristiques,  tous  les  termes  de  la 
série  (10)  ont  des  valeurs  finies;  en  effet,  >'il  en  est  ainsi,  quel  que 
soil  l'entier  n.  le  nombre 

A~  (li—  h? 

n'appartient  pas  à  la  suite  (a),  et  la  série  en  question  ne  présentera 
pas  de  tenue  infini. 

11.  Par  un  raisonnement  tout  pareil  à  celui  qui  nous  a  donné 
le  développement  l  io)de  G  (M,  P;  A),  on  trouve  celui  deT(M,  P;  A)  : 


(ia)    F(M.  V:  Ai 


h 


Y(to,  p;  A) 


i 

-7.  cos 


™W=h)  x  cos{n7Z  v=7i)  Y  [m'p ' A  +  ( h'-hÀ 


naturellement,  on  doit  supposer  que  A  n'est  pas  une  constante 
caractéristique,  et  en  particulier  que  A  n'est  pas  nul.  En  posant 
pour  l'uniformité  des  notai  ions 

«»=—  PS,  -7=  =  '%(^), 

V- 

toutes  les  constantes  caractéristiques  seront  de  la  forme 

ici,  on  devra  donner  kp  et  />  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 
zéro  y  compris.  Les  fonctions  fondamentales  correspondantes 
seront  de  la  l'orme 


u/y,(  m)  cos  I  nu  -^ y  ) 


12.  Il  est  possible  d'écrire,  pour  la  fonction  de  Neumann  ordi- 
naire r(M,P),  un  développement  analogue  à  (12).  M.ii>.  pour 
cela,  il  est  nécessaire  de  modifier  un  peu  La  définition  de  cette 
fonction,  telle  que  nous  l'avons  donnée  dans  l'Introduction.  Nous 
ne  changerons  que  les  conditions  à  la  frontière,  et  cela  de  la  façon 
suivante  : 
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Au  lieu  de  supposer  La  dérivée  normale  de  F  constante  sur  toute 
la  surface,  nous  l'assujettirons  à  s'annuler  sur  les  deux  I>.i-.n.  ,i. 
le  long  du  cylindre  lui-même,  elle  prendra  la  valeur 


(/,'  —  /ni.' 


pour  achever  de  la  déterminer  el  pour  assurer  la  symétrie  par 
rapport  aux  deux  points  M  el  I*.  nous  ajouterons  que  la  moyenne 
des  valeurs  de  T  sur  la  surface  latérale esl  une  constante,  d'ailleurs 

arbitraire  ('  ). 

Le  procédé  de  prolongemenl  donné  pour  IV  M.  P;  A  s'applique 
sans  modification  à  la  tond  ion  F<  M.  Fi  ainsi  définie,  du  fait  que 
sa  dérivée  normale  est  nulle  sur  les  bases  :  par  rapporl  à  la  cote  ~ 
du  point  M,  cette  fonction  esl  donc  périodique,  la  période  étanl 
encore  a(/i' — /ij,  et  son  développement  s'écrira 

Vo(m,  P 


r(M,  P)  =  xr"(^1'1  +V»r,  »,  P) cos(/^|^ 

n  =  l 

Le  calcul  des  coefficients  4*„  s'effectue  parla  méthode  que  nous 
avons  indiquée  pour  G(M,  P;  À);  on  trouve  facilemenl 

■+-2cos('"tfc^)cos(",t^')lf[m'/';(*^j5]l' 

n=>  1 

Remarque.  —  Dans  le  couranl   de   la  démonstration  des  déve- 
loppements (12)  et  (i3)  on  rencontre  les  égalités 


(«4) 


l    f    r(M,P;  A)^=,2ï(m,/>;A,, 
!    f    r(M,P)rfÇ  =  aY("»»/»). 


qui  fournissent  une  relation    entre   la   fonction  de   Neumann  du 
cylindre  et  celle  de  sa  section  droite.  M.  Hadamard,  qui  a  signalé 


(')  J'emprunte  cette  définition  à    M.   Il.i'lamard  (C.    R.    Acad.    Se,    I.   CLVI, 
p.  i364). 
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cette  relation  (  '  ),  a  fait  remarquer  qu'elle  est  de  même  forme  que 
celle  de  M.  Paul  Lévy,  citée  au  paragraphe  o  de  l'Introduction,  et 
qui  a  trait  à  la  fonction  de  Green  du  cylindre  indéfini. 

13.  De  la  forme  des  développements  (10)  et  (12)  [ou  (i3)],  et 
du  fait  qu'ils  sont  indéfiniment  dérivables  terme  à  terme,  se  dégage 
immédiatement  la  proposition  suivante  : 

En  désignant   par   a    un    nombre  positif  quelconque ,    les 

produits 

\<*îr(m,p\l)     et     X«y(m,p;)v) 

tendent  vers  zéro  lorsque  X  croît  indéfiniment  par  valeurs 
positives  (on  suppose  les  points  m  et p  fixes). 

Prenons  par  exemple  le  développement  (  10)  :  du  moment  qu'il 
est  indéfiniment  dérivable  terme  à  terme,  il  est  nécessaire  que  le 
produit 


n*kér[m,P,A.+  (/l^)8] 


(où  k  est  un  entier  positif  quelconque)   tende  vers  zéro,  puisque 
ce  produit  est  (au  signe  près)  le  coefficient  du  terme  en 


dans  la  dérivée  d'ordre  2 A".  11  suffit  de  faire 

..  Il' T.' 

A  =  °        et        l  =  {h^hf- 

pour  obtenir  la  proposition  annoncée,  lorsque  le  nombre  positif  a 
est  entier  :  mais  on  voit  immédiatement  que,  d'après  sa  nature 
même,  le  théorème,  s'il  est  vrai  pour  a  entier,  l'est  pour  a  quel- 
conque. 

On    fera    une    démonstration     identique    pour    la    fonction    de 
Neumann,  en  raisonnant  sur  le  développement  (i3). 

Remarque .        Ecrivons  les  fonctions  g  el  v  en  mettant  en  évi- 

(  '  )  Loc.  cit. 
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dence  le  terme  singulier  K  (  ;'y/),  r)  : 

£-(m,/?;X)  =  KÛy/Xr)  —  to(/n,/>;  À), 
y(m,p;  À)  =  k(j'v/X  r)  —  rn(m,p;  X); 

il  résulte  de  l'expression  asymptotique  ('  )  de  la  fonction  K  que  le 
produit 

x*k(*yxr) 

tend  lui-même  vers  zéro  lorsque  À  croît  indéfiniment  par  valeurs 
positives.  Dans  ces  conditions,  il  en  sera  donc  de  même  de  chacun 
des  produits 

X*u>(/w,/>;X)     et     X*cj(/«,jd;X). 

14.  Les  résultats  du  paragraphe  précédent  nous  seront  très 
utiles  dans  la  suite  pour  établir  l'existence  des  fonctions  de  Green 
et  de  Neumann  du  cylindre  indéfini.  Je  dois  dire  toutefois  qu'ils 
ne  sont  pas  entièrement  nouveaux:  depuis  longtemps,  on  connaît 
en  effet  la  proposition  suivante  : 

Les  solutions  de  l'équation  (2),  définies  et  régulières  dans 
l'aire  limitée  par  un  contour  (G)  et  satisfaisant  au  contour  à 
une  condition  donnée  (de  Dirichlet  ou  Neumann)  indépendante 
deK,  tendent  rapidement  vers  zéro  en  tout  point  intérieure 
l'aire  lorsque  À  augmente  indéfiniment  par  valeurs  positives. 

En  ce  qui  concerne  la  solution  de  (2)  qui  prend  sur  (C)  des 
valeurs  données  indépendantes  de  À,  M.  Hadamard  a  donné  (-) 
une  preuve  très  simple  du  fait  précédent  :  soient  un  point  intérieur 
à  l'aire,  0  sa  plus  petite  distance  au  contour  (C),  -M  la  borne 
supérieure  du  module  des  valeurs  données  sur  (C).  Il  a  montré 
que  la  solution  en  ce  point  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

M 


Juv/Xo) 


(  ')  Le  produit 


y^K(i< 


tend  vers  i  lorsque  8  augmente  indéfiniment. 

(2)  Hadamaud,   Transactions  of  tke  American  Mathematicat  Society,  igqzj 
p.  42°- 

XLII.  i3 
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Si  donc  o  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  le  point  n'est  pas  sur  le 
contour,  cette  valeur  tend  rapidement  vers  zéro  :  plus  rapidement 
que  n'importe  quelle  puissance  positive  de  *■'  C'est  ce  qu'on  voit 
facilement  en  se  reportant  à  l'expression  asymptotique  (')  de  la 
fonction  J. 

Les  considérations  qui  précèdent  nous  conduisent  à  un  résultai 
analogue  et  nous  permettent  de  démontrer  la  proposition  suivante  : 

Soit   v\(p)    la  solution  d'un  problème  de  Dirichlet  ou   de 

Neumann  relatif  à  l'équation  (2):  si  les  données  au  contour 

H(s,  a)  répondent  (à  partir  d'une   certaine  valeur  positive  de  ).) 

à  la  condition 

|H(#,X)|<À1P, 

où  A  et  (3  sont  deux  constantes  positives  quelconques  (2),  le 
produit 

tend  vers  zéro  lorsque  \  croit  indéfiniment  par  valeurs  posi- 
tives et  cela  quel  que  soit  le  nombre  positif  a  (le  point  p  étant 
strictement  intérieur  à  l'aire  donnée). 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  remarquer  que  la  solution  sera 
donnée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  intégrales  suivantes  : 

—    /    H(s,l)-f-(s,p;\)ds        ou /    H(j,  X)y  (*,/»;  X)rfs, 

suivant  qu'il  s'agit  du  problème  de  Dirichlet  ou  de  celui  de 
Neumann;  celles-ci  sont  moindres  en  valeur  absolue  que 


\xp  r  dg ,       . ,  ,  AXP  r .   .       .,,  , 

27Z  «/in"7'  2  -   •/<r.< 


or  si  le  point  p  est  strictement  intérieur  à  l'aire,  quels  que  soient 
les  nombres  positifs  a  et  B,  les  produits 

ds- 

X«+P^  (s, />;>,,         et         !*+?*(  (s,  p;l) 

e6 
(')  Lorsque  0  croit  indéfiniment,  J  (iG)  et  — ==  sont  des  infiniment  grands 

équivalents. 

(J)  p  pouvant  a  fortiori  être  nul  ou  négatif. 
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tendent  vers  zéro  (')  lorsque  X  croit  indéfiniment  par  valeurs 
positives. 

15.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre   les  résultats  précédents 
à  l'équation 

(la)  gp-  +  -^  =  XR(Ç,7j)a, 

où  R(ç,  't[)  représente  une  fonction  positive  dans  toute  l'aire  S0« 
Pour  cela,  nous  considérerons  encore  notre  cylindre  (h,  h')  et  la 
fonction  de  Green  de  l'équation 

on  peut  lui  appliquer  le  même  mode  de  prolongement  qu'à  la 
la  fonction  de  Green  ordinaire  et  la  développer  comme  elle  en 
une  série  de  Fourier 

Ç  -  h  y 


avec 


^4y(/n,7>)sin(  wn  /t._;t 

n  =  l 

*»=^r7;X'G(M'P)si"("x^)<'t; 

on  vérifie   aisément   que    0>n  satisfait   à    l'équation   aux    dérivées 
partielles 


^2  <V    "     (h'— h) 


R($,r,)*„ 


(l)  Il  y  a  une   difficulté   apparente  pour  le   premier  de  ces  produits,    du  fait 
que  ce  n'est  pas  g  lui-même  qui  intervient,  mais  ~-  :  elle  est  facile  à   lever;  on 

remarque  que,  puisque/?  est  intérieur  à  l'aire  S„,  la  quantité  -j—  (où  G  =  fonc- 
tion de  Green  du  cylindre  h,  h')  est  développable  sur  la  surface  du  cylindre  en 
une  série  trigonométrique  :  celle-ci  coïncide  avec  celle  qu'on  obtiendrait  si  l'on 
dérivait  directement  terme  à  terme  le  développement  (10),  suivant  la  normale. 

En  reprenant  pour  -3—  le  raisonnement  fait  pour  G,  on  trouve  que,  quel  que  soit 
le  nombre  positif  a,  le  produit 

X-  %  (s,  „;X> 

tend  bien  vers  zéro  lorsque  X  croît  indéfiniment  par  valeurs  positives. 
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et,  comme  précédemment,  on  trouve 

n  =  l 

en  représentant  par  la  notation 

g(m,p; XR) 

la  fonction  de  Green  de  l'équation  (i5)  (il  est  bien  entendu  <\ne  g 

n'est  pas  une  l'onction,  mais  bien  une  fonctionnelle  de  R). 

En  reprenant  tous  les  raisonnements    indiqués    précédemment, 

nous  démontrerons  que,   quel  que  soit    le    nombre   positif  a,  les 

produits 

X«s-(/n,/>;XR),        \«y(m,p;\R) 

tendent  vers  zéro  lorsque  \  croit  indéfiniment  par  valeurs  posi- 
tives, etc. 

Il  est  à  remarquer  en  outre  que  la  méthode  précédente  conduit 
à  des  résultats  absolument  analogues  pour  l'équation  à  n  variables 
indépendantes  : 

wgi  +  dtï  +  •••-+- #T  =  XR(^Ê*>-»S«)"        (R>o); 
"Ç  i         "sa  •»« 

on  passera  par  l'intermédiaire  de  la  fonction  de  Green  de  l'équa- 
tion 

d*U       d2  U  f)2  U        ,^2  U 

- ÏÏT  +  "3?T  -+-•••-+■  -TFT-  -+"  R  -3T"  =  ° 

pour  un  cylindre  droit  de  l'espace  à  (n  -f-  i)  dimensions,  ayant  ses 
génératrices  parallèles  à  l'axe  O^. 


CHAPITRE  II. 

LE    CYLINDRE    INDÉFINI. 

Théorèmes  d'existence  des  fonctions  de  Green  et  de  Neumann. 

16.    Pour    faciliter    l'exposition,     nous     rappellerons     d'abord 
quelques  propositions  (')  qui  nous  seront  utiles  dans   la  suite  : 

(')  Je  me  borne  à  les  énoncer,  vu  leur  caractère  élémentaire. 
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Lemme  I.  —  Soito(X)  une  fonction  continue  dans  l'inter- 
valle (o,  -f-  oc )  et  telle  que  le  produit  Xa©(X)  tende  vers  zéro 
lorsque  X  croît  indéfiniment .  graeZ  que  soit  le  nombre  positif  a. 
L'intégrale 


o 


f(z)—    f         o(X)  cosàj  <YX 


possède  par  rapport  à  z  des  dérivées  de  tous  les  ordres  :  celles- 
ci  se  calculent  par  la  règle  ordinaire  de  dérivation  sous  le 
signe  somme.  En  outre,  la  fonction  f{z)  et  toutes  ses  dérivées 
tendent  vers  zéro  lorsque  z  croît  indéfiniment. 

(Enoncé  analogue  en  changeant  cosà;  en  sinX-5.) 

Lemme  II.  —  Soit  '}(X)  une  fonction  continue  dans  l'inter- 
valle {  o,  -h  oc)  et  satisfaisant  (à  partir  d'une  certaine  valeur  de  À) 
à  l  inégalité 

l+(X)|<A, 

où  A  est  un  nombre  positif  et  oc  un  nombre  supérieur  à  i. 
L'expression 

?KîH(ï)+-+*G)+-4 

lorsque  jjl  cro/7  indéfiniment,  a  pour  limite  l'intégrale 

C    *(X)dX. 

[On  pourra  prendre  «  fortiori  pour  fonction  <j>  (X)  la  fonction  es  (X) 
remplissant  les  conditions  du  lemme  I.] 

17.  La  recherche  de  toute  fonction  de  Green  est  un  cas  parti- 
culier du  problème  de  Dirichlet,  lequel  consiste  ici  à  déterminer 
une  solution  de  (i)  connaissant  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  notre 
cylindre  indéfini.  On  comprend  immédiatement  qu'une  telle 
donnée  serait  insuffisante  pour  assurer  l'unicité  de  cette  solution  : 
pour  achever  de  déterminer  celle-ci,  il  faut  encore  dire  comment 
elle  se  comporte  à  l'infini. 

C'est  ce  qui  nous  apparaîtra  clairement  en  résolvant  la  question 
su ivanle  : 
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A  ayant  une  valeur  donnée  quelconque ,  trouver  toutes  les 
solutions  de  (1)  qui  s'annulent  sur  le  cylindre. 

Soit  F(a?,r,  z)  une  telle  solution  :  dans  toute  section  droite, 
elle  remplit  les  conditions  du  théorème  d'Hilbert-Schmidt  (§  4). 
Elle  est  donc  représentable  sous  la  forme 

-h» 
(F)  F{x,y,z)=^ci(z)oi(x,y); 

i=\ 

cette  série  est  absolument  convergente  et,  dans  toute  section 
droite,  elle  converge  uniformément.  En  outre,  la  fonction  F,  étant 
analytique,  admet  par  rapport  à  z  des  dérivées  de  tout  ordre  qui 
sont  nulles  elles-mêmes  sur  le  cylindre  :  on  pourra  donc  les 
développer  en  des  séries  analogues  à  la  précédente.  On  aura  par 
exemple 

ces  séries  successives  s'obtiendront  en  dérivant  terme  à  terme  la 
série  (F)  :  ainsi,  je  dis  qu'on  a 

cu>(s)  =  c;.(*); 
en  effet,  nous  avons 

c^Hz)  =  I J     —(x,y,z)<îi(x,y)dxdy, 
ct{z)=  l     iF(x,y,z)<?i(x,y)dxdy, 

et  la  première  intégrale  est  manifestement  la  dérivée  de  la  seconde. 
En  outre,  puisque  F  est  solution  de  (i),  on  a 

d*F        d*F  _  (JJF- 

~dx^  +  ~dy*  ~  A      ~  ~dzl  ' 

par  suite,  le  premier  membre  est  développable  en  une  série  de  la 
forme  précédente,  qui  peut  s'écrire 


Zidi(z)9i(x,y) 
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avec 

di{z)=  \Ci(z)  —  c"t(z): 

mais,  d'autre  part, 

-ffi*fê  +  &)*>+—>«'* 

donc  les  coefficients  c,(c)  vérifieront  des  équat  ions  différentielles  (') 
de  la  forme 

(17)  (A +  «J )<*(*) -e;(*')  =  o. 

Si  A  -f-  y.j  est  positif,  cette  équation  s'intègre  par  des  expo- 
nentielles; si  A  -f-  a:  est  négatif,  ses  solutions  sont  des  sinus  et  des 
eosinus. 

Les  solutions  de  l'équation  (1)  qui  s'annulent  sur  le  cylindre 
seront  donc  des  combinaisons  linéaires,  en  nombre  fini  ou  infini 
de  fonctions  de  l'une  des  formes  suivantes  : 

9i(m)    ,    (      v/A  -+-  oir  z)  pour  A-4-a?>-o, 

1  s  h  '  ' 


COS  /    / \ 

i(m)    .     W — A  —  a;  z )  pour  A  -1-  aj  <  o. 


Si  l'on  a  À -|-  aj  >  o,  il  n'y  aura  que  des]  solutions  de  la  pre- 
mière forme. 

Il  est  donc  bien  prouvé  qu'une  solution  de  (1)  n'est  pas  déter- 
minée lorsqu'on  se  borne  à  se  donner  les  valeurs  qu'elle  prend 
sur  le  cylindre.  Par  contre,  je  dis  qu'elle  le  sera  si  l'on  donne,  en 
outre,  la  manière  dont  elle  se  comporte  à  l'infini.  C'est  ce  que 
nous  montre  le  théorème  suivant  : 

Toute  solution  F  (x,  y.  z  1  de  l'équation  (1)  qui  s'annule  su?- 
le  cylindre  cl  <jui  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  \  z  | 
croît  indéfiniment  est  identiquement  nulle  (2). 


(1)  On  aurait  pu  écrire  ces  équations  par  dérivation  directe;  mais  il  importe 
ici  de  montrer  que  cette  opération  est  légitime. 

(2)  On  voit  que  cet  énoncé  n'exige  aucune  hypothèse  sur  la  façon  dont  se  com- 
portent à  l'infini  les  dérivées  de  F  (x,  y,  z). 
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En  effet,  F  (#, y,z)  sera  représentable  par  le  développement  (F). 
Le  coefficient  C((z)  du  terme  général  s'écrit 

c,(z)  =  /  /    F(&,y,  z)ol-(x,y)  dx  dy, 

c'est  dire  que  la  fonction  C((z)  tend  vers  zéro  lorsque  |^|  croit 
indéfiniment,  et.  comme  elle  doit  être  choisie  parmi  les  solutions 
de  l'équation  (17),  nous  avons  nécessairement,  quel  que  soit  l'en- 
tier i, 

C,(z)  =  O  C.  Q.  F.   D. 

Il  importe  de  remarquer  que  cet  énoncé  est  valable,  quel  que 
soit  A. 

18.  Nous  dirons  qu'une  solution  F  (oc,  y,  z)  de  (1)  est  régu- 
lière à  l  infini  si  elle  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  |  z  | 
croît  indéfiniment. 

Le  théorème  précédent  peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

Une  solution  de  (i),  sans  singularité  à  l'intérieur  du  cy- 
lindre et  régulière  à  l'infini,  ne  peut  s'annuler  sur  sa  surface 
sans  s'annuler  identiquement  à  l'intérieur. 

19.  De  l'analyse  précédente,  on  peut  tirer  d'autres  conséquences. 
Supposons  que  A  +  a^  soit  positif  et  que  F  (#,  y,  z)  soit  encore 
une  solution  de  (i)  qui  s'annule  sur  le  cylindre  (sans  singularité 
à  l'intérieur).  Je  dis  que  si  elle  est  bornée,  elle  est  identique- 
ment nulle.  En  effet,  si  elle  est  bornée,  il  en  sera  de  même  de 
Ci(z),  mais  nous  avons 

c,(z)  =  at chty A -h  a'jz)  ■+-  6,sh(/A  -+-  <tjz)\ 

il  est  nécessaire  qu'on  ait,  quel  que  soit  ?, 

a/=  bi—  o; 

en  particulier,  nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  d'un  cylindre 
s'annule  sur  sa  surface  et  est  bornée  à  l'intérieur,  elle  est  iden- 
tiquement nulle. 


—  195  — 

20.  Toutes  les  considérations  précédentes  s'étendent  aisément 
au  cas  où,  au  lieu  de  supposer  connues  les  valeurs  de  la  fonction 
sur  le  cylindre,  on  se  donne  celles  de  sa  dérivée  normale.  En 
particulier,. on  peut  énoncer,  quel  que  soit  A,  le  théorème  sui- 
vant : 

Toute  solution  de  i  i  >.  dépourvue  de  singularités  à  l'intérieur 
du  cylindre,  régulière  à  l'infini,  et  dont  la  dérivée  normale 
s'annule  sur  ht  surface,  est  identiquement  nulle. 

21.  Soit  P  un  point  fixe  quelconque  intérieur  au  cylindre.  Lu 
Jonction  de  Grée  n  (1(M,  P]  A)  est  par  définition  une  solution 
de  l'équation  (i) ,  qui  devient  infinie  en  P  connue  lu  solution 
fondamentale .  qui  s'annule  sur  le  cylindre  et  qui  est  régulière 
à  l'infini. 

D'après  ce  qui  précède,  il  y  a  au  plus  une  fonction  répondant  ;i 
cet  ensemble  de  conditions. 

Nous  allons  montrer  que  si  l'on  a,  au  sens  strict,  l'inégalité 

A-h«f>  o, 
cette  fonction  existe  et  a  pour  expression 

08)  G(M,  P;  A)=  -   /         am /»,/>;  A-t- X«)  cosX(z  —  £)rf).; 

on  vérifie  aisément  que  le  second  membre  (18)  ^:il  isfait  à  toutes  les 
conditions  précédentes  en  l'écrivant  sous  la  forme  (')  (cf.  §  13, 
Remarque  )  : 

(i8bis)  -    I         K(ir  \/A  -+-  X*)  cos/.(s  —  S)  rfX 

/        u>(m,p;  Ah-X*)cosX(s  —  £)<&■ 

Nous  avons  vu  dans  l'Introduction  <  §  2  |  que  la  première  de  ces 

(')  La  formule  (iS)  ne  donne,  en  apparence,  la  valeur  de  G  que  lorsque  nos 
deux  points  1\I  et  P  ne  sont  pas  sur  une  parallèle  aux  génératrices;  en  réalité, 
elle  continue  à  donner  sa  valeur  dans  ce  cas  :  il  suffit  d'écrire  le  second  membre 
sous  la  forme  (iS  bis);  la  deuxième  intégrale  a  un  sens,  quels  que  soient  les 
deux  points.  Quant  à  la  première,  on  peut  la  remplacer  par  sa  valeur,  facile  à 
calculer. 
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intégrales  représente  toujours  une  solution  fondamentale  de  (i), 
qui  tend  vers  zéro  à  l'infini.  De  plus,  nous  pouvons  (§  13,  Re- 
marque), dans  l'énoncé  du  leinme  1,  choisir  pour  fonction  ce  ()»)  la 
fonction  10  (m,  p;  À2+  A)  ;  ceci  nous  permet  de  voir  que  la  seconde 
intégrale  est  une  solution  de  (i)  qui  est  régulière  à  l'infini  (').  Le 
second  membre  de  (i 8)  représente  bien  une  solution  de  (i),  qui 
est  infinie  en  P  comme  la  solution  fondamentale,  qui  est  régulière 
à  l'infini,  et  qui  manifestement  s'annule  sur  le  cylindre  :  c'est  la 
fonction  de  Green  cherchée. 

Tout  ceci  suppose  vérifiée,  au  sens  strict,  l'inégalité 

A  -+-  af  >  o, 

sinon  l'élément  de  notre  intégrale  deviendrait  infini,  et  celle-ci 
divergerait. 

22.   INous  allons  maintenant  montrer  que  si  l'on  suppose 

A  -|-  ayS  o, 

la  fonction  de  Green  n'existe  pas  ;  autrement  dit,  il  est  impossible 
de  trouver  une  fonction  G  (M,  P  ;  À)  répondant  à  l'ensemble  des 
conditions  précédemment  indiquées.  Nous  allons  montrer,  en 
effet,  qu'en  admettant  l'existence  d'une  telle  fonction,  on  est  con- 
duit à  une  absurdité. 

Admettons  donc  l'existence  d'une  fonction  de  Green  G  (M,P;  A) 
relative  au  point  P  :  par  définition,  c'est  une  solution  de  (i)  qui 
s  annule  sur  le  cylindre  et  devient  infinie  en  P  comme 

cos(V—  AMP) 


Ml' 


(')  Le  lemme  I  montre  que  l'intégrale 

I  o)  (  m,  p  ;  A  -+-  A5  )  cos  "k  { z  —  Ç  )  d~K 

*J —  go 

tend  vers  zéro  quand  Ç  croil  indéfiniment;  l'uniformité  de  cette  convergence  par 
rapport  au  point  m  résulte  du  fait  suivant  :  Quand  l'expression 

)«'xw  (m, p;  X) 

tend  vers  zéro  (pour    X    infini),    sa    convergence   est    uniforme    par   rapport   au 
point  m. 
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En  outre,  elle  est  régulière  à  l'infini;  je  dis  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  z  sera,  elle  aussi,  régulière  à  l'infini.  En  effet,  considé- 
rons une  section  droite  quelconque,  située  au-dessus  du  point  P 
par  exemple.  Notre  fonction  de  Green  est  représentable  par  un 
développement  de  la  forme 

1=1 

qui  est  valable  au-dessus  de  cette  section  droite;  les  coefficients 
C/(C)  vérifient  des  équations  telles  que  (i~).  Gomme  G  est  régu- 
lière à  l'infini,  les  C/(£)  sont  nécessairement  de  la  forme 

où  les  K,-  sont  des  nombres  positifs. 

Or  la  dérivée  par  rapport  à  ^  de  la  fonction  G  sera  elle-même 
représentable  par  un  tel  développement,  qui  s'obtiendra  (§  17)  en 
dérivant  le  précédent  terme  a  tenue.  La  quantité  — -  est  donc  bien 
régulière  à  l  infini. 

Cela  posé,  considérons  les  deux  fonctions 

U  =  G(M,  P;A)        et        V  =  ©i(»i)  cos[^/—  A  —  aj(z  —  Ç)]; 
ce  sont  deux  solutions  de  (i).  Nous  allons  écrire  qu'on  a 


S  Si 


dX       ,rdV\ 

L  -; \  —r-  )  aS  =  o. 

an  an  ) 


La  surface  d'intégration  sera  constituée  : 
i°  Par  une  petite  sphère  de  centre  P; 

2°  Par  la  surface  totale  d'un   cylindre  droit,    dont   nous   Irions 
ensuite  éloigner  indéfiniment  les  bases  de  part  et  d'autre. 

Grâce  à  la  remarque  précédente,  les  portions  de  l'intégrale  rela- 

tives  à  ces  bases  tendent  vers  zéro;  car  V  et—  sont  essentiellement 

i  i  .    .    T-        dU  , 

bornées  et  les  quantités  U  et  -r^  tendent  vers  zéro. 

La  portion  de  L'intégrale  relative  au  cylindre  est  nulle. 
Il  faudrait  donc  (pic  la   portion  de  l'intégrale  relative  à   notre 
petite  sphère  de  centre  P  eût  pour  limite  zéro.  Or  il  <•>!    facile  de 
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la  calculer  el  de  voir  qu'elle  a  pour  limite 

-4-?,(P). 

Nous  arrivons  à  une  absurdité.  Donc  la  fonction  de  Green 
n'existe  pas. 

Il  est  à  remarquer  que  ce  raisonnement  subsiste  pour  A=  —  y.]  : 
il  n'y  a  donc  pas  non  plus  de  fonction  de  Green  pour  cette 
valeur. 

23.  P  désignant  toujours  un  point  fixe  intérieur  au  cylindre, 
nous  appellerons  fonction  de  NeumannY  (M,  P;  A)  une  solution 
de  l'équation  ( i)  qui  devient  infinie  en  P  comme  la  solution  fon- 
damentale, qui  a  sa  dérivée  normale  nulle  sur  le  cylindre  et  qui 
est  régulière  à  l'infini.  En  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire 
pour  la  fonction  de  Green,  nous  verrons  que  la  fonction  de  ]\eu- 
mann  n'existe  que  si  h  est  positif  et  non  nul  [il  faut,  en  effet, 
remplacer  le  nombre  —  a*,  premier  terme  de  la  suite  (a),  par  le 
nombre  o,  premier  terme  de  la  suite  (,3)].  Dans  cette  hypo- 
thèse, elle  a  pour  expression 

i   r  +  " 

(19)  r(M,P;A)=-/        Y(m,/>;A-t-X*)co8X(*  — Ç)dX; 

cette  formule  se  démontre  comme  (18). 

24.  La  question  d'existence  de  nos  fonctions  de  Green  et  de 
Neumann  est  donc  maintenant  complètement  résolue.  Quand  ces 
fonctions  existent,  elles  nous  sont  données  par  les  formules  (18) 
et  (19).  Gomme  on  pouvait  s'y  attendre,  elles  ne  dépendent  des 
cotes  z  et  Ç  de  nos  deux  points  M  et  P  que  par  leur  différence  ; —  ^, 
et,  en  outre,  sur  ces  formules,  la  symétrie  par  rapport  aux  points 
M  el  P  apparaît  immédiatement. 

Montrons  enfin  que  ces  expressions  (18)  ou  (ij))  fournissent 
une  vérification  très  simple  du  fait  suivant  : 

Soit  un  cylindre  droit  (h  ,  h')  dont  les  sections  limites  S^  et  Sa' 
s'éloignent  indéfiniment  de  part  et  d'autre.  La  fonction  de 
Green  (ou  de  Neumann)  de  ce  cylindre  a  une  limite  qui  est  la 
Jonction  de  Green  (ou  de  Neumann)  du  cylindre  indéfini. 


h—  Il 
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Bien  entendu,  on  suppose  remplie,  au  sens  strict,  l'inégalité 

A  +  a2>o, 

en  supposant,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  la  fonction  de  Green 
(il  faudrait  la  remplacer  par  A  >»  o  s'il  s'agissait  de  la  fonction  d*> 
Neumann).  Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse.  Quel  que  soit  le 
cylindre  droit  considéré,  A  n'est  jamais  une  constante  caractéris- 
tique (§  10 )  et  nous  pourrons  écrire  (§  9) 

G(/,,/0(M,P;A) 

=  7^2siK^^)Xsi,K""^)^[m'p:A^^^J' 

en  réservant  la  notation  G(A,A'j  pour  représenter  la  fond  ion  de 
Green  de  notre  cylindre  droit;  le  second  membre  peut  encore 
s'écrire 

V        n=l 

-2coa(II,îî:  V-TA2/t)  #[m>p> A  +  rv^h]  l 

n=\  1 

Servons-nous  du  lemme  II  en  prenant 

H=  — — i  tyCk)  =  g(m,p-,  A.-t-X*)cosX(Ç  —  z); 

nous  voyons  que  le  premier  de  nos  deux  termes  a  pour  limite  l 'in- 
tégrale 

-    f         g  (m,p;  A  -+-  A'-)  cosXi X  —  z)d\; 

c'est  précisément  la  fonction  de  Green  G  (M,  P;  A)  du  cylindre 
indéfini. 

Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  montrer  que  zéro  esl  la  limite  du 
second  terme  :  pour  cela,  il  suffit  de  vérifier  qu'à  (oui  nombre 
positifs,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  A  tel  que  les  iné- 
galités 

/«'>A,         —  h  >  A 
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aient  pour  conséquence  de  rendre  le  module  de  ce  second  terme 
moindre  que  e.  Or  ce  module  est  évidemment  moindre  que 


h' -h  )s r,/,;    u^ï^\ 

g(m,  p  ;  A  -4-  X2)  cosX  (Ç  -4-  z  —  a  A)  dk 
g(m,p;  A  -f-  X*)cosX(Ç  -4-  z  —  ih)cD, 


77^â2c< 

n  =  l 


une  seconde  application  du  lemme  II  nous  montre  que  la  première 
ligne  a  pour  limite  zéro  quand  h'  croit  indéfiniment,  et  cela  quel 
que  soit  le  nombre  négatif  h.  C'est  dire  que  nous  pourrons  tou- 
jours prendre  h'  assez  grand  pour  la  rendre  inférieure  à  -« 
D'autre  part,  nous  avons  vu  que  l'intégrale  écrite  à  la  seconde 
ligne  tend  vers  zéro  quand  ■ —  h  augmente  indéfiniment.  Nous 
pourrons  donc  prendre  h  assez  grand  pour  la  rendre  elle-même 
moindre  que  -  et  le  théorème  est  démontré. 


CHAPITRE  III. 

LES   DÉVELOPPEMENTS   EN    SERIES   DK    FONCTIONS   FONDAMENTALES. 

2o.  IN ous  avons  obtenu,  au  moyen  des  formules  (18)  et  (19), 
une  première  expression  des  fonctions  G(M,P;  A)  et  T(M,P;  A), 
sous  la  forme  d'une  intégrale  définie,  où  n'interviennent  que  des 
éléments  de  la  section  droite;  ainsi,  on  saura  calculer  les  fonc- 
tions G  et  T  si  l'on  connaît  les  expressions  des  fonctions 
g(m,  p',\)  et  y(m, />;X),  quelle  que  soit  la  valeur  du  para- 
mètre A. 

INous  allons  maintenant  donner  une  autre  expression  des  mêmes 
fonctions  G  et  Y.  Celle-ci  se  présente,  non  plus  sous  forme  d'in- 
tégrale, mais  sous  la  forme  d'une  série  par  rapport  aux  fonctions 
fondamentales  de  la  section  droite,  ces  fonctions  étant  celles  de 
la  suite  (es)  s'il  s'agit  de  G,  celles  de  la  suite  (<i)  s'il  s'agit  de  T. 

Un  tel  développement  est  valable  toutes  les  fois  que  les  deux 
points  M  et  P  ne  sont  pas  dans  une  même  section  droite. 
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26.  Prenons  par  exemple  la  fonction  de  Green  G  (M,  P;  A) 
relative  au  point  P.  Dans  toute  section  droite  qui  ne  passe  pas  par 
ce  point,  cette  fonction  remplit  les  conditions  du  théorème 
d'Hilbert-Schmidt.  Donc,  pour  z  —  Z^éo,  nous  aurons  un  déve- 
loppement de  la  forme 

G(M,  P;  A)  =      «pi(«0/iCp;|Ç--*|iA)-+-... 
-h?n(m)fn(p;  |Ç  — *|;  A)-*-...; 

la  valeur  du  coefficient  fn  est  donnée  par 

fn{p\K-z\;  A)=  f  £  cp„(iM)G(M,  P;  A) dZu. 

Pour  calculer  cette  intégrale,  on  s'appuie  sur  les  propriétés  des 
potentiels  de  simple  couche  généralisés  :  la  notion  de  potentiel 
de  simple  couche,  classique  pour  l'équation  de  Laplaee,  s'étend 
d'elle-même  (')  à  l'équation  (i)  où  A  a  une  valeur  quelconque. 
On  voit  facilement  que  f„  ne  diffère  d'un  tel  potentiel  étendu 
à  Sç  que  par  un  terme  régulier.  Si  donc  nous  considérons  f„ 
comme  une  fonction  du  point  P,  c'est  une  solution  de  l'équa- 
tion (i)  qui  s'annule  sur  le  cylindre,  qui  est  régulière  à  l'infini, 
et  dont  la  dérivée   normale  le  long  du  plan  ï/,  prend  les  valeurs 

—  2-C5rt. 

Nous  connaissons  une  fonction  remplissant  toutes  les  condi- 
tions précédentes;  c'est 

1T-       P-  \Zal+Ai  ç-s  i 


\nÂ 


?n(p) 


et  nous  avons  vu  (§  17)  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  plus  d'une.  \mi> 
avons  donc 

V  *î,  +  A 
D'où  le  développement  cherché 

^  v/A  +-  a?, 


(')    Fotr  à  ce   sujet  le  .Mémoire  de  M.  PlCARD,  Sur  la  distribution   de  l'élec- 
tricité avec  la  loi  de  Xeumann  (Rendiconti  di  J'a/ermo,  i"  semestre,  191  ^ )• 
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Naturellement,  ce  calcul  n'est  valable  que  si  toutes  les  quan- 
tités A  -h  ajj  sont  positives;  il  en  est  bien  ainsi,  puisque,  pour 
l'existence  même  de  la  fonction  de  Green,  il  nous  faut  supposer 

A  +  x\  >  o. 

Par  un  raisonnement  tout  à  fait,  analogue,  on  démontrera  de 
même  que  Ton  a 

(11)    r(M,  P;  A) 

/ —  a, 


-2 


\/A  ±±  y/\  -  'il 


n  =  l 


où  Ton  devra  supposer  que  A  est  positif. 

Nous  aurons  ainsi  une  nouvelle  manière  de  calculer  G  et  Y  au 
moyen  d'éléments  de  la  section  droite. 

27.  De  la  forme  des  développements  qui  précèdent  résulte 
immédiatement  la  conséquence  suivante  : 

Les  fonctions  G  (M,  P;  A)  et  T(M,  P;  A)  ne  sont  pas  mero- 
morphes  en  A. 

Considérons  par  exemple  G(M,  P;A).  Nous  avons  vu  (§4) 
que  a.*  est  différent  de  a*.  Dans  le  voisinage  de  la  valeur  A  =  *r-a^, 
la  série 

(cr)  y  c-  y/ÂT^â  1  ;  -,  i  ?«  (ni  )*n(p) 

^  v/A  -+-  a* 

représente,  grâce  à  ce  fait,  une  fonction  holomorphe  de  A  :  c'est 
ce  que  nous  allons  montrer  dans  un  instant.  Ce  point  étant  admis, 
il  est  évident  que  G  ne  peut  être  méromorphe  en  A,  puisque  dans 
le  domaine  du  point  A  = —  a^  elle  se  présente  comme  la  somme 
d'une  fonction  holomorphe  et  d'une  fonction  non  uniforme. 

Considérons  la  série  précédente  et  supposons  que  nous  ayons, 

au  sens  strict, 

A  +  a^>o; 

tout    d'abord,    elle   est  absolument  convergente  (*)  :  en  effet, 

(')  Cela  n'est  nullement  évident  si  A  est  compris  entre  —  x-,  et  —  xj. 
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soit  ix2  un  nombre  positif  quelconque;  la  série 

-t-»         

(„')  V  e-)/v.*+*!H:-zl?n(m)<?n(p) 

est  absolument  convergente;  or,  le  rapport  des  termes  généraux 
de  nos  deux  séries  (<r)  et  (<r')  a  pour  limite  i  quand  //  croît  indé- 
finiment. La  convergence  absolue  de  (V)  entraîne  donc  celle 
de  (cr). 

En  outre,  il  résulte  de  la  forme  même  de  la  série  <r  que  sa  con- 
vergence est  uniforme  dans   tout  intervalle  fini  dont  la  limite 

inférieure  est   supérieure  à — a;  (car  la  fonction ,  lorsque  u 

est  positif,  est  décroissante). 

Il  existe  donc  un  intervalle  fini  entourant  le  point  —  a2,  dans 
lequel  tous  les  termes  de  la  série  (<r)  sont  des  fonctions  holomor- 
phes  de  A  et  où  la  convergence  est  uniforme.  La  série  (a)  repré- 
sente donc  elle-même  une  fonction  holomorphe  autour  de  (—a2). 

Il  suffit  de  répéter  ce  raisonnement  pour  T,  en  remplaçant  — a2 
par  o. 

28.  Nous  allons  maintenant  étudier  comment  les  fonctions  G 
et  r  se  comportent  à  l'infini.  Par  définition  même,  elles  tendent 
vers  zéro  lorsque,  P  restant  fixe,  M  s'éloigne  indéfiniment  dans  le 
cylindre.  Les  formules  (18)  et  (19)  montrent  immédiatement 
qu'il  en  est  de  même  de  leurs  dérivées  [car,  dans  l'énoncé  du 
lemme  I  (§  16),  on  peut  prendre  pour  es  (À)  une  des  fonctions  g 
ou  y].  Nous  allons  obtenir  des  renseignements  beaucoup  plus 
précis  en  recourant  aux  développements  (20)  et  (21)  qui,  comme 
nous  l'avons  vu  (§  17),  sont  indéfiniment  dérivables  terme  à 
terme. 

La  première  constante  caractéristique  —  a2  étant  simple  (§  4). 
nous  pourrons  écrire  le  développement  (20)  sous  la  forme 


\/aa+Ai:- 


G(M,  P;A)  =  2it <?i(m)ol(p) 

y/aj  ■+-  A 


■+-  ■>■'  T. ,  9n("l)  ?n(p); 

~      VA  +  a 

XL1I.  l4 
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lorsque  |  Ç  —  z  I  augmente   indéfiniment,  la  partie  principale  de 
cette  série  est  évidemment  son  premier  terme. 

Ainsi,  P  restant  fixe  et  M  s'éloignant  indéfiniment,  la  fonction 
G(M,  P;  A)  est  un  infiniment  petit  équivalent  à 


ry'«î+Ai;-:| 

2  7T <*,( /H  )©,(/>). 

Telle  est  l'expression  asjmptotique  de  la  fonction  de  Green.  Il 
est  d'ailleurs  à  remarquer  que  les  dérivées  successives  de  cette 
expression  par  rapport  à  Ç  fournissent,  dans  les  mêmes  condi- 
tions, des  expressions  asymptotiques  des  dérivées  de  G  par  rap- 
port à  Ç. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Lorsque,  P  étant  fixe,  M  s'éloigne  indéfiniment,  G  et  ses 
dérivées  par  rapport  à  Ç  tendent  vers  zéro  comme  l'exponen- 
tielle 

e-v/a?+Ai;-s| 

Pour  la  fonction  de  Neumann  r(M,  P;  A)  (A  positif),  nous 
trouverons  un  résultat  analogue  en  nous  adressant  au  développe- 
ment (21).  Ici,  zéro  est  le  premier  terme  de  la  suite  (  [J)  et  la  fonc- 
tion fondamentale  correspondante  se  réduit  à  la  constante  -=• 
L  expression  asjmptotique  de  T(M,  P;  A)  se  réduit  donc  à 

elle  ne  dépend  pas  de  la  position  dans  20  des  points  m  et  p, 
projections  de  M  et  de  P. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  résultat  de  M.  Paul  Lévv,  concer- 
nant l'expression  asjmptotique  de  la  fonction  de  Green  ordinaire 
du  cylindre  de  révolution  (voir  Introduction,  §  o)  :  M.  Paul  Lé\y 
l'avait  obtenu  en  s 'appuyant  sur  ce  fait  que  les  deux  fonctions 

G(M,P)       et      J(Xr)e-W-*l, 
où  A  représente  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
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sont  toutes  deux  positives  à  l'intérieur  <ln  cylindre  :  il  en 
déduisait  que  leur  rapport  a  une  limite  quand  |Ç —  z\  croît  indé- 
finiment. 

29.  La  méthode  précédente  ne  se  borne  pas  à  nous  fournir  de*; 
expressions  asymptotiques  pour  les  fonctions  de  Green  et  de 
Neumann. 

Considérons  une  solution  quelconque  F  (£,  7j,  Ç)  de  l'équa- 
tion (i),  qui  s'annule  sur  le  cylindre  pour 

Supposons  que  cette  solution  soit  régulière  à  l'infini. 

Il  nous  sera  alors  très  facile  d'écrire  son  expression  asympto- 

tique;  en  effet  cette  solution  est  représentable  par  un  développe- 

pement   en    série    de    fonctions    fondamentales,    qui    sera    de    la 

forme  (§  17) 

Lc/e-«.'<C-&»©f(Ê,i))1 

où  tous  les  nombres 

sont  positifs. 

Ici  nous  sommes  naturellement  conduits  à  distinguer  deux  cas  : 
iu  Si  A  -h  oq  est  positif,  le  premier  terme   du  développement 

sera  en  général 

Cle-^A+aï(Ç-ÇoJ  o,($,  r(); 

2°  Si  A  -(-  x\  est  négatif,  soit  —  a*  le  premier  terme  de  la  suite 
(a)  tel  que  l'on  ait,  au  sens  strict, 

A  -+-  *},  >  o, 

le  premier  terme  du  développement  sera  en  général 


il  s'ensuit  immédiatement  que  dans  la  section  droite  2çt  el  dans 
tonte  section  située  au-dessus,  nous  aurons  nécessairement 

ffv  F(Ç,7),Ç)  <?*(£,  1)<#*J=°         ('  =  «,■>•.  ....'/> -0- 

En  tout  cas,  du  moment  que  nous  raisonnerons  sur  une  solution 
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parfaitement  déterminée  et  régulière  à  l'infini,  nous  aurons  ainsi, 
|>;ir  un  développement  en  série  de  fonctions  fondamentales,  son 
expression  asympto tique,  sachant  qu'elle  s'annule  sur  le  cylindre 
pour  Ç^Ç0.  Il  en  serait  de  même  si  cette  dernière  condition  était 
remplacée  par  la  suivante  :  pour  Ç^so-  sa  dérivée  normale  s'annule 
sur  le  cylindre. 

CHAPITRE  IV. 

RELATIONS  ENTRE  LA  FONCTION  DE  GREEN  OU  DE  NEUMANN  DU  CYLINDRE 
ET  CELLE  DE  LA  SECTION  DROITE. 

30.  Psous  allons  maintenant  étudier  quelques  propriétés  des 
fonctions  G  (M,  P;  A)  et  T  (M,  P;  A)  qui  découlent  de  la  forme 
simple  du  domaine  que  nous  avons  choisi.  Reprenons  les  formules 

(r8)  G(M,P;A)=-/         ff(m,p;  A  -+-  X*)cos  \(z  —  Ç)  dk, 

(19)  r(M,P;A)=-/        T(m,p;A  +  te)cosl(z-Qdk 

"   J-     00 

(dans  la  première,  nous  supposons  A  -f-  a*  positif  et  dans  la 
seconde  A  positif).  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué,  les 
cotes  C  et  z  de  nos  deux  points  M  et  P  n'y  interviennent  que  par 
leur  différence.  11  en  résulte  qu'on  a 

dG       ÔG  dT        àT 

dz  o!L  dz         à* 

on  en  déduit  qu'on  a 

A>,G(M,P;  A)  =  APG(iM,P;  A), 

A„r(M,  P;  A)  =  APr(M,P;  A), 
en  posant 

On   déduit  des  équations  (18)  et  (19)  les  suivantes  : 

%g(m,p\  A  +-X»)  =   /        G(M,  P;  A)cosX(z  —  Ç)û£, 

^-1-00 
2  y  (/«,/>;  A -4-),'-)  =   /         r(M,  P;  A)cosX(*  —  l)  dl, 
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qui  pour  X  =  o  se  réduisent  à 

iLg(m,p;\)=  f       G(M,P;A)rfÇ, 


si  Y(m,/?;A)=r       r(M,P;A)rfÇ: 


ces  formules  constituent  une  relation  (')  cuire  la  fonction  de 
Green  ou  de  Neumann  du  cylindre  et  celle  de  sa  section  droite  : 
c'est  cette  relation  (voir  Introduction)  que  M.  Paul  Lévy  a  signalée 

dans  son  Mémoire. 

31.  Nous  allons  maintenant  développer  des  considérations  qui 
vont  nous  conduire  à  nue  seconde  relation,  de  forme  toute  diffé- 
rente entre  les  mêmes  fonctions.  Pour  plus  de  simplicité  dans 
l'écriture,  nous  allons  raisonner  sur  l'équation  de  Laplace  et  sur 
la  fonction  de  Green  ordinaire.  Les  résultats  obtenus  se  générali- 
seront ensuite  aisément  à  (i  i  YI,  P;  A)  quand  A  a  une  valeur  quel- 
conque supérieure  à  —  ol]. 

Considérons  la  section  droite  (ï0)  et  le  demi-cylindre  (o+). 
Nous  appellerons  (H)  toute  fonction  harmonique  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

i°  Elle  s'annule  sur  le  demi-cylindre; 
2°  Elle  est  régulière  à  l'infini; 

3°  Elle  reste  finie  au  voisinage  du  contour  (G)  de  la  section 
droite  (S0). 

Nous  commencerons  par  traiter  deux  problèmes  préliminaires. 

Posons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 

Problème  I.  —  Déterminer  celle  des  fonctions  (H)  qui  prend 
sur  (S0)  des  valeurs  données  l    (  p). 

Ce  problème  se  résout  immédiatement,  car  nous  en  connaissons 
la  fonction  de  Green.  En  désignant  par  P'  le  symétrique  de  P  par 
rapport  à  S0,  celle-ci  sera 

G(M,P)-G(M,  P); 


(')  Nous  avons  indiqué  plus  haut  (§12)  une  relation  de  même  forme  pour  la 
fonction  de  Neumann  d'un  cylindre  limité. 


—  208  — 

si  donc  il  existe  une  solution  du  problème,  on  démontre  très  miu- 
plement  qu'elle  est  donnée  par  la  formule 

dG 
U  (  m  ) 


u(p)=~  f  f     W-s-^P)^ 


Réciproquement,  cette  intégrale  fournit  bien  une  solution  du 
problème  proposé  :  en  effet,  elle  représente  une  fonction  harmo- 
nique du  point  P,  s'annulant  sur  le  cylindre,  régulière  à  l'infini, 
et  restant  finie  au  voisinage  du  contour  (C).  Il  est  alors  facile,  à 
l'aide  des  propriétés  classiques  des  potentiels  de  double  couche, 
de  constater  qu'elle  prend  bien  sur  (S0)  les  valeurs  demandées. 
On  peut  encore  écrire 

U(P)  =  -  — -£-ff     U(m)G(m,P)d2m. 

2^    OZ  J     J(Vn) 

La  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  z  nous  sera  donnée 

par 

dU(P)  i      à*     f   r  p^ 

-HT  =-1ïôïJ  7(vo)U(,n)  G(w'  P)rfs'" 
ou 

^E1  =  J-^   T   r      U(,n)G(m,P)^,„; 
àz  2*      J  J(2o) 

tant  que  P  n'est  pas  dans  (S0),  le  second  membre  peut  s'écrire 
—    f  f     U(i»)ZkpG(m,P)dSJB     ou     —   f  f     U(m)AwG(m,P)rf2w; 

**J     J(Vo)  'lit  J     ^(Vo) 

en  transformant  cette  dernière  intégrale  par  la  formule  de  Green, 
il  nous  vient 

(22)  ^Hi£2=_Lf   T     iU(m)G(fli,P)rfS„, 

-^XU(c)^(c'P)^ 

c  désignant  un  pointquelconque  du  contour  de  S0.  Chacune  de  ces 
intégrales  est  continue  pour  z  =  o  :  donc  le  long  de  (S0)  la  dérivée 
normale  V  (p)  de  la  fonction  U  sera  donnée  par 

(23)  \(p)  =  —àff     V{m)G(m9p)dLm 

'2~    ^  «As.) 
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ou 


(i3bis)  \(p)  =  J-   f  f     MJ(m)G(m,p)dZm 

-^XU(C)^(C,/,)^ 

Le  passage  de  la  première  de  ces  expressions  à  La  seconde  cons- 
titue une  formule  de  differentiation  que  nous  aurons  l'occasion 
d'utiliser  dans  la  suite. 

Le  second  terme  de  (22)  [ou  celui  de  (23  bis)]  disparait  lors- 
qu'on a  U  (c)  =  o  en  tout  point  du  contour  (G)  de  l'aire  (20)  : 
lorsqu'il  en  est  ainsi,  les  valeurs  prises  par  la  fonction  harmonique 
considérée  sur  la  frontière  constituée  par  le  demi-cylindre  et  la 
portion  de  plan  (S0)  sont  continues  au  voisinage  du  contour  (C); 

on  voit  alors  que  —  restera  linie  au  voisinage  de  ce  contour.  Au 
1       oz  ° 

contraire,  si  l'on  a  U  (c)  7^  o,  la  distribution  des  valeurs  de  notre 
fonction,  le  long  de  la  frontière  précédente,  présente,  sur  le  con- 
tour (C),  une  discontinuité  :  considérons  alors,  dans  la  formule  (22), 

le  deuxième  terme  de  — ,  c'est-à-dire  l'intégrale 

dz  '  ° 

-  —   f  \J(c)^-(c,P)ds. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  terme  devient  infini  quand  P  tend 
vers  un  point  du  contour  (C).  Supposons  par  exemple  que  P 
tende  vers  un  point  p0  du  contour  (C)  en  restant  dans  le  plan  (S0) 
et  en  outre  que  le  contour  (C)  soit  rectiligne  dans  le  voisinage  du 
point  p0  {fig-  1),  le  long  de  la  portion  ab  par  exemple.  Lorsque  p 
est  voisin  de  p0,  en  appelant/?'  le  symétrique  de  p  par  rapport  à 
la  droite  ab,  la  fonction  de  Green  ne  diffère  de 

1  1 

mp        mp' 

que  par  un  terme  holomorphe.  De  sorte  que  l'intégrale  précédente 
se  comportera  alors  comme 


'•   J  ni,  *r> 


<>i>  cp 

laquelle  devient  logaritlimiqu entent  infinie  lorsque  p  tend  vers/)0. 
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Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  fonction  de  l'ensemble  (H) , pour  f/ue  sa 
dérivée  par  rapport  à  z  appartienne  au  même  ensemble ,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  fonction  considérée  s'annule  sur  le 
contour  (C). 

Nous  avons  eu  clans  ce  qui  précède  à  considérer  des  intégrales 
de  la  forme 

f  V(C)^(c,V)ds, 

quelle  que  soit  la  fonction  U(c)  sur  le  contour  (C).  Cette  inté- 
grale   représente    une   fonction  du   point  P,    qui  est  régulière  à 


l'infini,  s'annule  sur  le  demi-cylindre,  et  enfin  qui  possède  en 
tout  point  de  (S0)  une  dérivée  normale  nulle.  En  dépit  de  ce 
concours  de  circonstances,  l'intégrale  précédente  n'est  pas  iden- 
tiquement nulle,  puisqu'elle  devient  infinie  au  voisinage  du  con- 
tour (C). 


De  même  l'intégrale 


XD(e)=s<''p)* 


nous  fournit  un  exemple  de  fonction  harmonique  s'annulant  sur 
la  surface   totale  de  notre  demi-cylindre  et   régulière  à  L'infini, 

sans  être  identiquement  nulle,  grâce  à  cette  circonstance  qu'elle 
peut  devenir  infinie  au  voisinage  de  (G). 
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Abordons  maintenant,  relativement  aux  fonctions  (H),  un  se- 
cond problème  : 

Problème  II.  —  Déterminer  celle  des  fonctions  (II)  dont  la 
dérivée  normale,  le  long-  de  (20),  prend  des  râleurs  données 

y(p). 

Soit  V(p)  une  fonction  régulière  dans  l'aire  (S0)  :  il  résulte  des 
propriétés  élémentaires  des  potentiels  de  simple  couche  qu'il 
existe  une  solution  et  une  seule  du  problème  donnée  par 

(•24)  U(P)=--Î-   f  f  V(#n)G(i»,  P)rf2,„. 

32.  Ces  deux  problèmes  préliminaires  étant  résolus,  nous 
arrivons  à  notre  seconde  relation  entre  la  fonction  de  Green  du 
cylindre  et  celle  de  sa  section  droite. 

Nous  supposerons  que  les  points  M  et  P  soient  dans  une  même 
section  droite;  dans  ces  conditions,  nous  pourrons  toujours,  sans 
diminuer  la  généralité,  les  supposer  confondus  aux  deux  points  m 
et  p  de  la  section  (S„). 

Nous  allons  démontrer  qu'on  a 

(25)  -^Z  G(m,  g)G(q,p)dZq=  g(m,p). 

Pour  cela,  proposons-nous  le  problème  I,  en  prenant  pour  dis- 
tribution sur  (20) 

V(p)=——ff    V(m)G(m,  p)d2m, 

~  t-o» 

où  V(m)  sera  une   fonction  quelconque,   régulière   dans   (  ï0)  et 
Unie  sur  (C).  La  solution  de  ce  problème  sera  donnée  par 

U(P)  =  -—  ff    V(m)G(m,P)d2m. 

D'après  ce  qui  a  été  vu,  relativemenl  au  problème  11,  la  dérivée 
normale  de  cette  fonction  le  long  de  (  1\,  i  est  précisément  égale 
à  \  .  Or  la  formule  (a3)  nous  apprend  que  cette  dérivée  normale 
est  encore  égale  à 


^z\jfv(q)G(q,p)dZq- 
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en  remplaçant  U  par  son  expression  au  moyen   de  V,   nous  obte- 
nons l'identité 

4ittV(/»)H-Ay  f    \(m)\jj^   G(m,  q)G(q,p)d2q~\dZm=:0, 

qui  a  lieu  quelle  que  soit  la  fonction    V. 

Il  est  très  facile  de  transformer  cette  identité;  utilisons  pour 
cela  la  proposition  suivante  (*)  : 

Soient  p  un  point  fixe,  m  un  point  variable  intérieurs  à 
l'aire  (S0  ).  La  différence 

J   •/£„  m(l  PI  mP 

est  une  fonction  holomorphe  des  coordonnées  du  point  m. 

Ecrivons  alors 

G  (m,  q)  = Q(m,  q), 

mq 

G(q,p)    =   ~  -Q(q,p); 

on  voit  immédiatement  que  si  l'on  considère  p  comme  fixe  et  m 
comme  variable,  la  différence 

sera  une  fonction  liolomorpbe  des  coordonnées  de  m. 

Cela  nous  permet  d'effectuer,  dans  l'identité  précédente,  la 
différentiation  indiquée,  en  remarquant  qu'on  a,  d'après  la  for- 
mule de  Poisson, 

±jJv{m)\oz-L-dvm  =  -iT.X{p)- 
les  termes  en  dehors  du  signe  somme  disparaîtront  et  il  nous  re>- 


(l)  Voir  Prkchet  et  Heywood,  L'équation  de  Fredholm  et  ses  applications 
à  la  Physique  mathématique.  Note  de  M.  Hadamard  sur  l'itération  des  noyaux 
infinis. 
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fera  seulement 

f  f    V(m)A  f  f    G(m,q)G(q,p)dZt,d2m=oi 

pour  qu'une  telle  égalité  ait  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction  V", 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

a/     /     G<>,  <j)G(q,  p)dZq=o. 
L'intégrale 

sera  donc  une  fonction  harmonique  plane  des  coordonnées  du 
point  m  quand  on  considère  p  comme  fixe.  Cette  fonction  s'annule 

sur  (G)  et  devient  infinie  en  p  comme  lo° •  G'est  donc  la  fonc- 

tion  de  Green  de  la  section  droite,  et  la  formule  (a5)  est  dé- 
montrée. 

33.  On  peut  donner  de  la  formule  (20)  une  démonstration  un 
peu  différente,  qui  va  nous  conduire  en  même  temps  à  un  théo- 
rème d'addition  de  la  fonction  de  Green  lorsque  l'on  considère 
celle-ci  comme  fonction  de  z  —  £. 

Pour  cela,  proposons-nous  de  calculer  l'intégrale 

-!-  f  f    G(Nl,q)G(q,  P)d2q, 

lorsque  nous  ne  supposons  plus  forcément  les  points  M  et  P  dans 
(20j.  Nous  pouvons  toujours  supposer  que  ces  deux  points  soient 
de  part  et  d'autre  de  (S0),  car,  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait 
de  remplacer  l'un  d'eux  par  son  symétrique  par  rapport  au  plan 
(S0),  ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  de  notre  intégrale.  Supposons 
par  exemple  la  cote  z  de  P  positive  et  la  cote  Ç  de  M  négative.  Le 
point  M  «'tant  fixe  et  différent  d'un  point  du  plan  (  ï0 1.  notre  inté- 
grale définit  une  fonction  du  point  P  qui  appartient  à  l'en- 
semble (H);  la  dérivée  normale  de  celle-ci  le  long  de  (  -„  1  esl 

V(/>)=-G(/>,  M); 

d'autre  part,  il  est  immédiat  que    la    fonction   (H)   qui   satisfait    à 


-  2U  — 
cette  condition  a  pour  valeur 


X 


G(P,  M)dz: 


égalons  cette  valeur  à  celle  que  nous  fournit  la  formule  de  réso- 
lution du  problème  II.  Il  nous  vient 

(26)  2-  f        G(P,  U)dz  =   f  f    G(M,  q)G(q,  P)dlf/. 

L'intégrale  du  second  membre  est  une  fonction  continue  des 
cotes  z  et  Ç  lorsque  celles-ci  tendent  vers  zéro,  la  première  par 
valeurs  positives  et  la  seconde  par  valeurs  négatives. 

Quant  au  premier  membre,  pour  z  =  Ç  =  o,  il  se  réduit  à 

i-  I         G(P,  m)dz 

•-  o 

ou,  d'après  la  relation  de  M.  Paul  Lévy,  à 

Nous  retrouvons  donc  bien  la  formule  (25)  comme  cas  particu- 
lier de  la  relation  (26)  qui  peut  encore  s'écrire 

(27)  G(M,  Y>)  =  --L±JJ   G(M,q)G(q,T>)dZq 

dans  le  premier  membre,  la  différence  des  cotes  de  nos  deux 
points  M  et  P  est  |  ;;  j  -h  |  Ç|.  Dans  le  deuxième,  la  différence  des 
cotes  des  points  M  et  q  est  |  Ç  |,  celle  des  points  P  et  q  est  \z\.  La 
formule  (27)  constitue  donc  un  théorème  d'addition  par  rapport  à 
la  différence  des  cotes;  ce  théorème  est  peu  commode,  il  est  vrai, 
puisqu'il  revêt  la  forme  intégro-différentielle. 

34.  Proposons-nous  de  résoudre  l'équation  intégrale  de  pre- 
mière espèce 

(28)  ¥(p)=-—ff    X(m)G(m,p)dï.,„. 

Tout  d'abord  elle  ne  peut  avoir  plus  d'une  solution.  Autrement 
dit,  G(m,  p)  est  un  noyau  fermé;  cela  résulte  immédiatement  du 
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fait  suivant  :  si  l'on  itère  ce  noyau,  on  trouve,  nous  l'avons  vu, 
la  fonction  de  Green  de  la  section  droite,  qui  est  elle-même  un 
noyau  fermé. 

L'équation  (28)  s*1  résout  alors  immédiatement  en  remarquant 
que  V  doit  être  la  dérivée  normale  le  long  de  (S0)  de  la  fonc- 
tion (H)  qui  prend  sur  cette  section  les  valeurs  F,  de  sorte  que 
nous  aurons 

V(P)  =  ^Z±f  f    F(m)G(m, />)<*£,„. 

2  "      J     . .  '  v 

On  aurait  encore  obtenu  ce  résultat  en  multipliant  les  deux 
membres  de  (28)  par  la  quantité 

G(/>,  q)dZp 

et  en  intégrant  dans  (S0);  il  suffit  alors  de  se  servir  de  la  formule 
(26)  et  d'appliquer  la  formule  classique  de  Poisson. 

3o.   Etudions  de  même  l'équation  fonctionnelle 

(29)  F(/0  =  —  a/    f    V(m)G(m,p)dï,„. 

Nous  en  avons  immédiatement  une  solution  qui  est 

\}(p)  =  --L  f  f    F(m)G(m,p)dZm; 
%*J  «A2.) 

en  effet,  J  doit  être  la  distribution  le  long  de  l  S0 1  des  valeurs  de 
la  dérivée  normale  de  celle  des  fonctions  (H)  qui  prend  au  poinl 
p  de  cette  section  la  valeur  U(p  I. 

Cette  solution  n'est  d'ailleurs  pas  la  seule.  Considérons  eneflet 
l'équation  homogène 

(30)  A/    /      U(m)G(m,  p)dZ,„  — o; 


J  -AS.) 


il  est  facile  d'en  indiquer  la  solution  générale  quand  on  se  borne 
à  considérer  les  fonctions  régulières  en  toul  point  intérieur  (au 
sens  strict)  à  l'aire  (20)  :  soit  o(/>)  une  fonction  harmonique 
quelconque  dans  l'aire  (S0);  nous  aurons 


II 


U(m)G(/n,/>)rfZ„  =  air  ?(/?), 
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d'où  nous  déduisons  [en  supposant  que  o  n'a  pas  de  singularités  à 
l'intérieur  de  (20)] 

U(p)=—-L±ff    o(m)G(m,p)dZm 
'27Z  J  -/(Sj 

ou,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  paragraphe  31  [formules  (23), 
(23  bis)], 

17  (Ci 

la  distribution  o  le  long  du  contour  (G)  correspondant  à  une  fonc- 
tion continue  arbitraire. 

Toutes  les  solutions  de  l'équation  (2(j)  régulières  en  un  point 
intérieur  (au  sens  strict)  à  (20)  sont  donc  données  par 

V(P)=-7Z  f  f    F(m)G(m,p)d2m+±  f  ?(c)^(c,  P)rf,, 

mais  il  faut  bien  remarquer  qu'une  seule  de  ces  solutions  est 
bornée  dans  notre  aire,  c'est  celle  indiquée  précédemment  qui 
correspond  à  o  =  o. 

Remarque.  —  Si  l'on  prend  pour  ©(/?)  une  fonction  harmo- 
nique présentant,  dans  l'aire  (S0),  des  points  singuliers,  on 
obtiendra  des  solutions  singulières  de  (3o);  ainsi  soit  a  un  point 
quelconque  intérieur  à  (20).  Si  nous  prenons 

*(p)  =  g(«,  P), 
il  correspondra  la  solution 

V(p)  =  G(a,  p). 

36.   Considérons  l'opérateur  linéaire  défini  par 

û[U]  =  —  A  f  f     U(m)G(m,p)d2m; 

nous  en  connaissons  la  signification  :  il  nous  fournit   les  valeurs 
prises,  le  long   de  (S0),   par  la  dérivée  normale  de  celle  des  fonc- 
tions (H)  qui  prend  au  point  p  de  (S0)  la  valeur  U(/>). 
Je  dis  qu'on  a 

Q[û[U]]=  —  AU. 
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Tout  d'abord,  si  l'on  a  U (c)  =  o,  le  fait  est  évident,  car  la  dé- 
rivée —  de  la  fonction  U(P)  de  l'ensemble  (H)  qui  prend  sur(20) 
les  valeurs   U(/>)  appartient  elle-même  à  l'ensemble  (H);  si  donc 
nous  superposons  deux  opérations  il,  nous  trouverons  les  valeurs 

de  -r— r  >  c'est-à-dire  —  AU,  le  long  de  (-<>)• 

Si  U  est  différent  de  zéro  sur  (G),  on  peut  poser 

U(/>)  =  U,(/>) +  ?(/>), 

cp(d)  étant  la  fonction  harmonique  dans   l'aire    (S0)   et  prenant 

sur  (G)  les  mêmes  valeurs  que  U,  de  sorte  que  L,  est  nul  sui^Cj. 

Nous  avons  alors 

AU  =  Al,. 

Il  nous  suffit  alors  de  vérifier  qu'on  a 

Q[û[«p}]  =  o; 

or  nous  avons 

dG 


»(»>  — £j£»Wz;««^>*i 


or,  nous  avons  vu  au  paragraphe  précédent  que  le  deuxième 
membre  V(j?)  de  cette  équation  est  solution  de  l'équation  (3o), 
c'est-à-dire  qu'on  a  bien 

Q(V)  =  a[o.[<f>]]  =  o. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

37.  Soit  maintenant  A  un  nombre  quelconque  supérieur  à  la 
constante  caractéristique  — a^.  Tous  les  résultats  qui  précèdent 
peuvent  s'étendre  à  L'équation  (i).  Bornons-nous  à  faire  cette 
généralisation,  dans  ses  grandes  lignes,  pour  les  plus  importants 
d'entre  eux. 

Reprenons  notre  demi-cylindre  (o+);  appelons  encore  fonc- 
tion (H)  toute  solution  de  L'équation (i)  dépourvue  de  singularités 
à  l'intérieur  de  ce  demi-cylindre  et  remplissant  en  outre  les  con- 
ditions suivantes  : 

i°  Elle  s'annule  sur  le  demi-cylindre; 

2°  Elle  est  régulière  à  l'infini; 

3°  Elle  reste  finie  au  voisinage  du  contour  (C)  de  la  section  (-(>)• 
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Comme  précédemment,  il  y  a  une  fonction  (H)  et  une  seule 
prenant  le  long  de  (S0)  ^es  valeurs  données  \J(p)',  elle  a  pour 
expression 

U(P)=-—4-ff     U(m)G(m,  P;A)dS,„; 

de  même,  il  y  a  une  fonction  (H)  et  une  seule  dont  la  dérivée 
normale  le  long  de  (S0)  prend  des  valeurs  données  V(p).  Elle  est 
donnée  par 

L(P)= -   f  f     V(/re)G(iw,P;A)rf2w. 

Ceci  nous  permet  de  reprendre  le  raisonnement  fait  au  para- 
graphe 33.  Soient  M  et  P  deux  points  situés  de  part  et  d'autre 
de  (Sft)  [z  >>  o  >>  Ç].  Calculons  l'intégrale 

izff^    G(M,g;A)G(q,P;A)dZ9; 

le  point  M  étant  regardé  comme  fixe,  elle  nous  définit  une  fonc- 
tion du  point  P  qui  appartient  à  l'ensemble  (H),  à  savoir  celle 
dont  la  dérivée  normale  le  long  de  (S0)  prend  les  valeurs 

V(/>)=-G(M,/>;A); 

mais  il  est  immédiat  qu'une  telle  fonction  peut  s'écrire 

f       G(M,P;A)rf*, 

d'où  la  relation,  analogue  à  (26), 

(3i)    it.  f       G(M,?;'A)dfc  =  f  f     G(M,  g;  A)G(q,  P;  A)dZq. 

Les  deux  membres  de  cette  relation  sont  des  fonctions  continues 
pour^  =  Ç  =  o.  Pour  ces  valeurs,  le  premier  membre,  en  vertu 
de  la  relation  de  M.  Paul  Lévy,  se  réduit  à  ingiin, p;  A).  Nous 
avons  donc  la  relation  suivante  qui  généralise  (a5)  : 

(3a)  2-g(m,p;\)=  f  f     G(m,gr;  A)G(q,p:  A)dZ9. 

J   ■'{S.J 

Supposons    que    nous    donnions   à    A    une    valeur  positive  u.2. 
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L'égalité  suivante 


'tv 


„,  •       x        C  C  e-V-""J  e-V-Pl    ,„ 
iTzK(i'xr)  =  /    ;    d±.a,         ou  r  =  mp, 

JJ     mq      pq 

où  l'intégrale  qui  ligure  au  second  membre  est  étendue  à  tout  le 
plan,  peut  être  considérée  comme  un  cas  limite  de  la  relation  (32). 

38.  On  peut  encore  étendre  les  résultats  précédents.  Bornons- 
nous  au  cas  où  l'on  considère,  au  lieu  de  l'équation  (i),  l'équa- 
tion 

di  U        à2  U       d2  U 

où  R  représente  une  fonction  positive  en  tout  point  de  l'aire  (S0). 
On  peut  alors  montrer  qu'il  existe  un  nombre  —  a2  (')  jouissant 
de  la  propriété  suivante  :  Lorsque  A  -h  a2  est  positif,  il  existe  une 
fonction  de  Green  donnée  par 

(34)       G(M,P;AR)  =  -/         g(m,p;  AR -f-  X2)  cosl(z  —  Qdk 

(dans  ce  mode  d'écriture,  il  va  sans  dire  que  G  est  une  fonction- 
nelle de  AR;  remarque  analogue  pour^).  Nous  aurons  encore  la 
relation  de  M.  Paul  Léyy 

zg(m,p;\R)=  f       G(M,P;AR)«fo, 

et,  comme  au  numéro  précédent,  nous  démontrerons  la  relation 
■>.-  Ç      G(M,P;AR)<fe  =  f  f     G(M,9;AR)G(7,P;AR)<227] 

où  M  et  P  désignent  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  (S0). 
Quand  M  et  P  viennent  dans  (S0),  on  a  à  la  limite 

ait^(m,j»;AR)  =  f  f     G(m,  7;  AR)  G(q,P;  A  R)  dZ„. 

Nos  deux  formes  de  relations  entre   la   fonction  de   Green  du 
cylindre    et   celle    de    sa    section    droite,    d'abord    établies    pour 

(')  Lequel,  lorsque  H  est  égal  à  t,  se  réduit  à  —  a2. 

XLII.  l5 
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l'équation   de    Laplace,    s'appliquent    donc    sans    modification   à 
l'équation  (33). 

39.  Enfin,  on  obtient  des  résultats  identiques  pour  la  fonction 
de  Neumann;  il  est  inutile  d'en  reprendre  la  démonstration  qui 
suit  une  marche  toute  parallèle  à  la  précédente;  nous  devrons  ici 
supposer  que  A  est  essentiellement  positif,  et,  dans  ces  conditions, 
il  nous  suffira,  dans  les  formules  précédemment  obtenues,  de 
changer  G  en  T  et  g  en  y. 

CHAPITRE  V. 

DISCUSSION    DU    PROBLÈME   DE   DIRICHXET. 

40.  Nous  avons  vu  (Ghap.  II,  §  17)  qu'une  solution  de  l'équa- 
tion (i)  n'est  pas  déterminée  lorsque  l'on  connaît  uniquement  les 
valeurs  qu'elle  prend  sur  un  cylindre  indéfini. 

Il  convient  donc,  lorsqu'on  parle  du  problème  de  Dirichlet  pour 
un  tel  domaine,  d'en  préciser  l'énoncé.  Rappelons  à  cet  égard 
deux  résultats  déjà  obtenus  (§  18  et  19  )  : 

i°  Lorsque  À  -+-  a,  est  positif,  il  existe  au  plus  une  solution  de 
l'équation  (i)  prenant  des  valeurs  données  sur  le  cylindre  et 
bornée  à  l'intérieur; 

2°  Lorsque  À  -f-  a*  est  quelconque,  l'équation  (i)  admet  au  plus 
une  solution  prenant  des  valeurs  données  sur  le  cylindre  et  régu- 
lière à  l'infini. 

Il  est  donc  naturel  d'examiner  successivement  les  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

i°  A  -f-  oc*  étant  positif  au  sens  strict,  soit  H(.ç,  z)  une  fonction 
continue  et  bornée  sur  tout  le  cylindre;  l'équation  (i)  admet-elle 
une  solution  régulière  et  bornée  à  l'intérieur  du  cylindre  et 
prenant  sur  le  cylindre  les  valeurs  H(.ç,  s)? 

2°  A  -+-  a'j  étant  négatif  ou  nul,  soit  H(s,5)  une  fonction  qui, 
outre  les  conditions  précédentes,  remplisse  celle  de  régularité  à 
l'infini  (c'est-à-dire  elle  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  s 
croît  indéfiniment).  \  a-t-il  une  solution  de  (i),  régulière  à  l'in- 
térieur du  cylindre  et  régulière  à  l'infini,  prenant  sur  le  cylindre 
les  valeurs  H(s,  s)? 
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41.  Commençons  par  le  premier  de  ces  problèmes,  de  beaucoup 
le  plus  facile.  Nous  supposons  donc,  vérifiée  au  sens  strict,  l'iné- 


galité 


A  -+-  aj  >  o. 


Il  existe  donc  une  fonction  de  Green  G(M,P;A).  Soit  u.  un 
point  quelconque  (s,  z)  de  la  surface  du  cylindre,  et  soit 

U(lx)=H(s,z) 

la  distribution  des  valeurs  données  :  H(it)  étant  continue  et 
bornée,  nous  allons  montrer  qu'il  y  a  une  solution  de  (i)  régulière 
et  bornée  dans  le  cylindre  et  prenant  sur  sa  surface  les  valeurs 
H(u,).  Elle  est  donnée  par 

(35)  U(P)=J-f  £H(a)^(a,P;A)rfSa 

(If    représente  une  intégrale  double  étendue  à  tout  le  cylindre  )  • 

Tout  d'abord,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  démontrer  que  la 
fonction  U  est  bornée  et  qu'elle  vérifie  l'équation  (i).  Mais  il  nous 
faut  en  outre  établir  le  point  suivant  :  m  désignant  un  point  quel- 
conque sur  le  cylindre,  la  fonction  U(P)  tend  vers  H  (ra)  lorsque  P 
tend  vers  et. 

Aous  prendrons  comme  plan  des  xy  le  plan  de  section  droite 
du  point  rs.  Nous  utiliserons  les  deux  remarques  suivantes  (')  : 

i"  La  fonction  de  Green  G  (M,  P;  A)  est  toujours  positive;  il  en 
est  donc  de  même  de  sa  dérivée  normale; 

2°  Quand  M  décrit  une  parallèle  aux  génératrices  en  s'éloignant 
indéfiniment  de  P,  la  fonction  G  (M,  P;  A)  tend  vers  zéro  en  dé- 

croissant;  il  en  est  donc  de  même  de  -7—  (u,  P;  A)  quand  u.  décri- 
a/1   '  '   1  l  ' 

vaut    une  génératrice,  s'éloigne  indéfiniment  de  P  :  c'est  ce  qui 

résulte  immédiatement  de  l'expression  asymptotique  de  — •• 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  donne  à  H  la  forme  particulière 
suivante  : 

11/  w      \   COS 

H(s,  z)  =  A(*)gJn  w;, 


(')  La  première  de  ces  remarques  est  démontrée,  dans  une  Note,   à  la  fin  de  ce 
Mémoire. 
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où  to  est  une  constante,  nous  sommes  assurés  de  l'existence  d'une 
solution  qui  sera 


V{x,y,z)^f(x,y) 


cos 
sin 


en  appelant/  (x, y)  la  solution  de  l'équation 
d*  u       d*  u 


dx* 


ôy* 


=  (A-+- to2)«, 


qui  prend  le  long  du  contour  (C)  de  (S0)  les  valeurs  A  (s);  en 
outre,  cette  solution  U  est  nécessairement  susceptible  de  s'écrire 
sous  la  forme  (35)  (ce  qu'il  serait  d'ailleurs  facile  de  vérifier 
directement). 

En  reprenant  le  raisonnement  classique  qui  sert  à  étudier  l'in- 
tégrale de  Poisson,  nous  sommes  conduits  à  démontrer  la  propo- 
sition suivante  : 

Considérons  la  rondelle  R0  découpée  dans  le  cylindre  par  une 

Fig.    2. 


R',l 


sphèreVde  centre  m,  de  rayon  p,  aussi  petit  qu'on  veut,  mais 
déterminé.  On  peut  prendre  le  point  P  assez  voisin  de  vs  pour  que 
l'intégrale 


//e_JI<"p=A>^ 
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étendue  à  toute  la  surface  du  cylindre,  moins  la  rondelle  R0,  soit 
aussi  petite  qu'on  veut. 

En  effet,  soient  A.  (s)  et  B(s)  deux  fonctions  positives,  la  seconde 
au  sens  strict,  la  première  n'ayant  d'autre  zéro  que  la  valeur  s  =  o 
que  nous  ferons  correspondre  au  point  m.  Si  nous  prenons  alors 

H(s,z)=  A(s)-ï-(i  —  cosoiz)  B(s), 

notre  problème  aura  certainement  une  solution  fournie  par  (35). 
Les  zéros  de  H  (s,  z)  forment  une  division  régulière  sur  la  géné- 
ratrice du  point  ra,  la  distance  de  deux  consécutifs  d'entre  eux 
étant  —  ;  partout  ailleurs,  H  (s,  z)  est  positive.  Enlevons  de  notre 
cylindre,  non  seulement  la  rondelle  R0  qui  entoure  cj,  mais 
encore  toutes  les  rondelles  égales  R,,  R2,  ...,  R't,  R,,  ...  entou- 
rant les  autres  zéros  de  la  fonction  H.  Sur  le  cylindre  ainsi  per- 
foré, H  a  un  certain  minimum  positif.  Il  en  résulte  que  l'intégrale 


IL 


d0^ 

lui     ^ 


étendue  à  cette  surface,  tend  nécessairement  vers  zéro  lorsque  P 
tend  vers  ru. 

Pour  nous  débarrasser  maintenant  des  rondelles  auxiliaires  Rt , 
R2,    ..,  R'(,  R, il  nous  suffit  de  remarquer  que  l'intégrale 


fi. 


R.+Rî-h..  +R',-i-R'2-+-... 


étendue  à  la  somme  des  aires  de  ces  rondelles,  est  moindre  qu'une 

portion  de  l'intégrale  précédente,  grâce  au  fait  que  -=-  décroit  à 

partir  d'un  certain  moment  lorsque  tx  s'éloigne  de  P  sur  une  géné- 
ratrice :  nous  en  serons  du  moins  assurés  si  la  quantité  arbitraire  o> 
est  prise  suffisamment  petite. 

La  proposition  annoncée  est  donc  établie. 

Il  est  maintenant  facile  de  vérifier  que  U(P)  tend  vers  H  (tu) 
lorsque  P  tend  vers  m.  On  écrit  pour  cela 
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La  première  de  ces  intégrales  représente  la  solution  régulière 
et  bornée  de  (  i  )  qui  prend  sur  le  cylindre  la  valeur  cons- 
tante H  (rs).  Il  suffit  donc  de  montrer  que  la  seconde  tend  vers 
zéro  quand  P  tend  vers  m  ;  c'est  ce  que  Ton  fera  en  la  décompo- 
sant en  deux  parties  :  l'une  étendue  à  Rn,  l'autre  à  ©  —  R0.  Nous 
n'insisterons  pas  sur  ce  raisonnement  qui  est  classique,  et  dont  la 
proposition  précédente  constitue  la  pierre  de  touche  essentielle. 

Il  est.  donc  établi  que  notre  problème  admet  une  solution  et 
une  seule,  donnée  par  la  formule  (35). 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  H  (s,  z)  soit  régulière  à 
l'infini.  Il  est  alors  facile  de  vérifier  que  la  solution  L  (x,  r.  z  ) 
fournie  par  (35)  est  elle-même  régulière  à  l'infini.  Cela  tient  au 
fait  suivant  : 

P  étant  un  point  quelconque  intérieur  au  cylindre,  on  peut 
toujours  trouver  une  section  droite  2^,  déterminant  deux  demi- 
cylindres  h+  et  /*_,  telle  que  l'intégrale 


f.f 


£-■ 


étendue  à  celui  de  ces  deux  demi-cylindres  situé  par  rapport  à  2yi 
de  côté  différent  de  P,  soit  aussi  petite  qu'on  veut.  Ceci  revient 
à  dire  que  la  même  intégrale,  étendue  à  tout  le  cylindre,  est 
convergente. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  voit  que,  dans  la  même 
hypothèse,  les  dérivées  par  rapport  à  z  de  U  (#,  y,  z)  tendront 
vers  zéro  sur  toute  parallèle  aux  génératrices  strictement  inté- 
rieure au  cylindre  :  c'est  dire  que  si  les  dérivées  de  H  jusqu'à 
un  certain  ordre  sont  régulières  à  l'infini,  il  en  sera  de  même  des 
dérivées  de  U  jusqu'à  cet  ordre. 

42.    Supposons  maintenant  que  nous  ayons 

et  considérons  une  fonction  H  (s,  z)  continue  sur  le  cylindre  el 
régulière  à  l'infini.  Nous  supposerons  en  outre  que  l'intégrale 


L 


\H(s,z)\dz 
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a  un  sens  et  que  sa  convergence  est  uniforme  par  rapport  à  s. 
Mous  cherchons  s'il  y  a  une  solution  de  (i)  régulière  dans  le 
cylindre,  régulière  à  l'infini  et  prenant  sur  le  cylindre  les 
valeurs  H(s,  z). 

En  général,  on  doit  répondre  à  cette  question  par  la 
négative. 

Nous  allons  en  effet  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Soit  une  solution  de  (i)  régulière  dans  le  cylindre  et  régu- 
lière à  l'infini,  prenant  sur  le  cylindre  les  valeurs  11  (s,  z)  qui 
remplissent  toutes  les  conditions  précédemment  énoncées.  Si 
l'on  a 

(36)  A  -+-  zj,      =  o, 

(3;)  Ah-jJh>o, 

on  a  nécessairement 


(38) 
pour 


./_„      sin  Jir\  dn 


Les  égalités  (38)  nous  fournissent  donc  des  conditions  néces- 
saires de  résolubilité  de  notre  problème  :  ces  conditions  sont  au 
nombre  de  ip  si  l'inégalité  (36)  est  vérifiée  au  sens  strict;  si,  par 
contre,  elle  est  vérifiée  au  sens  large,  et  si  a*  est  d'ordre  de  mul- 
tiplicité A,  h  de  ces  conditions  se  trouveront  vérifiées  d'elles- 
mêmes  et  leur  nombre  se  réduira  à  ip  —  h. 

Un  premier  moyen  de  présenter  la  proposition  précédente  est 
de  se  servir  de  la  formule  de  Green  :  c'est  là  du  moins  une 
manière  très  simple  d'opérer,  si  nous  considérons  une  solu- 
tion U  (#,  y,  z)  de  (i)  qui  soit  régulière  à   l'infini,  et  qui,  en 

outre,  possède  une  dérivée  —  jouissant  de  la  même  propriété. 

En  effet,  remarquons  que  la  fonction 


\;(x,  y,z)  =  v(x,  y)  sjn  (y/-  A  -  %)  z) 
est  elle-même  une  solution  de  (i),   essentiellement  bornée  ainsi 


—  226  — 

qiie-r-^-  Considérons  alors  un  cylindre  droit  obtenu  en  coupant 
par  deux  sections  droites  quelconques.  Nous  avons 


m 


..dVi      v  dV  ' 


l'intégrale  double  étant  étendue  à  la  surface  totale  de  ce  cylindre. 
Lorsque  les  deux  bases  s'éloignent  indéfiniment  de  part  et  d'autre, 
les  portions  de  cette  intégrale  qui  leur  correspondent  tendent 
vers  zéro,  et  nous  trouvons  bien  les  formules  (38). 

Mais  la  restriction  précédemment  imposée  à  la  solution  U,  soit 
d'avoir  une  dérivée  par  rapport  à  z  régulière  à  V infini,  ne 
saurait  être  admise;  nous  allons  donner  une  deuxième  méthode 
où  elle  devient  tout  à  fait  inutile. 

INous  allons  pour  cela  nous  appuyer  sur  les  propositions  sui- 
vantes, bien  connues  dans  la  théorie  des  équations  linéaires  : 
Désignons  par  f  (z)  une  fonction  définie  et  continue  pour  toute 
valeur  de  z  et  tendant  vers  zéro  lorsque  |^|  croit  indéfiniment. 
Elles  s'énoncent  comme  suit  : 

i°  L'équation  différentielle 

(a)  v"{z)-u>*v(z)=f(z) 

a  toujours  une  solution  et  une  seule  qui  tend  vers  zéro  quand  j;j 
croît  indéfiniment;  c'est 

v(z)=—  —    /         e-*\---\  f(l)  d\. 

2°  Considérons  par  contre  l'équation 

(b)  V"(z)  +  M*V(z)=f(z); 

pour  qu'elle  admette  une  telle  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait 

f       /(Ç)cosu>t<=o,       j        /(Qsin<^  =  o. 
Cela  posé,  considérons  la  fonction  suivante  : 
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La  solution  considérée  étant  régulière  à  l'infini,  il  est  nécessaire 

que  la  fonction  vt(z)  tende  vers  zéro  quand  \z\  augmente  indéfi- 
niment. Mais,  d'autre  part,  il  est  facile  de  former  une  équation 
différentielle  à  laquelle  satisfait  Vi(z).  Nous  avons  en  effet 


M*)  =f f  %£*&  rididni 


tenant   compte  du   fait  que  U  est  solution  de   l'équation  (i)  et 
appliquant  la  formule  de  Green,  il  nous  vient 


(39)  PÎ(*)  -  (A  +  a?)  Vi{z)  =-  f  H(5,  z)^± 


ds. 


Pour  i=  1,2,...,/?,  cette  équation  est  du  type  ( b)  ;  pour  i^p  -+- 1 , 
elle  est  du  type  (a).  Exprimons  qu'elle  admet,  quel  que  soit 
l'indice  t,  une  solution  qui  tend  vers  zéro  lorsque  |-|  croit  indéfi- 
niment, nous  trouvons  bien  les  conditions  (38). 

Le  théorème  est  donc  démontré  par  une  méthode  qui  n'exige 
aucune  hypothèse  sur  la  manière  dont  se  comporte  à  l'infini  — • 

Ainsi  donc,  H  (s,  z)  remplissant  les  conditions  énoncées  au 
commencement  de  ce  paragraphe,  il  n'y  a  pas  en  général  de 
solution  U  (#,  y,  z)  de  (1),  régulière  clans  le  cylindre  et  régu- 
lière à  l'infini,  qui  prenne  sur  le  cylindre  les  valeurs  H  (s,  z). 
Pour  qu'il  existe  une  pareille  solution,  il  est  nécessaire  que  H 
vérifie  les  conditions  (38). 

Inversement,  nous  allons  nous  proposer  de  montrer  que  ces 
conditions  (38)  sont  suffisantes.  Pour  parvenir  à  ce  résultat, 
nous  commencerons  par  définir  ce  qu'on  doit  entendre  par  fonc- 
tion de  Green  généralisée. 

43.  Les  fonctions  de  Green  généralisées.  —  Quand  A  H- a* 
est  négatif  ou  nul,  il  n'y  a  plus  de  fonction  de  Green  et  le  pro- 
blème de  Dirichlet  tel  que  nous  l'avons  énoncé  est  généralement 
impossible.  Nous  allons  construire  une  fonction  qui,  dans  les  cas 
de  possibilité,  jouera  le  même  rôle  que  la  fonction  de  Green 
G  (M,  P;  A)     dans    la   résolution    de    notre   premier  problème 

(A-f-a;>o,  §4i)  («y; 

(')  Au  fond,  nous  faisons  ici  quelque  chose  d'analogue  à  ce  que  l'on  fait  pour 
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Faisons  toujours  L'hypothèse 

A  +  a*go,         A  +  a^>o. 

Dans  ces  conditions,  nous  appellerons  fonction  de  Green  géné- 
ralisée (J  (M,  P;  A)  une  solution  de  l'équation  (i)  s 'annulant  sur 
le  cylindre,  régulière  à  l'infini  et  régulière  en  tout  point  à  dis- 
tance finie  non  situé  dans  la  section  droite  du  point  P;  au  passage 

de  cette  section  droite,  sa  dérivée  —  subit  une  discontinuité;  sur 

la  lace  supérieure  de  cette  section  droite,  ort  a 


dlr 


-Z+0 


=  airfç,  (m)  ©,  (p)  -4-  ...-H»p(m)  fP(p)]  ; 


sur  la  face  inférieure,  —7  prend  la  valeur  opposée 


dlr=s-0 


-  ait[  ©,  (m)  <p,  (p)  -K  .  .  -+-  op(m  )  ?,,(/>)]  ; 


enfin,  la  différence  Çj" =3— - —  reste  partout  finie. 

Il  est  évident  qu'il  y  a  au  plus  une  fonction  répondant  à  cet 
ensemble  de  conditions.  Cette  fonction  existe  effectivement  et 
elle  est  donnée  par  la  formule 

(4o)    Ç(M,  P;  A) 

=  ±   f       \g(m,p:  X'-f-A) 

l9,T.Gi(m)<sj(p)  aTT9/)(m)9P(/>)1  ) 

[_     X*  -+-  A  -h  a*  À*  +-A  +  a*      J  ( 

x  cosa(Ç  —  z)d\. 

Remarquons  d'abord  que,  lorsque  A  +  a^  est  positif,  le  deuxième 
membre  peut  se  décomposer  et  s'écrire 


p        J 


G(M,  P;  A)— 2TC> ?n(m)on(p). 

(j*  (M,  P;  A)  vérifie,  on  le  voit  alors  immédiatement,  toutes  les 

résoudre  le  problème  de  Neumann  relatif  à  l'équation  de  Laplace,  dans  le  cas 
d'un  domaine  limité;  ce  problème  n'est  en  général  pas  possible;  on  construit  une 
fonction  de  Neumann  pour  le  cas  de  possibilité. 
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conditions  que  nous  lui  avons   imposées,  et,  en  outre,  il   résulte 
de  la  formule  (20)  qu'on  a,  dans  cette  hypothèse. 


(40  £(M,P;A)  =  -2-    > ?„(!*)  ?„(/>). 

D'autre  part,  tant  que  l'on  a  au  sens  strict  de  l'inégalité 

A  -l-  **+,  >  o, 

le  second  membre  de  (4<>)  a  un  sens  :  il  en  est  de  même  du 
deuxième  membre  de  (4i)  {cf.  §27),  la  série  qui  v  figure  con- 
verge absolument  et  uniformément  dans  une  section  droite  déter- 
minée (différente  de  celle  de  P).  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à 
démontrer  l'identité  de  ces  deux  seconds  membres  de  ( io)  et 
de  (41)  pour  une  valeur  quelconque  de  A  supérieure  à  —  aJ,+1">  en 
effet,  dans  ces  conditions  la  fonction  $(M,  P;  A),  représentée  par 
le  deuxième  membre  de  (4°)?  possède  dans  toute  section  droite 
des  dérivées  des  deux  premiers  ordres  et  s'annule  sur  le  contour 
de  cette  section;  elle  est  donc  développable  en  série  de  fonc- 
tions fondamentales;  si  l'on  effectue  ce  développement,  on  tombe 
forcément  sur  (4i)- 

Sous  la  forme  (40'  apparaît  immédiatement  ce  fait  que 
Ç(M,  P;  À)  est  solution  de  (1);  sous  la  forme  (4<>),  «>ii  démontre 
aisément  que  la  différence 

. ,       cos  / —  A  R 
(J R 

reste  partout  finie;  il  suffit  pour  cela  d'opérer  comme  on  l'a  lait 
pour  la  fonction  G  (M,  P;  A)  elle-même;  on  décomposera  g  sous 
la  forme 

g(m,p;  X*-i-A)  =  K(i VX*  +  Ar)-»(m,/);  X»-t-A), 

et  l'on  écrira 

Ç(M,  P;A)=      ^/         K(i^l*-h  A  r)  cosX(Ç -z)rfX 


-    /  <xi(m,  p;  A2-+-  A)  —  itz  2u^n{m)on(p) 


x  cosX(Ç  —  z)  cTk  ; 
sous  cette  forme,  la  propriété  en  question  est  immédiate. 
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Il  reste  à   monder,  et  c'est  là  un  point  très  important,  que  — ^ 

éprouve  au  passage  du  plan  z  =  Ç  une  discontinuité.  Pour  cela, 
écrivons  le  second  membre  de  (4o)  sous  la  forme 

-+-  £    /        g(m,p;  X»-i-A)cosX(Ç  —  z)dk 

en  désignant  par  A  un  nombre  positif  quelconque  supérieur 
à  y — A  —  a,;  dans  ces  conditions,  toutes  les  intégrales  écrites 
ont  un  sens,  et  les  deux  premières  d'entre  elles  sont  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées,  même  pour  c  =  Ç.  Considérons,  par 
contre,  la  troisième.  Sa  dérivée  par  rapport  à  Ç  est 

ce  que  nous  écrivons  encore 

La    seconde    des    intégrales    entre    parenthèses    est   continue 
pour  z  =  Ç;  finalement,  -^  se  comporte  donc  comme 

■*£À9n(m)*n(p))  jj OX. 


n  =  l 


Or,  quand  "C,  —  z  est  positif,   cette  dernière  expression   a   pour 
valeur 

27t5  Vn{m)<tn(p); 
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lorsque  "C. —  :■  est  négatif,  sa  valeur  est 

p 

-2"2j?»("i)?"(/')' 
n  =  l 

ce  qui  démontre  le  l'ésultat  annoncé. 

Ainsi,  il  existe  une  fonction  de  Green  généralisée,  définie 
comme  nous  l'avons  dit  et  donnée  par  l'une  des  formules  (4o) 
ou  (4i). 

■44.  Reprenons  alors  notre  distribution  H(.ç,  s),  et  soit 
H(#,  y,  z)  la  fonction  harmonique  prenant  sur  le  cylindre  les 
valeurs  H(s,  ^),  et  qui  en  tout  point  intérieur  est  bornée  et  régu- 
lière. La  fonction  H  (s,  .s)  étant  régulière  à  l'infini,  il  en  sera  de 
même  de  H(#,j',  z).  Considérons  l'intégrale 

(42)       ?(P)=-^yyyH(M)Ç(M.  ?;  \)d\Si, 

où  (j  désigne  toujours  notre  fonction  de  Green  généralisée.  La 
fonction  cp ( P)  s'annule  sur  le  cylindre,  et  elle  est  elle-même  régu- 
lière à  l'infini.  Nous  allons  former  une  équation  aux  dérivées 
partielles  à  laquelle  satisfait  cette  fonction  w.  Pour  y  parvenir 
facilement,  il  suffit  de  résumer  les  singularités  de  Ç  dans  l'énoncé 
suivant  : 

Le  point  P  étant  fixe,  la  fonction  Çf^LP;  A)  ne  diffère  de 
L 'expression 

cos(V^Â~MP)     M\Ç       .        r    /■<5„(Q)cos(v/— AMQ) 


A1P 


— 2é^p)J  X2 âïq d-* 


que  par  une  fonction  holomorphe  en  tout  point  M. 

En  s'appuyant  sur  cette  propriété  et  sur  la  formule  de  Poisson, 
on  démontre  immédiatement  que  e  \érifie  l'équation 

<?2®        ^2o        t)2ç 

(43>       35*-*  3*  ■♦-s*-** 
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45.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  montrer  que  les 
conditions  (38)  sont  suffisantes.  Si  notre  problème  admet  une 
solution  V(oc,y,  z)  et  si  nous  posons 

U(a-,  y,  z)  =  H(x,  y,  z)-h\(x,y,  z), 

la  fonction  N(x,y,z)  sera  régulière  à  l'infini  et  nulle  sur  le 
cylindre;  en  outre,  elle  vérifiera  l'équation 

<)i\       à*V       d*\ 

cette  fonction  V  sera  susceptible  d'être  développée  en  une  série 
absolument  et  uniformément  convergente  de  fonctions  fondamen- 
tales 

V  =  'Sv„(z)yu(x,  y). 

71  =  1 

Considérons  les  p  premiers  termes  de  cette  série.  Nous  avons 

La  fonction  v„(z)  est  solution  de  l'équation  différentielle 

(45)     Vais)  —  (A  +  »i)p»(*)  =  A  f  JK(1  1j  *)?«(£.  *i)<%<h\ 

nous  considérons  les  p  premières  de  ces  équations,  qui  sont  de  la 
forme  (b)  (§42). 

Considérons  la  fonction 

/' 
J^)?„(.)7)-A  My*H(M)Ç(M,  P;  A)rfVM; 

c'est  une  solution  de  l'équation  (\\)  qui  s'annule  sur  le  cylindre. 
11  suffit  donc  de  montrer  qu'en  vertu  des  conditions  (38)  nos 
p  premières  équations  possèdent  des  solutions  «'„(-)  qui  tendent 
vers  zéro  lorsque  |  z  |  croit  indéfiniment. 

Cela  revient  à  prouver  que  les  conditions  (38)  ont  pour  consé- 
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quence 

où  l'intégrale  triple  est  étendue  à  tout  le  cylindre. 
Remarquons  pour  cela  que  la  fonction 


sin  ' 

est  une  solution  de  (i).  Nous  avons  donc 

Appliquons  à  cette  intégrale  la  formule  de  Green,  en  prenant 
pour  volume  d'intégration  un  cylindre  droit  :  en  faisant  éloigner 
indéfiniment  de  part  et  d'autre  les  bases  de  ce  cylindre,  nous 
tombons  sur  les  intégrales  qui  figurent  au  premier  membre  de  (38)  : 
toutefois,  il  nous  faut,  pour  l'exactitude  du  résultat,  démontrer 
que  la  quantité 


II 


tend  vers  zéro  lorsque   ;  croît  indéfiniment.  Ceci  résulte  du  fait 
que  la  fonction 

M*)=ffutt,  11;  *)?/«,  ij)«$*i 

est  solution  de  l'équation 

f;.(z)  +  zjfi(z)=-  fH^ds. 

Comme  fi{z)  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  j '*■  et  par  suite 

de /;.(*). 

Les  conditions  (38)  sont  donc  nécessaires  et  suffisantes. 

Remarque.  —  L'analyse  précédente  nous  montre  que,  lorsque 
les  conditions  (38)  ne  sont  pas  remplies,  il  y  a  une  infinité  de 
solutions  de  l'équation  (  î),  dépendant  en  général  de  2 p constantes 
arbitraires,  qui  prennent  les  valeurs  données  sur  le  cylindre  et 
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qui  sont  en  outre  régulières  et  bornées  en  tout  point  intérieur  au 
cylindre,  mais  aucune  de  ces  solutions  n'est  régulière  à  l'infini. 

46.  Les  considérations  précédentes  nous  fournissent  un  exemple 
d'équation  intégrale  singulière,  analogue  à  celui  de  M.  Picard. 
Considérons  l'équation 

(46)  U(p)+^:   /*yy*U(M)G(M,  P)rfV„  =  H(P), 

dont  le  noyau  est  la  fonction  de  Green  ordinaire  du  cylindre 
indéfini,  et  où  l'intégrale  triple  est  étendue  à  tout  le  cylindre.  Si 
nous  supposons  que  H(P)  désigne  une  fonction  harmonique 
bornée  et  régulière  dans  tout  le  cylindre,  c'est  à  l'équation  (46) 
que  nous  serons  conduits  lorsque  nous  chercherons  à  déterminer 
une  solution  U(P)  de  l'équation  (i)  qui  soit  elle-même  bornée  et 
régulière  dans  tout  le  cylindre,  et  qui  prenne  sur  sa  surface  les 
mêmes  valeurs  que  H(P).  11  résulte  de  l'analyse  développée  au 
paragraphe  41  que,  si  Ton  a 

A.-4-ecî>o, 

il  y  a  une  fonction  U(P),  et  une  seule,  répondant  à  cette  con- 
dition :  elle  est  donnée  par  la  formule  (35).  On  démontre  d'ailleurs 
aisément  qu'on  peut  écrire  cette  solution  sous  la  forme 

U(P)  =  H(P)-^jyju(M)G(M)  P;  \)d\yi. 

Supposons    maintenant   qu'on   ait    A  +  a^o,    et    considérons 
l'équation  sans  second  membre 

(47)  U(P)+4^    fffu(M)G(M,P)(/V„  =  o. 

Si  nous  supposons  que  A  satisfait  aux  inégalités 

A  -f-  **  £  o,         A  -+-  aj+1  >  o, 
les  fonctions 

V/=  ©i(ar,  y)  *°S  (y/—  A  —  *}  z)         (ï=l,a,  ..../>) 


seront  des  solutions  de  cette  équation,  ainsi  qu'on  le  vérifie  au 
moyen  de  la  formule  de  Green. 
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Ces  solutions  ne  sont  pus  les  seules  :  nous  voyons  en  effet  que  les 
fonctions 

\X;  =  9t  (  x,  y  )  e~  (  Jx  *  a  '■ 3  ) 

vérifieront  l'équation  (47)  sous  les  conditions 

(la  dernière  de  ces  conditions  étant  remplie,  nous  sommes  assurés 

du  fait  que 

r  dWi  àG 

Lr  — VV  i  -T- 

oz  àz 

tendra  vers  zéro  lorsque  \z\  croit  indéfiniment,  cela  résulte  de  ce 
que  l'expression  asymptotique  de  G  fait  intervenir  e_BtW ),  c'est- 
à-dire  pour  les  valeurs  de  A  comprises  dans  l'intervalle 

(— <x|,     —  a?-t-af). 

Nous  avons  d'ailleurs  ainsi,  en  vertu  de  L'analyse  du  para- 
graphe 17,  toutes  les  solutions  de  l'équation  (  \-  ). 

Prenons  maintenant  l'équation  (46)  avec  second  membre.  <l 
supposons  que  la  fonction  H  (P)  soit  régulière  à  l'infini,  et  tell*  que 
son  intégrale,  le  long  de  toute  parallèle  aux  génératrices,  converge 

absolument  et  uniformément  I  c'est  ce  qui  arrivera  si  l'intégrale 

/  |H  (s,  z)\  dz  est  uniformément  convergente  ).  Dans  ces  condi- 
tions, nous  savons  (§  45,  Remarque)  que  l'équation  admet  une 
infinité  de  solutions.  Si,  parmi  ces  solutions,  on  n'accepte  que 
celles  qui  sont  régulières  à  l'infini,  la  fonction  II  devra  satisfaire 
aux  conditions  (38)  pour  que  le  problème  soit  résoluble. 


CHAPITRE  VI. 

LA  FONCTION    DE    NEIMANN   ORDINAIRE. 

\~ .  La  discussion  du  problème  de  Neumann  suit  une  marche 
toute  parallèle  à  celle  du  problème  de  Dirichlet.  Nous  laisserons 
donc  de  côté  l'étude  approfondie  de  ce  problème.  Bornons-nous  à 
indiquera  grands  traits  les  résultats  de  cette  discussion  : 

XLII.  16 
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i°  Lorsque  A  est  strictement  positif,  si  II  (s,  z  )  est  une  fonction 
continue  et  bornée  sur  tout  le  cylindre,  il  existe  une  solution  et 
une  seule  de  l'équation  (i),  régulière  et  bornée  dans  le  cylindre 
et  dont  la  dérivée  normale  prenne  les  valeurs  H  (s,  z).  Elle  est 
donnée  par 

u  (  P)  =  -  j^ff  H  (  hO  r  (  *  P;  A)  dSp, 

2°  Si  A  est  £o,  supposons  pour  fixer  les  idées  qu'on  ait 
A-h^o,         A -+- P£+1  >  o, 

et  que  H  (a-,  z)  vérifie  les  conditions  stipulées  au  commencement 
du  paragraphe  42.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
y  ait  une  solution  de  (i)  régulière  dans  le  cylindre  et  régulière  à 
l'infini,  dont  la  dérivée  normale  prenne  les  valeurs  H  (s,  3),  est 
qu'on  ait 

f      C°S  (/^Â~.z)  dz  f  H  (s,  z)ds  =  o 

et 

f      co*U-\-[ïîz)dz  fn(S,x)fy(s)ds  =  o  (l=I,  2,  ...,/>). 

J—*>     sin  «/(C) 

Comme  dans  le  Chapitre  pi'écédent,  nous  aurons  à  introduire 
ici  les  fonctions  de  Neumann  généralisées,  dont  la  définition  est 
absolument  calquée  sur  celle  des  fonctions  de  Green  généralisées. 

48.  En  particulier,  si  nous  considérons  la  valeur  A  =  o,  c'est- 
à-dire  l'équation  de  Laplace,  la  fonction  de  Neumann,  telle  que 
nous  l'avons  définie  au  Chapitre  II,  n'existe  pas.  Mais  il  nous  est 
facile  de  construire  une  fonction  de  Neumann  généralisée,  au  sens 
précédent,  qu'on  pourra  utiliser,  pour  la  résolution  du  problème 
de  Neumann,  toutes  les  fois  que  celui-ci  sera  possible,  c'est-à-dire 
toutes  les  fois  que  l'intégrale  /  /  H  (u,)  dS^  étendue  au  cylindre 
sera  nulle. 

Cette  fonction  de  Neumann  ordinaire  du  cylindre  sera  définie 
comme  suit  :  le  point  P  étant  fixe,  c'est  une  fonction  harmonique, 
sauf  dans  la  section  droite  du  point  P,  où  elle  se  comporte  comme 


J_    _  1   f  f  — ° 
ilP       ZJ  J  MQ 
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(où  l'intégrale  double  est  étendue  à  la  section  droite  du  point  P  ) 
qui  est  régulière  à  l'infini  et  dont  la  dérivée  normale  s'annule  sur 
le  cylindre.  Soit  F(  M,  P)  la  fonction  ainsi  construite. 

Conformément  à  la  théorie  générale,  la  quantité  —  subit  une 

discontinuité  dans  le  plan  a  ==  Ç.  C'e>t  ainsi  qu'on  |H'iit  écrire 

àV  _  2-  oV  _  2Tt 

On  a 

(48)  r(M,P)  =  iy      r7(mîjP;X*)-^|l  cosX^-QdX; 

on  peut  encore  représenter  T  (M,  P)  lorsque  M  n'est  pas  dans  la 
section  droite  de  P  par  une  série  procédant  suivant  les  fonctions 
fondamentales  (A)  de  la  section  droite.  Nous  aurons 

(49)  r(M,P)=,«^»"("><"(^  ,-»■■:-■. 

71=1 

(On  suppose  naturellement  tous  les  pn  positifs.! 

11  est  facile  de  développer  pour  cette  fonction  une  théorie  assez 
semblable  à  celle  que  nous  avons  exposée  au  Chapitre  I\  ;  nous 
rencontrerons  toutefois  quelques  différences  qui  tiennent  au  fait 
que  la  valeur  A  =  o  est  singulière  (  '  ). 

Considérons  l'ensemble  (K.)  des  fonctions  définies  !  ms  le  demi- 
cylindre  (o+)  et  jouissant  des  propriétés  suivante-  : 

i°  Elles  sont  harmoniques  ; 

2°  Leur  dérivée  normale  s'annule  sur  le  cylindre  : 

3°  Elles  sont  régulières  à  l'infini  ; 

\°  Elles  restent  finies,  même  au  voisinage  de  (C). 

On  vérifie  immédiatement  (pie  toute  fonction  de  l'ensemble  (K) 
jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 

Si  l'on  appelle  L  (p)  el   \  |  /n  les  valeurs  respectives  de  cette 


(')  On  pourrait  faire  une  théorie  analogue  pour  toute  fonction  de  Green  ou  de 
Neumann  généralisée,  quel  que  soit  A;  cela  n'a  pas  d'ailleurs  grand  intérêt  et 
n'offre  pas  la  moindre  difficulté.  Le  cas  de  A  =  o  pour  la  fonction  de  Neumann 
est  intéressant  ;;  cause  de  ses  applications  à  l'Hydrodynamique. 
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fonction  et  de  sa  dérivée  normale  en  un  point/?  de  (S,),  on  a 

(5o)  f  C  U(m)d2m=o,  j    Ç  \(,n)dZm  =  o. 

En  effet,  la  fonction  U  (P)  considérée  est  au  plus,  à  l'infini,  de 
Tordre  de  e-?1";  remarquons  alors  que  les  deux  fonctions 

v  =  z         et         w  =  i 

sont  des  solutions  de  l'équation  de  Laplace  dont  la  dérivée  nor- 
male s'annule  sur  notre  demi-cylindre.  Nous  avons  donc 

//(.»£-'£)*«.    //("£-£)—- 

où  les  intégrales  sont  étendues  à  la  surface  totale  de  notre  demi- 
cylindre  (4);  mais  on  voit  immédiatement  que  ces  égalités  se 
réduisent  aux  formules  (5o). 

Il  en  résulte  en  particulier  que  le  demi-cylindre  n'admet  qu'une 
fonction  dé  Green  généralisée,  par  rapport  au  problème  mixte 
suivant  : 

«  Déterminer  une  fonction  harmonique  connaissant  ses  valeurs 
sur  la  section  S0  et  les  valeurs  H  (s,  z)  de  sa  dérivée  normale  sur  le 

demi-cylindre  on  suppose  comme  précédemment  que  H  (s,  z) 
tend  vers  zéro  lorsque  z  croit  indéfiniment  et  que  L'inté- 
grale   /       |  H  (s,  z)  |  dz  est  uniformément  convergente  U  et  sachant 

" 0  J 

qu'elle  est  régulière  à  l'infini.  » 

Ceci  posé,  soit  U(/>)  une  fonction  donnée  dans  la  section 
droite  S0  et  dont  la  valeur  moyenne  dans  cette  section  soit  nulle. 
Il  existe  une  fonction  (K)  et  une  seule  prenant  les  valeurs  U  (p) 
dans  (S0),  elle  est  définie  par 

(5i)  U(P)=— —  £-  f  f  U(m)r(m,  P)d2m; 

1~    OZJ      /v 

il  suffit  pour  le  vérifier  de  remarquer  que  la  différence 

r(m,P)_   ■   -if/"£ 

m  P         1  J  J     q 


<**< 


(')  L'une  de  ces  intégrales,  étendue  à  une  section  droite  dont  la  cote  croit  indé- 
finiment, tend  vers  zéro. 
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est  une  fonction  paire  de  la  cote  du  point  P,  dont  la  dérivée  par 
rapport  à  ;  ne  présente   pas  de  discontinuité,   et  de  se  reporter 
aux  propriétés  classiques  des  potentiels  de  simple  conclu1. 

Le  long  du  planS0,  la  dérivée  normale  V(p)  de  la  fonction  U  (P) 
nous  sera  donnée  par 

(5a)  V(p)=±à   f  f     U(m)T(m,p)dZ„,. 

*T-     J  J(l0) 

De  même,  on  vérifie  aisément  qu'il  y  a  une  fonction  (K)  et  une 
seule  dont  la  dérivée  normale  le  Ion»  de  (S0)  prend  des  valeurs 
données  V(p)  pourvu  que  la  moyenne  de  cette  fonction  dans  (20) 
soit  nulle.  Cette  fonction  a  pour  expression 

(53)  U(P)=--i-/*r     V(m)T(m,P)d2m. 

La  formule  (5a)  peut  encore  s'écrire 

v(rt=siX)iD(")r""'f,,'!"Tà(  £!■<«.*>** 

Si  —7—  n'est  pas  nul,   le   second  terme  présente  une  singularité 

logarithmique  lorsque  p   s'approche  du  bord  (G)  de   la  section 

droite  (S0)  ;   par   contre,  si  —=-  est  nul  en   tout  point  de  (C),  la 

fonction  V(p)  restera  finie,  même  sur  (G)  (cf.  §  31  ). 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  comparant  les  égalités  (5â)  et  (53),  on 
trouve  aisément  l'identité 

4tï*V(/>)  +  A/,  /y  V(m)  ["   f  f  T(m,q)T(q,p)d2 ,,"]  rfS,#J  =  o, 

qui  devra  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  V  satisfaisant  à  la 
condition 


II, 


Y(m)dZm=o. 


Gomme  dans   le  cas  de  la  fonction  de  Green,  celle  identité  se 
transforme  aisément  en 

f  f^    V (m)  Up  f f T (m,  q)T(q,p)d2q\.dZm=o. 
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II  faut  donc  que  l'expression 

soit  indépendante  du  point  m;  il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que 
cette  expression  est  symétrique  en  m  et  p  ;  elle  se  réduit  donc  à 
une  constante  absolue,  qu'on  détermine  immédiatement  au  moyen 
de  la  formule  de  Green,  ce  qui  nous  donne 


IL 


Y(m,q)Y{q,p)dî.rl=  *£. 


On  pourrait  refaire  une  théorie  complète  assez  analogue  à 
celle  que  nous  avons  exposée  pour  la  fonction  de  Green  ordinaire. 
On  pourrait  obtenir  ainsi  une  relation  entre  la  fonction T (M,  P) 
et  la  fonction  de  Neumann  ordinaire  Y  (m,  p)  de  la  section  droite. 
On  est  conduit  à  la  relation 

~-  f  f    r(»hq)r(q,p)dzq=':(ni-pi-^  f  /  ft  (m,  q)-hy(q,p)]  <£!.<,+*, 

■>T-J    J(E0)  SJ  J^ 

a  étant  une  constante  arbitraire,  laquelle  s'introduit  naturellement, 
puisque  la  fonction  y  n'est  définie  qu'à  une  constante  additive 
près. 

On  pourrait  d'ailleurs  obtenir  cette  relation  par  une  autre 
méthode  absolument  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  an 
paragraphe  33  ;  il  convient  à  cet  égard  de  remarquer  que  le  succès 
de  cette  méthode  tient  à  ce  fait  que,  quels  que  soient  les  deux 
points  q  et  M,  ou  a 

r  ((/,  M)  d^Lq=  o, 


Si 


l'intégrale  double  étanl  ('tendue  à  la  section  droite  du  point  M  ; 
c'est  ce  qu'on  vérifie  aisément  au  moyen  de  l'expression  ({8).  Si 
donc  M  est  un  point  fixe  situé  au-dessous  du  plan  S0,  il  existera 
une  fonction  de  l'ensemble  (Kj  dont  la  dérivée  normale  prendra 
sur  2„  les  valeurs 

Y(7)  =  r(7)M) 

el  notre  méthode  sera  applicable. 
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NOTE 

SUR   LE   SIGNE   DE   LA   FONCTION    DE   GREEN. 

Considérons  un  cylindre  indéfini  et  l'équation  (i).  Il  existe  une 
fonction  de  Green  tant  qu'on  a,  au  sens  strict, 

(54)  A-i-af>o. 

Je  me  propose  de  montrer  que  cette  fonction  de  Green  est  tou- 
jours positive. 

Nous  utiliserons  pour  cela  le  fait  suivant  (§  24)  :  cette  fonction 
de  Green  peut  être  considérée  comme  la  limite  de  la  fonction  de 
Green  d'un  cylindre  droit  dont  les  bases  s'éloignent  indéfiniment 
de  part  et  d'autre. 

Nous  allons,  en  supposant  vérifiée  l'inégalité  (54),  montrer  que 
la  fonction  de  Green  d'un  tel  cylindre  est  toujours  positive  :  le 
théorème  annoncé  en  résultera  évidemment. 

Nous  rattacherons  ce  fait  à  la  propriété  suivante  : 

Soit  un  volume  fini  quelconque  V,  d'un  seul  tenant.  Consi- 
dérons sa  fonction  de  Green  GV(M,  P  ;  A)  et  soit  — a2  la  pre- 
mière constante  caractéristique.  Si  A  -h  a-  est  positif ,  il  en  est 
de  même  de  G. 

Lorsque  A  est  positif  ou  nul,  cette  proposition  est  classique,  et 
il  n'y  a  pas  lieu  d'en  donner  ici  la  démonstration.  Elle  est  un  peu 
moins  immédiate  quand  A  appartient  à  l'intervalle  ( —  a2,  o). 

Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse. 

Quelle  que  soit  la  valeur  A  différente  d'une  constante  caracté- 
ristique, il  est  aisé  de  démontrer  qu'on  a 

l'équation  (55)  est  une  équation  intégro-difterentielle  à  laquelle 
-;itisfait  notre  fonction  G  (M,  P;  A).  Soit  G  (M,  P)  la  fonction  de 
Green  ordinaire,  c'est-à-dire  relativeàA=o.  La  fonction  G  (M,  P;  A) 
est  la  solution  de  (55)  qui  pour  A  =  o  se  réduit  à  G  (M,  P)  ;  elle 
est  positive  pour  A  =  o  ;  faisons  décroître  A  à  partir  de  o  ;  d'après 
la  forme  même  de  l'équation  |  55),  —  est  négatif  pour  A  =  o;  donc 
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si  A  reçoit  une  valeur  négative  —  s,  de  module  très  petit,  nous 
aurons,  quels  que  soient  les  deux  points  M  et  P, 

G(M,P;  —  e)>  G  (M,  P,o)>o; 

en  raisonnant  sur  la  valeur  —  s,  comme  nous  avons  raisonne  sur 
la  valeur  zéro,  nous  verrons  de  même  que 

G(M,  P;  —  26)  >  G(M,  P,  —  e)>o, 

et  ainsi  de  suite;  ce  raisonnement  s'appliquera  tant  que  nous  ne 
franchirons  pas   la  valeur  singulière  —  a2. 

En  résumé,  lorsque  A  croit  de  —  a2  a  +  oo,  la  fonction  de  Green 
est  positive  et  décroit  :  elle  décroîtra  d'ailleurs,  nous  le  savons, 
de  -f-  oo  à  o  (M  etP  étant  deux  points  fixes  distincts  quelconques, 
strictement  intérieurs  à  l'aire). 

Revenons  à  notre  cylindre  limite.  La  première  constante  carac- 
téristique nous  est  donnée  (§  10)  par 

Si  l'on  aÀ  +  a;>  o,  on  a  a  fortiori  A  +  a-  >>  o  et  par  suite  la 
fonction  de  Green  de  ce  cylindre  droit  est  bien  positive.  Il  en  est 
de  même  du  cylindre  indéfini  dont  elle  est  la  limite. 

Remarque.  —  On  démontre  d'ailleurs  aisément  que  l'équa- 
tion (55)  est  valable  pour  la  fonction  de  Green  du  cylindre  indé- 
fini; naturellement  on  suppose  A  +  a2>>  o. 
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SUR  LE  MOUVEMENT  RELATIF  DE  DEUX  SURFACES  RÉGLÉES 
QUI  NE  CESSENT  DE  SE  RACCORDER; 

Pau  M.   G.   Koexigs. 

1.  L'article  de  la  Cinématique  dans  l'Encyclopédie  des 
Sciences  mathématiques,  dont  mon  ami  si  regretté  Jules  Molk 
m'avait  demandé  de  m'occuper,  a  été  pour  moi  l'occasion  de 
préciser  quelques  points  de  Cinématique  générale,  et,  entre 
autres,  la  question  qui  concerne  le  mouvement  relatif  de  deux 
surfaces  réglées  qui  se  raccordent  constamment  suivant  une  géné- 
ratrice variable. 

On  dit  quelquefois  que,  dans  sa  manifestation  élémentaire,  ce 
mouvement  consiste  en  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  la 
droite  de  raccordement,  accompagnée  d'un  glissement.  Ce  terme 
de  glissement  est  incorrect  si  l'on  entend  par  là  une  translation 
infiniment  petite.  Je  vais,  en  effet,  montrer  que  c'est  seulement 
lorsque  les  deux  surfaces  virent  l'une  sur  l'autre  que  cette  cir- 
constance peut  se  présenter,  et  encore,  dans  ce  cas,  le  glissement 
dû  à  la  translation  a-t-il  le  sens  de  l'axe  de  rotation  qui  devient 
alors  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Je  ferai  même  voir 
qu'il  j  a  un  cas  où  il  est  impossible  de  représenter  le  système 
tangent  des  rotations  par  deux  dont  l'une  soit  portée  par  la  généra- 
trice de  raccordement. 

2.  Appelons  £,,  S2  les  deux  surfaces,  d  leur  génératrice  actuelle 
de  raccordement,  O  le  point  central,  Q  le  plan  central,  et  0\  la 
normale  commune  aux  deux  surfaces  au  point  O.  Désignons  par*:/' 
la  droite  conjuguée  de  la  droite  d  dans  le  complexe  linéaire  4^des 
normales.  Le  système  tangent  des  rotations  peut  être  en  général 
représenté  par  une  rotation  co  portée  par  d,  accompagnée  d'une 
n>t  it  i<m  a)'  portée  par  d' . 

Soient  M  un  point  de  d  et  MV  sa  vitesse  an  coins  du   mouve- 

de  S,  par  rapport  à  ï2-  Cette  vitesse   résulte   de   la 


ment 


seule  rotation  w';  le  plan  normal  en  M  à  M\   passe  donc  par  d\ 
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et  comme  ce  plan  contient  la  normale  MIN  aux  surfaces  S, ,  S2  en  M, 
il  s'ensuit  que  MIN  coupe  d'  en  quelque  point  M'.  Comme,  du 
reste,  cette  normale  MM'  ou  MIN  est  normale  à  d  en  M,  sa  construc- 
tion s'opérera  ainsi  :  on  mènera  en  M  le  plan  normal  à  </,  ce  plan 
coupera  d'  en  un  point  M'  et  MM'  sera  la  normale. 

On  se  rend  compte  ainsi  du  rôle  de  d'  dans  la  définition  du 
paraboloïde  des  normales  en  tous  les  points  de  d. 

La  droite  d'  coupe,  entre  autres  normales,  la  normale  0\  ,  et 
môme  la  coupe  à  angle  droit,  ce  qui  équivaut  à  dire  que  d'  est 
parallèle  au  plan  central  Q.  Et,  en  effet,  si  M'0  était  le  point  où  d' 
couperait  û  et  M0  la  projection  de  Mj,  sur  d,  M0M'  serait  la 
normale  en  M0  à  la  surface;  puisque  M0M'0  serait  dans  le  plan  Q, 
le  plan  tangent  en  M0  serait  rectangulaire  avec  iî;  ce  serait  donc 
le  plan  asymptote,  dont  le  point  de  contact  est  à  l'infini  sur  d; 
Mo  et  par  suite  M'0  ne  peuvent  donc  être  qu'à  l'infini. 

En  résumé  :  Dans  le  cas  général  du  mouvement  de  deux 
s  m faces  réglées  qui  se  raccordent  constamment,  le  système 
tangent  des  rotations  peut  être  ramené  à  deux,  dont  lune 
autour  de  la  génératrice  de  raccordement  et  Vautre  autour 
d'une  droite  qui  coupe  à  angle  droit  la  normale  commune  aux 
deux  surfaces  au  point  central. 

3.  Se  peut-il  que  cette  rotation  complémentaire  o>'  se  réduise 
à  une  translation?  Une  translation  est  l'état  limite  d'une  rotation 
dont  Taxe  d'  est  rejeté  à  l'infini,  tandis  que  la  vitesse  to'  devient 
infiniment  petite.  Tous  les  plans  passant  par  la  position  limite 
de  d'  sont  parallèles  et  la  direction  de  la  translation  leur  est 
normale. 

Or,  ici  d'  est  une  génératrice  de  même  système  que  d  du  para- 
boloïde des  normales.  Celle  des  droites  de  ce  système,  qui  est 
à  l'infini,  coïncide  avec  la  droite  de  l'infini  du  plan  directeur, 
lequel  est  normal  à  d;  en  conséquence,  si  une  translation  se 
substitue  à  la  rotation  to',  elle  ne  peut  être  que  dirigée  suivant  d, 
et  alors,  d  étant  l'axe  même  du  mouvement  hélicoïdal  tangent, 
les  surfaces  proposées  virent  l'une  sur  l'autre. 

Ce  n'est  donc  que  dans  ce  cas  qu'il  peut  se  présenter  une 
translation  complémentaire  à  la  rotation  autour  de  d.  Cette 
translation  ne  sera  jamais  oblique  à  d. 
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4.  Enfui  il  y  a  un  cas  intéressant  qu'il  ne  faut  pas  négliger: 
c'est  celui  où  la  droite  d,  faisant  partie  du  complexe  linéaire  J^, 
il  deviendrait  impossible  de  représenter  le  système  tangent  des 
rotations  au  moyen  de  deux  to,  a>\  dont  l'une  to  portée  par  d . 

Ce  cas  est  susceptible  d'être  caractérisé  géométriquement  de  la 
façon  la  plus  simple.  Celte  hypothèse  équivaut  à  dire  que  d  est 
normale  à  la  vitesse  d'entraînement  de  tous  ses  points  dans  le 

mouvement 


Imaginons  alors  un  point  AI  décrivant  </,  en  même  temps  que  d 
décrit   S,,   de    façon  à   tracer  sur  2,   une    courbe    ct,   trajectoire 

orthogonale  des  génératrices  rectilignes.  Soit  t'(  la  vitesse  de  Al 

sur  C\.  En  même  temps,  M  décrit  sur  22,  avec  une  vitesse  c2,  une 

courbe  c2,  et  si  l'on  appelle   u   la  vitesse  d'entraînement  de  Al, 


on  a 


Or  c,  est,  par  hypothèse,  normale  à  d,  dans  le  plan  H  tangent 

en  AI  aux  deux  surfaces  ;  pareillement  u,  donc  r2.  qui  est  leur 
somme  géométrique,  est  aussi  portée  par  la  même  normale  à  d . 

Il  suit  de  là  qu'au  cours  du  mouvement,  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices  de  S,  restent  chacune  tangente  à  une 
pareille  trajectoire  de  £2  ;  les  trajectoires  orthogonales  des  généra- 
trices de  S)  ont  comme  conjuguées  celles  de  S2,  pour  me  servir 
du  ternie  que  j'ai  employé  dans  mon  Mémoire  Sur  les  courbes 
conjuguées  inséré  au  Tome  XXXV  des  Savants  étrangers. 

Lorsque  les  surfaces  se  meuvent  en  se  raccordant  et  en  présen- 
tant, par  surcroit,  cette  circonstance,  il  ne  faut  plus  songer  à 
introduire  deux  rotations,  dont  l'une  autour  de  la  droite  de  raccor- 
dement. 

o.  Le  plan  tangent  en  M  au  paraboloïde  des  normales  n'est  autre 
alors  que  le  plan  polaire  S  de  AI  dans  le  complexe  J^;  la  corréla- 
tion (/  entre  le  point  AI  et.  le  plan  S  est  alors  celle  qui  est  définie 
par  le  complexe  £sur  sa  droite  d.  <  )r,  si  l'on  fait  tourner  î  de  <)<>" 
autour  de  </,  on  a  précisément  le  plan  II  tangent  en  M  aux 
surfaces. 
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De  là  suit  que  la  corrélation  3C,  qui  nait  sur  d  de  la  correspon- 
dance entre  les  plans  tangents  aux  surfaces  et  leurs  points  de 
contact,  se  déduit  de  la  corrélation  (/  par  une  simple  rotation 
de  ()<•"  autour  de  d;  les  corrélations  (j  et  3C  sont  rectangulaires , 
pour  employer  un  terme  dont  je  me  suis  servi  dans  un  travail 
Sur  la  loi  des  courbures  inséré  au  Journal  de  Mathématiques 
(6e  série,  t.  VIII,  1912,  p.  io3  ). 

Le  plan  central  <ï>  de  (j  est  le  plan  asymptote  de  3C  rectangulaire 
avec  Q,  le  point  central  est  O  et  le  paramètre  de  distribution  k 
est  le  même  que  celui  de  3t. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que,  parmi  tous  les  complexes 
linéaires  qui  contiennent  d  et  y  définissent  la  corrélation  ()',  il  en 
est  un  particulièrement  simple,  c'est  celui  qui  a  pour  axe  la 
normale  OX  à  d  dans  le  plan  Q  et  dont  le  pas  est  égal  à  —  /,-. 
Nous  appellerons  r ,  ce  complexe  particulier  et  t?,  la  vis  qui  lui 
est  attachée. 

Tous  les  complexes  linéaires  qui  contiennent  d  et  v  déter- 
minent la  corrélation  (j  forment  un  faisceau  dont  fait  partie,  outre 
le  complexe  4j,  le  complexe  spécial  £0  formé  des  sécantes  de  la 
droite  d. 

En  conséquence,  le  mouvement  hélicoïdal  tangent  au  mouve- 

résulte  ici  d'une  rotation  autour  de  d, .accom pâ- 


ment 


gnèe  d'un  mouvement  hélicoïdal  sur  la  vis  \'->, . 

Ce  résultat  complète,  en  le  précisant,  l'énoneé  négatif  relatif 
à  ce  cas  singulier. 

J'ajouterai,  pour  terminer,  que  tous  les  résultats  qui  précèdent 
pourraient  bien  être  traités  au  moyen  d'un  trièdre  trireclangle 
mobile  T,  ayant  pour  origine  le  point  central  O,  le  plan  central  Si 
pour  plan  ZOX  et  d  pouraxe  OZ,  tandis  que  OY  serait  le  troisième 
axe.  En  ce  qui  concerne  celte  méthode,  je  ne  puis  que  renvoyer 
à  mon  Mémoire  Sur  les  courbes  conjuguées,  inséré  au 
Tome  \  \  \  \   du  Recueil  des  Savants  étrangers  (p.  1  8  et  suiv.). 
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SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  DE  M.  ROREL  ; 
Par  M.    G.   Valiiu»-. 


M.  Borel  a  montre,  dans  son  Mémoire  sur  les  zéros  des  fonc- 
tions entières  ('),  la  relation  étroite  qui  existe  entre  la  croissance 
du  maximum  M(r)  du  module  d'une  fonction  entière  J  (z)  pour 
\z\  =  r  et  la  croissance  des  fonctions  suivantes  :  le  maximum  P(r) 
des  valeurs  positives  de  la  partie  réelle  de  f(z)  pour  [<z|  =  r,  le 
minimum  —  P,  (/')  des  valeurs  négatives  de  cette  partie  réelle,  le 
maximum  M,(r)  du  module  de  la  dérivée  f'(z),  toujours  pour 
|js|  =  /\  Certaines  des  propositions  de  M.  Borel  ont  été  depuis 
obtenues  par  d'autres  voies  par  MM.  Landau,  Schottky  et 
Carathéodory  (2)  et  généralisées  par  M.  Rémoundos  (3).  La 
méthode  de  M.  Borel  consiste  en  somme  dans  la  comparaison  des 
fonctions  considérées  ci-dessus  au  module  jJ-(r)  du  terme  de  la 
série  de  Taylor  qui  définit  f(z)  qui  a  le  plus  grand  module  (s'il 
y  a  plusieurs  termes  dont  le  module  pour  |.s|  =  r  dépasse  ou  égale 
celui  de  tous  les  autres,  u(r  l  esl  le  module  de  l'un  d'eux).  Rela- 
tivement à  la  comparaison  de  u.(r)  et  M(r),  j'ai  obtenu  la  propo- 
sition suivante  (  ' )  : 

Soit  n(jc)  le  rang  du  terme  (dont  le  rang  est  le  moins  élevé) 

dont    le    module    est    égal    pour    |s|  =  ic    à    'J-(x) ,    on   a    les 
relations 

(.)      M(r)  <UU  ^y]  -f-i  j  |/io)|  ,*(/•)•       logfi(r)  =  f'  "^dx. 


(')  Acta  mathematica,  t.  X\,  1897,  p.  35;;  voir  aussi  les  Leçons  sur  les 
fonctions  entières,  p.  6.3-69. 

(  *)  Voir  0.  Blumunthal,  Principe*  de  la  théorie  des  fonctions  entières  d'ordre 
'njini  (Collection  de  Monographies  de  M.  Borel).  p.  92-94. 

(*)  Voir,  en  particulier,  Extension  d'un  théorème  de  M.  Borel  aux  fonctions 
algébroides  multiformes  (Bendiconti  de/  Circolo  di  Palermo,  191 1,  1"  semestre, 
p.   267)  où  l'on  trouvera  une  liste  des  autres  travaux  de  cet  auteur. 

(4)  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  nul  et  d'ordre  fini,  ...  (Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse,  3'  série,  t.  V,   iy  1 3,  p.    117). 
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En  particulier,  pour  une  fonction  d'ordre  nul  ou  fini  inférieur 
ou  égal  à  p,  on  aura 

(2)  M(r)<  j-P+e('->[i(r),  lime(r)  =  o. 

Pour  les  fonctions  d'ordre  infini,  l'inégalité  (1)  et  les  théorèmes 
de  M.  Borel  sur  les  fonctions  croissantes  montrent  que  le  rapport 
de  logM(r)  à  u.(r)  tend  vers  1,  sauf  peut-être  lorsque  r  se  trouve 
dans  une  infinité  dénombrable  d'intervalles  à  l'intérieur  desquels 
log  r  varie  pour  r  >  r0  d'une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  r0. 
J'appellerai  ces  intervalles  intervalles  d'exclusion  de  /{'•)•  Je 
vais  montrer  que  la  proposition  précédente  donne  immédiatement 
les  théorèmes  de  M.  Borel  et  que  l'inégalité  (2)  en  particulier 
permet  de  les  préciser  dans  le  cas  de  l'ordre  fini.  Dans  tout  ce  qui 
suit,  j'appellerai  z(x)  ou  s  toute  quantité  positive  qui  tend  vers 
zéro  lorsque  x  croit  indéfiniment  par  valeurs  positives. 

1.   Relation  entre  M(r)  et  M,  (r).  —  Nous  poserons 

0 

et  nous  désignerons  par  nK  (r)  le  rang  du  terme  de  /'(-■)  qui  a  le 
plus  grand  module  pour  |c|  =  r,  et  par  [Ai  (/*)  sa  valeur.  Nous 
avons,  d'après  l'inégalité  (1),  en  supposant,  ce  que  nous  pouvons 
faire,  /'{  o)  ^é.  o, 

M,  ( /•)  <  |  2  «,  ["/•  -+■  — J—  1  -t-  1  j  |  /' (o)  |  {*,  (/•),         |x,(r)  =  n, |  cHi  |  /■«.-», 

ni=n1(r)\ 
et  par  suite 

Ml(r)<^jBl[r+_y+Ij'lc„(|r„., 

et  puisque  |  cni  |  r"i  est  inférieur  ou  égal  à  \*-(r)  qui  est  inférieur  à 
M(/-),  nous  obtenons 

M«('')<7|"i[r-l-^]j2M(/-)  (/'fini); 

ce  qui   montre  en  particulier  que,   à   l'extérieur  des    intervalles 
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d'exclusion  de  f  {:■)■,  on  a  l'inégalité 
(3)  Mi(r)<[M(r)]»-KOv, 

inégalité  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Borel,  puisqu'il  est  bien 
connu  que  M,  (r)r  est  supérieur  à  M(r)  — A,  A  étant  un  nombre 
fixe.  Dans  le  cas  d'une  fonction  d'ordre  fini  inférieur  ou  égal  à  o, 
ce  premier  résultat  montre  que  f'{z)  est  aussi  d'ordre  o,  et  par 
suite  on  aura,  quel  que  soit  /•, 

—LJ- <  Mt(r)  <  r*p-t+*ir}  M(y)     f»  ). 

2.  Relation  ewtre  M(r)  et  P(r)  ou  P|(>")-  —  M.  Hadamard  a 
montré  (2)  que  P(r)  et  Pt(r)  qui  sont  évidemment  inférieurs  à 

M(#*)  sont  supérieurs  à  tJC«|  rn  —  B,  quel  que  soit  le  nombre  n 

et  B  étant  un  nombre  fixe,  d'après  l'inégalité  (i),  P(r)  et  P,  (/■) 
sont  donc  supérieurs  à 

i                  r,                       M(r) 
j^)-B>— T ^ --B; 

par  suite,  à  l'extérieur  des   intervalles  d'exclusion  de  /'(-),  on 

aura 

P(r)>[M(r)]t-»<rt,         Pt(r)  >  [M(r)]t-^'; 

c'est  le  théorème  de  M*  Borel.  Eu  particulier,  pour  une  fonction 
d'ordre  inférieur  ou  égal  à  o,  on  aura,  quel  que  soit  r, 

P(/\)>  M(/-)/-P-£lw,  Pi('-)>  M(r)#-f-w. 

On  a  des  résultats  analogues  pour  la  partie  imaginaire  def(z). 

3.  J'appliquerai  encore  la  formule  (i)  à  la  démonstration  de 
quelques  propriétés  des  fonctions  entières  de  deux  variables  réelles 
positives  à  coefficients  positifs  étudiées  par  MM.  Borel  et  Sire  (3). 

(')  Les  résultats  obtenus  par  M.  Boutroux  sur  la  dérivée  logarithmique  (Acta 
matliematica,  t.  XXVIII,  p.  i  '\~  )  montrent  bien  que  (3)  a  lieu  sans  restriction, 
tuais  ne  donnent  pas  cette  inégalité. 

(')  C.  H.  Acad.  Se.,  t.  CIY,  p.  io53. 

(3)  Voir  E.  BoUel,  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  Cliap.  VI  ;  Sire,  Sui- 
tes fonctions  entières  de  deux  variables  d'ordre  apparent  total  fini  (Kendi- 
conti  del  Circolo  rnatematico  di  Palermo,  t.  XXXI,  <;tiap.  II). 


—  250 
Soit 


N(R,^)  =  2A"(R)2" 


une   fonction  entière  de   la  variable   réelle  positive  R  et  de  z  à 
coefficients    positifs,   M.   Sire    a    montré    (loc.   cit.,    p.    i5)  que 

l'on  a 

..       logA„(R)        . 


(4) 


n  =  »  log  A„(  Kj) 


uniformément  pour  toutes  les  valeurs  de  R  et  R(  comprises  entre 
deux  nombres  positifs  fixes  quelconques.  Supposons  alors  que, 
pour  une  valeur  R0,  N(R0,  z)  ne  soit  pas  d'ordre  infini;  on  aura 
pour  R  >•  R0 

I\(Ro,r)<N(R,/-)=2[^(Ro)]1-£«/-"=!fA„1(R0)]l-E«1/-".;i+£('-', 

0 

h\  étant  le  rang  du  terme  maximum  de  N(R,  /*),  d'où  encore 

N(R,  r)  =  [A„l(R0)(ri+^1)"1]1+£(,')  <  [N(Ro,  /•l+^."•,)]1+£(^,• 
Ainsi  nous  obtenons 
(5)  N(R0,  r)<  N(R,  r)  <  [N(R0j  ri+Mr>)]i+eW, 

ce  qui  montre  en  particulier  que  si  JN  (R,  r)  est  d'ordre  p  pour  une 
valeur  particulière  R0  de  R,  il  en  est  de  même  pour  toute  autre 
valeur  de  R  (Borel,  Sire);  si  iN(R,  z)  est  régulière  d'ordre  p  (au 
sens  de  M.  Borel)  pour  une  valeur  R0,  il  en  est  de  même  pour 
toute  autre  valeur  de  R  (Sire).  Les  inégalités  (5)  contiennent  égale- 
ment les  résultats  relatifs  aux  fonctions  d'ordre  nul;  si  l'on  a  par 
exemple 

log.N(R0,  /■)  =  [ï+-  ï)(r)]  (log-/-)*        [A'  >  i],  |  rt(r)  |  <  6(r), 

on  a  encore  la  même  égalité  en  remplaçant  R0  par  R.  Dans  le  cas 
de  l'ordre  infini,  les  inégalités  (5)  ont  encore  lieu,  sauf  dans  les 
intervalles  exceptionnels  de  JN(R,  z).  Dans  le  cas  particulier  où 
IS(/-,  /•)  est  d'ordre  fini  et  où,  pour  une  valeur  R0,  î\  (  R0,  /•)  reste 
supérieur  à  une  exponentielle  er<k  (a  pouvant  être  très  petit,  mais 
fixe),  on  a  les  relations  beaucoup  plus  simples 

N(R01/0<N(R,/-)<N(R0,  A/-)/-B        (R>R0), 

A  et  B  étant  deux  nombres  faciles  à  calculer. 
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4.  Extensions  de  M.  Rémounoos.  —  L'extension  de  la  propriété 
énoncée  au  paragraphe  2,  aux  fonctions  algébroïdes  multiformes 
à  n  branches  a  été  faite  par  M.  Rémoundos  par  une  méthode  assez 
longue  et  parfois  confuse.  Je  l'établirai  en  m 'appuyant  sur  la 
proposition  suivante  : 

Considérons    la  fonction   à    n    branches    u(z)  définie  par 

V  équation 

«»4-A1(;)h»-1^...+  A,,  (z)  =  o, 

où  Ai(  z  )  désigne  une  fonction  entière;  soient  Ut  /'  i  /''  maximum 
du  module  des  diverses  branches  Ui(z)  sur  le  cercle  \z\  =  r.f 
[M/(r)]'  le  maximum  de  |At-(.s)L  M(r)  le  plus  grand  des 
nombres  M/O),  on  a 

BUf>)<M(r)<AU(r)        {r>  r0), 

A  et  B  étant  deux  constantes  positives. 

La  deuxième  inégalité  résulte  des  relations  entre  les  coefficients 
et  les  racines,  la  première  de  la  limitation  supérieure  des  racines 
d'une  équation  (').  Ceci  étant,  considérons  une  valeur  de  rqui  ne 
soit  valeur  d'exclusion  pour  aucune  des  fonctions  A/(^)  et  soit 
Ay(z)  celle  de  ces  fonctions,  ou  Tune  de  celles  pour  lesquelles 
[Mi(r)]1'  estégal  à  M (r);  soient  [Pv('')]v  ^e  maximum  de  la  valeur 
absolue  de  la  partie  réelle  de  Av(.s)  sur  le  cercle  |  z  \  =  i',  [Qv(>")]v 
le  maximum  de  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  i  dans  Av(^); 
nous  aurons 

[U(r)Ji-e<Pv(r)<AU(r),        [U(r)]w<Q,(r)<AU(rj        [e  =  s(r)]. 

La  première  inégalité  est  réalisée  pour  une  valeur  ^  de  s,  la 
seconde  pour  une  valeur  Ç'  de  ^.  Marquons  sur  le  cercle  I  ^  |  =  /•  un 
point  z  o  et  considérons  ce  point  comme  constituant  une  coupure 
sur  le  cercle,  Ui( z )  étant  l'une  des  déterminations  de  u{z)  sur  le 
cercle  ainsi  sectionné;  soient  />/(/*)  et  qi{r)  les  maxima  des  valeurs 
absolues  de  la  partie  réelle  et  du  coefficient  de   i;  p(r )   et  q(r) 

(l)  En  particulier,  on  voit  qu'étant  données  n  fonctions  entières  régulières 
d'ordre  p,  pour  chaque  valeur  de  /•,  l'un  au  moins  des  coefficients  de  l'équation 
ayant  ces  fonctions  pour  racines  est  supérieur  à  er'  .  (Comparer  Si  RE,  Journal 
de  Mathématiques,  iqi3,  p.  G-8). 

XLII.  17 
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les  plus  grands  des  nombres pî(r')  et  qt{r).  Xous  allons  montrer 
qu'on  a 

/>(>')  >tU(r)]i-e«A„        «7(/-)>[U (/•)]>-:«  A,         (A,  >  o), 

s  étant  le  nombre  même  qui  figure  dans  les  inégalités  écrites 
ci-dessus.  En  ellét.  nous  avons  aux  points  ^  et  £'  : 

[Pv(r)]v=SjDl(Ç)/>s(0.../>v(0-2A»i(0...JPv--S(0?v-i(0gv(0+— ■ 
[Qv(r)jv=  2Pia')...  ^v-iCO^va')-.-.; 

si  nous  considérons  dans  les  seconds  membres  le  monôme  qui  a  le 
plus  grand  module,  nous  aurons  les  inégalités 

Pu('-)Pu(r)...pik(r)q;i+l{r)...qiv(r)  >  [U(r)]*-*«A,, 

Pj\('-)pJt(r) .  .  .Ph{r)  qJl+l(  r)  .  . .  gryy(r)  >  [U(r  )]*-"À|, 

qui  montrent  que  chaque  facteur  des  premiers  membres  est  supé- 
rieur à  A/[U(r)],-£",  puisque  chacun  d'eux  est  inférieur  ou  égal 
à  U(r).  Comme,  de  plus,  la  parité  des  nombres  de  facteurs  y;  ou  q 
est  différente  dans  les  deux  inégalités,  on  voit  qu'il  existe  un 
nombre  qi(r)  et  un  nombre pv(r)  qui  est  supérieur  à  A,  [U(r)],-e". 
La  proposition  énoncée,  qui  est  le  théorème  de  M.  Rémoundos. 
est  ainsi  établie.  Lorsque  les  fonctions  A/(,s)  sont  d'ordre  fini, 
on  a,  à  partir  d'une  valeur  r0  de  r{ ,  les  inégalités 

/>(r)>/~*U(r),         q(r)>r-kV(r)        (*  fini). 


SUR  LE  CALCUL  APPROCHÉ  DE  CERTAINES  FONCTIONS  ENTIERES; 
Par  M.   G.  "\  alirox. 

M.  P.  Dienes  (')  a  montré  l'intérêt  que  peut  présenter,  au  point 
de  vue  de  l'étude  de  l'allure  d'une  fonction  analytique  dans  le 
voisinage  de  certains  points  singuliers,  la  connaissance  de  certaines 
propriétés  asymptotiques  des  fonctions  entières  a  coefficients 
positifs  réguliers  et  à  variable  positive  x.  L'idée  fondamentale  qui 
dirige  M.  Dienes  dans  ses  calculs  est  la  suivante  :  sous  certaines 

(')  P.  et  V.  1>um:s.  Recherches  nouvelles  sur  les  singularités  des  fonctions 
analytiques  (Annales  de  l'École  Normale,  ig'n,  p.  38g);  voir  aussi  1'.  Dienes, 
Leçons  sur/es  singularités  des  fonctions  analytiques,  Chap.  III  cl  1\  . 
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conditions  de  régularité  des  coefficients,  la  somme  de  la  série  est 
asymptotiquement  équivalente  à  la  somme  d'un  groupe  de  termes 
entourant  le  terme  maximum,  le  nombre  des  termes  de  ce  groupé 
étant  égal  au  produit  du  rang  du  terme  maximum  par  un  nombre 
qui  tend  vers  zéro  lorsque  la  variable  x  croit  indéfiniment.  Cette 
idée  n'est  d'ailleurs  pas  nou\  elle,  elle  a  été  utilisée  presque  simul- 
tanément par  MM.  Borel,  Lindelôf  et  Le  Rov  (*),  el  exprimée 
explicitement  par  le  second  de  ers  auteurs  dans  l'élude  de  certains 
cas  particuliers.  Je  me  propose  de  donner  ici,  sous  des  hypothèses 
assez  larges,  une  démonstration  extrêmement  simple  de  la  pro- 
priété précédente;  j'en  indiquerai  ensuite  quelques  consé- 
quences. 

1.  Aous  considérons  une  fonction  entière;  de  la  variable  posi- 
tive X,  à  coefficients  positifs 

(i)  /(*-)  =  ^  e„.r",         c„  =  e-<"«; 

nous  supposerons  que  la  fonction  G(x)  est  une  fonction  continue 
ayant  des  dérivées  des  deux  premiers  ordres  el  que  la  dérivée 
seconde  G"(x)  est  positive,  tout  au  moins  à  partir  d'une  valeur tt0 
de  x. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  chaque  valeur  de  x  supérieure  à  un 
nombre  x0,  f( x)  possède  un  terme  maximum,  sauf  pour  certains  x 
pour  lesquels  il  y  en  a  deux:  le  rang  de  ce  tenue  ou  de  ces  termes 
est  l'un  des  entiers  entre  lesquels  est  comprise  la  racine  ;  de 
l'équation  en  y 

(2)  G'"(j')  =  logar. 

\mi^  allons  cherchera  imposera  G(y)  des  conditions  supplé- 
mentaires de  façon  que.  t(x)  étant  un  nombre  positif  tendant 
vers  zéro  lorsque  x  croît  indéfiniment,  mais  assez  lentement  pour 

que    le    produit  xz(x)    ail     pour    limite      -  x,     ou    ail     l'égalité 

i  '  i  Borel,  Leçons  sur  les  séries  à  termes  posili/s,  Gliap.V.—  Lindelôf,  Mémoire 
sur  tes  fonctions  entirres,  p.  Jo  (Acta  Societatis  scientiarum  Fcnnicœ,  igoa  t. — 
Lk  Ho\.  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  igoo,  |>.  'V'-  '-.i  formule  asympto 
tique  de  M.  Le  Roj  a  <;ir  retrouvée,  *<>us  des  hypothèses  plu-  larges",  pa"i 
M.  Drnjoy  iliinssa  thèse,  Sur  les  produits  canoniques  d'ordre  infini  {Journal 
de  Mathématiques,  igio,  ]>.  s  i 
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asymptotique 

n  =  N    i' 

(3)  /f»~     2     cnx*     (t), 

«  =  >",(.»•) 

où  jN,  (  j?j  et  N(a?)  désignent  les  parties  entières  de  ;[i  —  s(ç>]  et 

Nous  désignerons  par  //„  la  partie  entière  de  ç  et  par  ><  la  partie 
entière  de  c  — ^î  et  nous  grouperons  les  termes  dont  le  rang  est 
supérieur  à  n0  de  la  façon  suivante  : 

»o  +  l  '=0  n,-t-l 

/i/+,  =  «/-+-  N        (1  =  0,1,5,...), 
Comparons  les  termes  de  rang  q  dans  S|+1(#)  et  S/(#)  (i  >o),  on  a 

or,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  G(a?),  nous  avons 

G(nt+,  -4-  q)  —  G(/i/-+-  gr)  =  N  G'(nt-+-  y)  H-  -^  G*(nt-+-  y  -H  8N) 

>NG'(/t/+^)>NG/(»1) 
(o<8<i); 

le  logarithme  du  rapport  (4)  est  donc  inférieur  à 
N  x  [loga?-G'(n,)]s 

ou,  en  remplaçant  ioga;  par  Gf(£)  puis  par  G'f«0  H-  i)  qui  lui  est 
supérieur,  on  voit  que  le  logarithme  du  rapport  (4)  est  inférieur  à 

a(ar)=  — N(N  — i)G'(N,),         N,  =  «0-r- 1 -H  0(N  —  i)        (o  <  0  <  i). 

Par  suite,  S,+1  (x)  sera  inférieur  au  produit  e^x) S/(#),  et  nous 
aurons 

\     r 

y  c»^  <  s.(^)  -+-  Si  <*} ,  < So(;r) + Si(:r)  <  ^ 


(')  <>n  siiit  qu'une  telle  formule   si-nilie  que    le  rapport  ries   deux  membres  a 
pour  limite  un  lorsque  x  croît  indéfiniment. 
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Nous  devons  donc  supposer,  pour  établir  la  propriété  on  vue, 
que  ct.(x)  a  pour  limite  —  oc  lorsque  x  croît  indéfiniment,  ce  qui 
rc\  ient  à  dire  que  l'on  a 


(a)  lim  z{x)x  y/G"(:r)  =  -f-  x. 

Pour  que  l'on  puisse  trouver  une  fonction  z(x)  vérifiant  la 
condition  (a),  il  faut  et  il  suffît  que  G" (x)  vérifie  la  condition 

(  I  )  1  i  m  x'2  G"  (  x  )  =  x  ; 

c'est  une  condition  de  régularité,  en  ce  sens  qu'elle  ne  limite  pas 
la  croissance  de  la  fonction /(x).  Si  t(x)  vérifie  la  condition  (a), 
on  voit  que  la  somme  des  termes  de  rang  supérieur  à  n0  est 
asvinptotiquement  égale  à  la  somme  de  ceux  de  ces  termes  dont  le 
rang  est  inférieur  ou  égal  à  j\(#),  et  nous  avons  même  un  rensei- 
gnement sur  la  façon  dont  le  rapport  de  ces  deux  sommes  tend 
vers  i.  De  plus  le  rapport  de  l'un  des  termes  que  l'on  peut 
négliger  au  terme  de  rang  n0  et  par  suite  au  terme  maximum  tend 
vers  zéro,  et  plus  exactement  est  inférieur  à  e^xK 

On  fera  un  calcul  analogue  avec  les  »0  premiers  termes,  en 
avant  soin  de  mettre  à  part,  s'il  v  a  lieu,  les  premiers  termes  pour 
lesquels  G"  (x)  est  négatif,  ce  qui  ne  change  rien  au  résultat,  ces 
termes  ayant  une  somme  dont  le  rapport  à  la  somme  des  n0 
termes  est  inférieure  à  h:n0)  h  étant  fini.  Nous  aurons  ainsi  le 
résultat  : 

I.  Si  Ion  suppose  que,  dans  la  série  (O,  la  fonction  G(n) 
satisfait  à  la  condition  (I)  écrite  ci-dessus,  et  si  l'on  désigne 
par  t(x)  une  fonction  positive  tendant  vers  zéro.  a?e|  x  I  tendant 
vers  l'infini,  lorsque  x  croit  indéfiniment,  et  vérifiant  la 
condition  (a);  on  aura  V égalité asymptotique 

S{x) 

(3)  f(x)~\cnx», 

Ni(x) 

\  (  x)  et^S{(x)  étant  les  nombres  définis  plus  haut.  Déplus, 
l'un  quelconque  des  termes  négligés  au  second  membre  de 
l'égalité  (3)  est  au  terme  maximum  dans  un  rapport  qui  tend 
vers  zéro  lorsque  x  croît  indéfiniment .  Plus  exactement  le  rap- 
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port  entre  le   premier  et  le  deuxième  membre  de  l'égalité  (3)  qui 
est  supérieur  à  ////  est  inférieur  à 

l_ea,l.r)>  »l(J?)—  ^ G  (ÇO, 

(  i  i  ;,  )  désignant  le  minimum  de  G"(#  )  lorsque  x  varie  entre  Nt  (a?) 
et  N(#). 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  où  G"(a?)  reste  borné 
pour  x  =  oc  ,  la  condition  («)  exige  expressément  que  #  s(#)  ne 
soit  pas  borné;  mais  si  G"  (  x  )  a  pour  limite  -f-  oo,  on  pourra 
restreindre  le  nombre  des  termes  dont  la  somme  détermine 
asymptotiquementy  (a?),  on  retrouvera  le  résultat  connu  :  f(x)  est 
asymptotiquement  égal,  dans  ce  cas,  à  la  somme  de  ses  deux  plus 
grands  termes.  On  pourra  également  rechercher  si  l'on  peut 
choisir  z(x)  de  telle  façon  que  la  somme  des  termes  négligés  dans 
le  second  membre  de  l'égalité  (3)  soit  au  terme  maximum  dans 
un  rapport  tendant  vers  zéro,  on  verra  que  l'on  doit  resserrer  la 
condition  (I  ). 

Enfin  il  est  clair  que  le  résultat  énoncé  ci-dessus  reste  vrai  si 
l'on  multiplie  les  coefficients  c„  par  (i  +  rïn  ),  i\n  tendant  vers  zéro 
lorsque  n  croit  indéfiniment,  car  le  rapport  de  S/+1(a?)  à  Si(x) 
sera  multiplié  par  une  expression  de  la  forme  (i  -+-  s);  et  il  suffira 
d'autre  part  de  négliger  dans  la  somme  des  /*0  premiers  termes 
les  e(ç)/i0  premiers  termes. 

2.  Soit  f(x)  une  fonction  entière  dont  les  coefficients  sont  de 
la  forme  c„  =.(i  -+-ritt)e~G*a\  G(x)  vérifiant  la  condition  (I), 
considérons  la  fonction 


(5)  F(x)=y\(i-^rl'n)cltf(n)x",  li 


m  rlf,  =  o. 


où  »(a?)  désigne  une  fonction   continue,  dérivable  deux  fois,  que 
nous  supposerons  d'abord  vérifier  l'égalité  suivante  : 

I  G)     logco(a:)^  <b(x)  =/>loga:-i- A, (log2^ )«.  +  ...-+-  A.J(Iog/+la?)«i 
(les  constantes  a/ étant  positives, p  et  les  A,- réels).  On  voit  que  l'on  a 

1 1  m  .-*•-<]/(  a-)  =  d,  lim  ^ — : il  —  (I  .+.  a)i». 

>=»  J=«  f(X) 
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la  première  de  ces  égalités  montre  que  F(#)  satisfait  comme  y  (a?) 
aux  conditions  de  l'énoncé  (I),  la  fonction  t (x)  peut  être  prix'  la 
même  pour  les  deux  fonctions;  la  seconde  égalité  montre  que  le 
ran£  du  terme  maximum  de  F(a?)  est  compris  entre  les  nombres 
que  nous  avons  appelés  y>,(x)  et  N(a?);  nous  aurons  donc 

N'i.r>  ${x 

.V,    c)  N,(x) 

Ainsi,  pour  toute  fonction  F(#)  où  v(x)  a  la  forme  (6),  f(x) 
satisfaisant  à  l'énoncé  (I),  on  a  l'égalité  asymptotique 

(7)  *<*)"?«)/(*),        G'(0  =  logar, 

qui  suffit  pour  toutes  les  applications  de  M.  P.  Dienes.  On  pour- 
rait avec  la  forme  ((>)  de  la  fonction  ©(a?)  obtenir  un  résultat  plus 
général,  mais  moins  précis  en  supposant  seulement  que  x2G"(x) 
reste  supérieur  à  un  nombre  positif  (  *  ).  Je  me  bornerai  à  indiquer 
la  proposition  générale  que  l'on  déduit  de  I. 

IL  Soit  V(x)  une  Jonction  de  fi  nie  par  l'égalité  (5),  la  fonc- 
tion f(x)  correspondant  à  <f(x)  =  i  satisfaisant  à  renoncé  (I) 
et  'f(x)  vérifiant  les  conditions  suivantes  : 

b"(x) 

lim   J,  <i,  <!*(»  =  Iogtp(j-); 

a  =  »  <-»    (X) 


lim 


y\x  -+-  6 a:  e(.r(  )] 
o(:r) 


a?i 


^e(ar)  (o<9<i), 


s(#)  étant  une  fonction  définie  dans  (I);  rfès  /ors  o/i  aura 
encore  l'égalité  (7). 

C'est  évidemment  la  deuxième  des  conditions  imposées  à  o{x) 
qui  limite  sa  croissance;  on  voit  par  exemple  que  si  »(#)  est  de  la 

forme  er%  il  faudra  que  aa;a_'  [G"(a?)]  -  tende  vers  zéro;  pour  les 
fonctions  d'ordre  fini  ou  infini,  il  faudra  donc  que  a  soit  moindre 
que  -;  on  peut  dire  que  pour  de  telles  fonctions  la  méthode  s'appli- 

(*)  M"*  S.  Tilliriger  a  énonce  dans  les  C.  fi.  Acacl.  des  Se.  (10  février  igi3)  un 
résultai  du  genre  de  celui  que  l'on  obtient  ainsi,  en  supposant  que  <?(x)  est  un 
polynôme,  mais  avec  la  seule  hypothèse  que  les  coefficients  c„  sont  réguliers,  ce 

qui  me  semble  devoir  être  précisé. 
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quera  à  des  fonctions  o(x)  croissant  moins  \  ite  que  e  .  Mais 

pour  les  fonctions  d'ordre  nul,  'j>(x)  pourra  croître  beaucoup  plus 
vile.  11  est  d'ailleurs  bien  évident  que  la  croissance  de  'f(x)  (ou 
sa  décroissance)  doit  satisfaire  à  certaines  conditions  pour  que 
l'on  ait  le  droit  d'écrire  l'égalité  (-);  ces  conditions  sont-elles 
celles  que  nous  avons  écrites?  Il  semble  bien  que  oui;  si  nous 
prenons  par  exemple  la  fonction  de  M.  Lindelof 


on  a 

Io£:r--l-i  i  or? 

G(x)=- — — — ->  G(x)  = — »  £  =  — : 
n                                      ix  e 

on  peut  donc  prendre  pour  z  (x)  vine  fonction  de  la  forme  A  (x)  :  \pc, 
A  (a?)  croissant  indéfiniment  aussi  lentement  que  l'on  veut,  et  par 

suite  nous  pourrons  avoir  loges (  x  )  =   V x  ,  H(x)  croissant  indéfi— 
1  &TV    7       6(ar)      x    ' 

niment    très    lentement,    par    exemple    h(x )  =  \ogpx,   on   aura 

alors 

V/«  t  yfj 

4  Y ~  e**ptEa(x), 


n<* 


e 


mais  l'égalité  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  log®(a?)  =  yx  serait 
inexacte.  m 

On  voit  donc  quel  est  le  champ  d'application  de  la  méthode  de 
M.  Dienes,  elle  ne  permettra  d'étudier  la  croissance  des  moyennes 
exponentielles,  par  exemple,  que  pour  des  points  singuliers  où  la 
fonction  croit  moins  vite  qu'une  fonction  entière  d'ordre  inférieur 
à  —  Lorsque  la  fonction  croit  plus  vite  il  faudra  employer  la  for- 
mule asymptotique  de  M.  Le  Roy. 

3.  Considérons  de  nouveau  une  fonction  de  la  forme  (i),  G"( X  ) 
vérifiant  la  condition  (I);  nous  avons  vu  que  l'on  a 

Ni    » 

a,  ('./ ■)  étant  connu  en  fonction  de  z{x);  celte  formule  suppose  que 
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la  condition  G"(;r)>>o  est  vérifiée  dès  la  valeur  i  ;  dans  le  cas 
contraire  il  faudra  ajouter  au  second  membre  de  l'égalité  (8)  un 
polynôme.  Pour  calculer  le  second  membre  de  (8)  on  peut  former 
le  rapport  du  terme  de  rang  n0  H-  q  [|  q  |  <  £e(Ç)l  à  l'expression 

T(a?)  =  x\e~<M.\ 
ce  rapport  a  pour  logarithme 

P(y)  =  -(?  +  "0~S)'G'[$-M(g  +  *°-*)]      (o<e<i)i 

pour  simplifier  cette  expression,  faisons  l'hypothèse  que,  6(  res- 
terai compris  entre  —  î  et  +  i,  on  a 


(") 


,.      G'Ta-  -+-  6,ar  z(x)\ 

'•m  — i — r„.     '-  =i, 

r=.  G  (x) 


et  désignons  par  îf  (a?)  le  maximum  de  la  différence 
G"[x  ■+■  0|  x  z{x)\ 


G"(x) 
lorsque  0,  varie  entre  —  i  et  +  i  •  On  voit  que  l'on  aura 

N  x 
2N  ^  CnX'1  ZN 

/;'-+-  a  V  e-ï»[n-s,(Ç)lG'(Ç)  <-  !!i<£> <  /i  —  2  y  e-^li-e.tÇHCtfc) 

—  T(;r)  — 

î  î 

(*'<4),  (A<4). 

Or  la  méthode  dégroupement  des  termes  du  n°  1  montre  que  l'on  a 

2N  « 

V  e-<f  l+ïj)G'(Ç)  =  (i  —  O'g-a.txJjV  e-7'il+r,>G'(|)  (o  <  6'  <  i), 

1  1 


«,(a?)=- 


g"«)(h-i)i 


comme  enfin 


—  j0  y  2(1 -h y)) g 


(S)1 


on  voit  que  l'on  obtient  une  expression  asymptotique  de  f(x)  si 
l'on  suppose  que  G"(x)  tend  vers  zéro,  c'est  la  formule  de 
M.  Le  Roy  qui  se  trouve  complétée  par  l'introduction  de  l'infini- 
ment  petit  i(x)]   l'hypothèse  (II)  est  celle  de  M.  Denjoy,  mais 
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sous  une  forme  un  peu  différente,  elle  est  vérifiée  en  particulier 
si  G"(x)  et  x-G"(x)  sont  monotones,  ce  qui  est  l'hypothèse  de 
M.  Le  Roy.  En  résumé  on  voit  que  : 

III.  Si  G"(x)  vérifie  les  conditions  (I),  (II)  et  tend  vers  zéro, 
on  a  l'égalité 


(9) 


/(^"Vj^'1*1*-™*'         log*=G'($)î 


et  plus  exactement  le  premier  membre  égale  le  produit  du 
second  par  le  facteur 

i  -h  0  [e- ^-h  5  y/G"(  C)  -4-  s,(a?)J  (_i<8<+i). 

On  déterminera  s(#)  de  façon  à  ohtenir  la  meilleure  approxi- 
mation. Par  exemple,  pour 

on  devra  prendre  e(a?)  =  /'!/ — —  »  et  l'on  trouvera 

formule  qui  justifie   une  remarque   faite  plus  haut.  On  étendra 
dans  une  certaine  mesure  le  résultat  au  cas  où  l'on  a 

c«  =  (i  +'fj„)rcw, 

Lorsque  0"(x)  ne  tend  pas  vers  zéro  nos  calculs  ne  nous 
donnent  plus  de  formule  asymptotique,  mais  si  l'on  suppose  que 
G"(x)  a  une  limite  A,  on  peut  encore  ohtenir  un  résultat.  Dans 
ce  cas,  les  conditions  (I)  et  (II)  sont  réalisées;  nous  choisi- 
rons z(x)  de  la  façon  suivante  :  désignons  par  z,(x)  le  maximum 
de  \G"(x') —  A|  pour  #'>■-;  nous  prenons  t(x)  de  façon  que 
la  condition  (a)  ait  lieu  et  que  Aar2[e(a?)]a  î,  ( x)  tende  vers  zéro, 
par  exemple 

A*«[«(*)]"=s.-74=- 
Dès  lors,  le  rapport  du   terme  de  rang  nu-\-q  à   T(x)   sera 
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é^al  à 

[i  -f-r,  (#)]<?  -,  lini  ij(a")  =  o, 

et  nous  aurons 


/"(a?)  ~  T(.r)e    '«Vf     -  "  eA*«; 
ît 


ou  enfin,  en  posant 


et  en  appliquant  encore  une  fois  le  théorème  (I),  nous  obtenons 

(  --       \  --S' 
/0)~d>U    î,e*£)e    -     «5c-(5)-ciÇ)  ; 

on  peut  d'ailleurs  remplacer  -il «y,  a?)  par 

<K9,*>-f-$f9,M--.isS(?,»), 
le  produit 

a  pour  période  un  et  se  rattache  aux  fonctions  elliptiques  8. 

A.  Il  est  clair  que  la  formule  asymptotique  (9)  convient  pour 
d'autres  fonctions  que  celles  pour  lesquelles  elle  a  été  obtenue. 
Désignons  par  z.2(x)  une  fonction  tendant  vers  zéro  de  telle 
façon  que,  t(x)  étant  la  fonction  introduite  dans  l'énoncé  (I),  le 
produit 

z»(x)  z(x)x  \/G''(x) 

ait  pour  limite  zéro,  et  formons  la  suite  de  nombres  entiers  // p 
définis  par  la  relation 

n,)+x  —  np<^z.1{iil))z(np)nl><i  «,,+,  —  «,,-+-  1, 

en  supposant  que  le  produit  e2(#)e(#)#  croit  indéfiniment  ;  ou 

\oit  dès  lors,  en  se  reportant  aux  énoncés  (I)  et  (IH),  que,  (  '*"{  X  1 
satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  III,  on  aura  encore 


^Jn,,);(/1;,)«/^V^~|/^j^'( 
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J'ai  fait  cette  remarque  bien  simple  pour  montrer  quelle  est  la 
nature  de  L'indétermination  du  problème  qui  consisterait  à  déduire 
de  l'égalité  (9)  des  inégalités  pour  les  coefficients  c„  de  la  fonc- 
tion f( x)',  je  vais  maintenant  appliquer  à  la  résolution  de  ce 
problème  d'inversion  la  méthode  que  j'ai  indiquée  dans  ma  thèse 
(  innales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  io,i3,  p.  1  17).  Je  laisserai 
au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  le  résultat  ainsi  obtenu  peut  être 
considéré  comme  très  satisfaisant  si  l'on  tient  compte  de  la 
remarque  précédente.  Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivante 
(loc  cit.,  p.  125)  que  j'énonce  dans  le  cas  particulier  des  coeffi- 
cients et  variable  réels.  Soil'f(x)  =  2  c„xn  une  fonction  entière 
quelconque,  on  peut  former  une  suite  de  nombres  positifs  Jlt, 
$U,  ...,c'Rrt,  ...,  non  décroissants  et  non  bornés,  tels  que  l'on 
ait 

l'égalité  ayant  lieu  lorsque  Si,,  •<  cR.rt+J ,  le  nombre  des  quantités 
&n  qui  sont  inférieures  ou  égales  a  x,  et  que  j'appellerai  n(x),  est 
le  rang  du  terme  maximum  de  /(x),  terme  dont  le  logarithme  a 
par  suite  pour  valeur 


£ 


n(x) h  logc0, 


etl' 


on  a 


(10)  f(x)  =  )i  +  ^n\x^-^—]ic0e^on  (o<0<i). 

La  formule  (10)  donne  une  valeur  approchée  de  n(x),  donc  de  .A„ 
lorsque  l'on  connaît  fl x)  ou  sa  valeur  approchée,  on  en  déduira 
à  la  fois  la  limite  supérieure  de  cn  et  la  densité  des  valeurs  de  n 
pour  lesquelles  cette  limite  est  atteinte. 

Pour  ne  pas  compliquer  les  calculs,  je  me  bornerai  au  cas  où 
l'on  a 

(11)  f{X)  =  e^  +  ^<X  +  h^         [ A. </,(*)<  B], 

et  je  supposerai  c0  =  1 .  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité;  une 
première  application  de  l'égalité  1  10)  donnerait 

•    .       ■''"' 
n(  x)  ~  — . 
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de  sorte  que  (10)  et  (i  i)  donnent 


I 


dx        x^ 
n(x) —  = h  G  \o%x  -+-  h(x)  —  a  §(x)\o%x, 


ô(#)  étant  une  fonction  positive  qui  reste  finie.  Nous  tirons  de  là 
les  deux  inégalités 

.    .    ^       x'<*—  x*         i  T0(a7)los«-+-B  —  h(x)  ,    , 

log;r — log:r   ev  \ogx — logx 

logx —  logj-    e<s  logar  —  loga; 

nous  déterminerons  x'  et  x"  pour  que  le  second  membre  de  la 
première  Inégalité  soit  minimum,  celui  de  la  deuxième  maximum, 
et  nous  trouverons 


(12)      7iO)  =  — •  -h  a  -4/  2  e    0(a-)log.r  ^ ■  Lr^-H  [J-Ioga?, 

—  1  <  a  <-»-  1  (|  ;x  |  fini  ). 


Nous  tirons  d'abord  de  là  l'égalité 


x<*  =  e[n(x)  -+■  A  \/n(x)  log  n(.r)]         (X  fini), 


qui  montre  que,  lorsqu'on  change  11  en  n  +  k  \/n lo»  11 ,  /«  étant  un 
certain  nombre  fixe,  &„  augmente  et  que  par  suite  l'égalité 

a  lieu  une  fois  au  moins  entre  deux  telles  valeurs  de  n.  En  s'ap- 
pujant  sur  ce  résultat  et  en  procédant  à  un  groupement  des  termes 
[groupes  de  A\/n(x)logn(x)  tenues  à  partir  du  terme  maximum], 

on  verra  que,  dans  l'égalité  (10),  on  peut  remplacer  n( x  H —  ) 

par  k'  y/i(#)logn  (x),  ce  qui  montre  que  l'on  aura 


I  I       \o«,X  X' 

1  ><T 


Hx)==L  +  -L^l±  +     *  (X'fini). 


Il  reste   à    calculer  le    produit    (&<  .<RS  ...&n)   *    que   j'appel- 
lerai e~G".  On  a 

rx  dx       X* 

n(x)  logar  —  Gn(x)  =    /      n(x) —  = h  G  log.r  -+-  /*(;r)  —  7  8(:r)  logar, 

,/0  ^         eî 
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et  Gn  sera  donné  par  l'égalité 

x" 


G 


„  =  n  logx Cloga?—  /i(j)4-aû(T)  'ogr, 


où  ./  est  calculé  en  fonction  de  n  =  ii(x)  par  l'égalité  (i  2).  Après 
des  calculs  bien  simples,  on  trouvera 

G„=  /l'°Srt  --0(aO(a*— i)(log»-+-i)  —  **-[B-h(x)] 

7 

,  ,     .         „  los'i  -4- 1  .     . 

—  h(X)—  C— 5 H£(«) 

J 

[  1  i in  e(/i)  =  o,  «  =  n(a?)], 

n=  » 

et  en  remplaçant  8(#)  par  sa  valeur  et  en  prenant  a  =  1  et  a  =  o 
pour  avoir  le  minimum  et  le  maximum  de  Gn,  on  obtiendra 

-  G<,<-,ll°gW  +  G10"""4"  -4-B  +  .(»), 

«  logrt  lOiï/t-f-I  logTl  log2/l  . 

—  (j  „  > 1-  (j  — ■ ■ l> , 

D  étant  un  nombre   fini,  dont  on  pourrait  d'ailleurs  préciser  la 
valeur.  En  passant  aux  coefficients  cH,  on  a  les  inégalités 

c«<(H-ert)n    ^(nefe"         (n>  7i0), 

_  n  c 

c„>  n    a(ne)G ;        .:        («.=  np,  /i^  <  np  -+-  k  \/np  log/ip), 

eu  v /i  logn 

<pii   permettent  de  distinguer  les  coefficients  de   deux  fonctions 
satisfaisant  à  l'égalité   (11)   et  pour  lesquelles   les  valeurs  de  G 

diffèrent  de  plus  de  -• 
1  2 

On  étendra  facilement  ce  résultat  à  des  fonctions  plus  compli- 
quées que  celle  considérée  ci-dessus  et  à  dés  fonctions  de  croissance 

plus  rapide;  c'est  l'ordre  de  grandeur  de  [G".(a?)]~â  qui  jouera  le 

rôle  du  nombre  — 
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(l)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  insti icut  priés  d'adresser  au  Secrétariat 

les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(3)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


S.  M.  —  Comptes  rendus. 


Date 
de 

l'admission 

1872.     ACIIARD,    ancien    directeur    de    la   Compagnie   d'assurances    sur   l;i    vie    La   Foncière, 

rue  de   la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (17e). 
1900.     ACKER.HINN-TEUBN'ER,  éditeur,  a  Leipzig  (Allemagne).  S.  P.  ('). 
1900.     ADIIÉMAR  (vicomte  Robert  d' ),    professeur  à  la  Faculté    libre  des   Sciences,    place   de 

Genevières,  i4,  à  Lille  (Nord). 
1896.     AXDOYEH,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre   du  Bureau  des  Longitudes, 

rue  du  Val-de-Grâce,  1 1,  à  Paris  (5e). 
1894.     ANDRADE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,   1.  à  Besançon. 
1872.     ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6e). 
1879.     APPELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'Ecole 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Paris  (7'). 
1910.     ARCHIltALD(R.-C),  professeur  à  Brown-Université,  Providence,  Rho  de  Island(  Etats-Unis). 
1900.     Al'RIC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Pierre-Corneille,  38,  à  Lyon. 
1882.     AITONNE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  adjoint  honoraire  à  la 

Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  rue  de  l'Hospice,  69,  à  Chàteauroux  (Indre). 
1900.     BA1RE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  24,  rue  Audra,  à  Dijon. 
1896.     BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1905.  BARRE,   capitaine  du   génie,  docteur  es  sciences  mathématiques,   quai  de   la  Répu- 

blique, 8,  à  Verdun  (Meuse). 

1906.  BARTHELS,    docteur    en    philosophie,    professeur    honoraire    de    Mathématiques,    à 

Aschaffenburg  (Bavière). 
1875.     BEKDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône).  S.  P. 

1912.  BERGER  (T.),  Storgatan  16,  à  OErebro  (Suède). 

1891.     BERTRAND  DE  EONTVI0LANT,  professeur  à  l'École   Centrale  des  Arts  et    Manufactures, 

rue  Brémontier,  16,  à  Paris  (17").  S.  P. 
1910.     BERTRAND  (G.),  rue  de  la  Vieille-Église,  2,  à  Versailles. 

1913.  B1LIMDVITCH,  privat-dozent  à  l'Université  de  Kiew  (Russie). 

1888.     BIOCHE,   professeur  au   lycée    Louis-le-Grand,    rue    Notre-Dame-des-Champs,    56,    à 

Paris  (6»)  S.  P. 
1900.     BLUMENTUAL  (Otto),   professeur  à  la   Technische   Hochschule,   Rùtscherstrasse,  4§>   à 

Aix-la-Chapelle  (Allemagne). 

1891.  BLITEL,   inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,    rue  Denfert-Rochereau,    110, 

à  Paris  (  i4e). 
1902.     B0BER1L  (vicomte  Roger  du),  rue  d'Antibes,   114,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes).  S.  P. 

1907.  B0ITEL  DE  DIEiWAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,  à 

Cœuvres  (Aisne).  S.  P. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16e). 

1895.  B0REL    (Emile),    professeur    à   la   Faculté    des    Sciences,    sous-directeur   de    l'École 

Normale,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5°).  S.  P. 
1913.     BORTOliOTTI  (E.),  professeur  à   l'Université  de  Modène,  via  Maggiore,  23,  à  Bologne, 

(Italie). 
1909-     B0l!LAD  (F.),  ingénieur  au  service  des  Ponts  des  Chemins  de  fer  de  l'État  égyptien. 

au   Caire   (Egypte). 

1896.  BOULANGER ,    docteur    es    sciences,   répétiteur   et  examinateur    d'admission   à  l'École] 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  68,  à  Paris  (5°). 
1913.     BOl'LIGAND,  agrégé  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  3.  à  Paris  (5'). 

(')  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Date 

de 
l'admission. 

1896.  RDURGET  (H.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 

1903.  BOUTIN,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (i8«). 

1904.  BOUTROUY  (P.),   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 

1900.  BREITLIXG,  proviseur  du  lycée  Buffon,  boulevard  Pasteur,  16,  à  Paris  (  i'|"). 
1911.     BRATU,  professeur,  avenue  Reille,  9,  à  Paris  (i4*)- 

1897.  BRICARD,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, rue  Denfert-Rochereau,   108,  à  Paris  (  i'|')- 
1873.     BROCARD,    lieutenant-colonel  du   génie   territorial,    rue  des  Ducs-de-Bar,  70,  à  Bar- 

le-Duc.  S.  P. 
191'2.     BROYVXE,  Grange  Mockler,  à  Garrick-on-Suir  (comté  de  Tipperary,  Irlande). 

1901.  BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   it,  à  Toulouse. 

1893.  BliRKHARRT,    professeur    à   la    Teelinisehe    Hochschule,   Martinstrasse,    3,    à    Munich 

(Bavière). 

1894.  CAUEX,  chargé  de  cours  à  la  Sorbonne,  rue  Cortarubert,  46,  à  Paris  (16e). 

1893.     CALDARERA,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerme 

(Italie). 
1885.     CAR0X,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne.  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (5*). 
1892.     CAROXNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Niel,  i3,  à  Paris  (17'). 
1896.     CARTAX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   de   Vaugirard,   t  —  /j ,  à  Paris  (iV). 

1887.  CARVALLO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,    rue   Descartes,   21,   à    Paris 

(5-).  S.   P. 
1890.     CEDERCRKITZ  (  baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 

1888.  CHÀ1LAX   (Edouard),   professeur  à  l'Institut  catholique,    rue  Denfert-Rochereau,  g5, 

à  Paris  (  14°). 
1911.     CHALORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Vaugirard,  38,  à  Paris  (  <>■  ). 
1896.     CHARYE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 
1911.     CIIATELET,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
1907.     CUAZV,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille. 

1901.     CLAIRIN,    professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jacquemars-Giélée,  5"] bis ,  à  Lille. 
1913.     C0BLVN,  capitaine  du  génie,  rue  des  Vignes,  34,  à  Paris  (16e). 
1896.     COSSERAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 
1896.     (HISSERAI    (F.),   ingénieur  en  chef  des  ponts    et  chaussées,  rue  Rosa-Bonheur,  7.  à 

Paris  (iô'). 

1900.  C0TT0N  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  à  Grenoble.  S.  P. 

1904.     CURTISS,   professeur   à   l'Université    Northwestern,   Milburn    Street,   720,  à    Evanston 

(Illinois,  États-Unis). 
1872.     DARB0TX,  secrétaire  perpétuel    de    l'Académie  des   Sciences,   doyen   honoraire  de   la 

l'acuité  des  Sciences,  rue  Mazarine,  3,  à  Paris  (6*). 
1885.     DAUTIIEVILLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Gambetta,  27,   a  Montpellier. 

1901.  DELASSUS,    professeur    de    Mécanique    rationnelle     à     la    Faculté    des    Sciences,   rue 

de  Brach,   92,    à    Bordeaux. 

1895.  DELAliXAV  (N.  ),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 
1913.     DELVMiLE    (L.),    ingénieur   aux   forges   et  aciéries   de    lluia-Binkowa,   à   Dombrowa 

(  Pologne,  Russie). 

1885.     DEMARIRES,  doyen  de   la  Faculté  des  Sciences,   avenue   Saint-Maur,  à  la    Madeleine- 
lès-Lille  (Nord). 

1892.     DEH0ULIX  (Alph.).  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plateau,  10,  à  Gand  (Belgique) 
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l);i(e 

de 

l'admission. 


1905.     DEXJOY,    maître   de  conférences   à    la    Faculté   des    Sciences,    rue    Duguesclin,    3,    à 

Montpellier. 
1883.     DERUYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins.  35,  à  Liège  (Belgique). 
1894.     DESAIXT,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Saini-Cyr,  47,  à  Paris  (17e). 
1900      DICkSTEIN,  Marszatkowska,  117.  à  Varsovie. 

1899.  DIUCII,  charge  de  cours  a  la  Faculté  des  Sciences,  square  Lagarde,  3,  à  Paris  (5e). 
1909.  DHURY,  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station.  Urbana  (  Illinois,  Etats-Unis). 
1907.     DILAC,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,   \,  à  Lyon. 

1896.  DIMAS  (G.),  docteur  de   l'Université  de   Paris,  professeur   a  l'Univeisité,  avenue  du 

Léman,  41»  à  Lausanne  (Suisse). 

1897.  Dl'MOXT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1886.     DIJXCAX,  Consulting  Engineer,  F.mpire  Building,  Liberty  Street,  55,  New-York  City. 
190?       EG0R0FF  (Dimitry),  professeur  à  l'Université,   Povarskaya,  Borissoglebsky  per.,  n°  8, 

à  Moscou  (  Russie). 
1912.     EISEIVDARDT   (L.-P.),   professeur  à  l'Université  de   Princeton,    Alexander  Street,    22, 

à  Princeton  (New-Jersey,  États-Unis). 

1903.  ESPAXET,  ingénieur  civil,  Brazil  Bailway  Company,  rue  Louis-le-Grand,  9,  à  Paris. 

1900.  ESTAXAVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     ETZEL,  professeur  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  au  Collège  de  Sainl-Tbomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  États-Unis). 
1896.      ECVERTE,  ancien  élevé  de  l'École    Polytechnique,  ancien    capitaine   d'artillerie,   rue 
du  Pré-aux-Clercs,  18,  à  Paris  (7e). 

1888.  F  ABU  Y,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Chaptal,  17,  à  Montpellier. 
1906.     FARAGGI,  professeur,  galerie  Sarlaude,  1,  à  Alger. 

1904.  FAT0U,  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

Parnasse,   172,  à  Paris  (i46)- 

1891.  FAUQIEMIÎEKGIJE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan. 

1892.  l'" E II R  (  Henri  ),  professeur  à  l'Université,  route  de  Florissant,  110,  à  Genève"( Suisse ). 
1885.      FIELDS  (J-),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

1881.     FLOQUET,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  île  la  Commanderie,  21,  à  Nancy. 
1872.     l'I.YE  SAIXTE-MAUIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole 

Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 
1897.      FOXTENÉ,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  GolT,  7,  à  Paris  (5e). 
1903.      FORD  (Walter  B.  ),  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  «le  Michigan,  a  Ann 

Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  FOICIIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Sou  l'Ilot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  FOUET,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6°). 

1872.     FOIWET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnol,  \, 

à  Paris  (■7").  S.  P. 
1903.     FRAISSÉ,  inspecteur  des  études  au  Prylanée,  à  La  Flèche  (Sarthe). 
[911.     FRKCIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

1903.     FIETER,  professeur  à  l'Université,  Friedrichsplatz,  9»1,  a   Karlsrube  (Allemagne). 
1911.     GAI.BBXX,  docteur  es  sciences,  avenue  Émile-Deschanel,  i'|.  à  Paris  (7°). 
1900.     GALDEAN0  (Z. -G.  ne),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Calle  <  1  •■  1  Coso,  99,  à  Saragosse  1  Espagne! 

1906.  GARGA.M  DE  NONCKTZ,  licencié  es  sciences,  square  «le  Latour-Maubourg,  8,  ;«  Paris  (7'). 
1872.     GAItIEL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 

à  la  l'acuité  de  Médecine,  rue  Édotiard-Detaille,  6,  à  Paris  (17')- 


Date 
de 
l'admission. 

1908.  GARA'IER,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
1911.     GAI,  maître  des  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

1S96.     GAUTlIIEIt- VIIjL \!tS,  ancien  élève  de   l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Auguslins,  55,  à  Paris  (6e). 
1890.      GEMMA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  l'alerme  (Italie). 

1906.  GÉRARDIX,  quai  Claude-le-Lorrain,  3a,  à  Nancy. 

1897.  GERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  20,  à  Oxford  (Grande- 
Bretagne). 

1913.     GIRAID,  agrégé  de  mathématiques,  rue  Le  Verrier,   11,  à  Paris  (6°). 

1913.     GODEAtX,  rue  Victor-Cousin,  6,  à  Paris. 

1903.  GODEY,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  rue  du  Bois-de-Boulogne,  7,  à 
Paris  (166). 

1907.  G0T    (Th.),    docteur   es    sciences,    villa    Bianca,   rue   Fanelli,  quartier  Bompard,  à 

Marseille. 
1881.     COURSAT,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,   répétiteur  h  l'Ecole  Polytechnique, 

rue  Denfert-Rochereau,  39,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
191'2.     GRAM0NT  (A.  de),   licencié  es  sciences,  rue  de  Ponthieu,  62,  à  Paris,  (8e). 
1896.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,  à  Paris  (5e). 

1899.  GUADET,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  69,  a  Paris    (7e). 

1880.  GUCCIA   (Jean),    professeur    à    l'Université,    via    Ruggiero    Seltimo,    3o,    à    Païenne 

(  Italie). 

1906.  GUEIIBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris   (6').  S.  P. 

1900.  GUICIIAI1D    (C),    professeur    à     la    Faculté    des    Sciences,    rue    Boulainvilliers,     i.'i, 

à  Paris  (16e). 

1907.  GIICIIUII)  (L.),  professeur  de   mathématiques  an  collège  de  Barbezieux  (Charente). 

1881.  GUNTIIER  (  l)r  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     GliYOU,   membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  284,  à  Paris  (  i'i"). 

1896.  UADAMARO,  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France  et  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Humboldt,  25,  à  Paris  (1  ]')■  S.  P. 

1910.  HALPHEX    (Ch.),  professeur  de  Géométrie   descriptive  au  Collège  Chaptal,  Chaussée 

de  la  Muette,  8  bis,  à  Paris  (16e). 
189i.     HALSTEO  (G.-B.),   Colorado  State  Teachere  Collège,   à    Greeley    (Colorado,    États- 
Unis).  S.  P. 

1901.  IIAXCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Hôtel  (Ohio,  États-Unis). 

1909.  IIAXSEX,    privat-docent  à   l'Université,    Strandboulevarden,  66,   Copenhague   (Dane- 

mark ). 

1872.  IIAT0X  DE  LA  G0UMLL1ÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6e).  S.  P. 

1905.  IIEDRICK,  professeur  à  l'Université,  South  Ninth  street,  3o2,  à  Columbia  (Missouri, 
États-Unis). 

1892.     nEKKANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5e). 

1911.  WERIIOI.iZ,  professeur,  avenue  de  Belmont,  28.  a  Montrcux  (Suisse). 

1911.      II0LVGREX,  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  Upsal  (.Suède). 

L913.     II00RN'  (dk),  rue  de  l'Odeon,  3,  a  Paris  (6'  1 

1895.      IIOTT   (S.),   professeur  à    l'École   S"-Croix   de    Neuilly,   boulevard   Percire,    218   bis, 

à   Paris  (17e).  S.   P. 
1880.      IIUMIIERT,  membre  de  l'Institut,   ingénieur   en  chef  des   mines,   professeur   à    l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17"). 
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1907.     lll'SSON,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Tiercelins,  60,  à  Nancy. 

1881.     IMBER,  ancien  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  ancien  membre  du  Conseil  de 

l'École  Centrale,  place  Voltaire,  2,  à  Paris  (1 1*  ). 
1896.     JACQUET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5e). 

1914.  JAGEK  (F.)>  licencié  es  sciences,  avenue  de  la  Grande-Armée,  69,  à  Paris  (16e). 
1898.     JAIIXKE    (E.),    professeur     à     l'Académie     des     Mines,    Darmstadter    strasse,    u,     à 

Berlin,  W.i5  (Allemagne). 
1903-     JEXSEN  (J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chef  des  Téléphones,    Frederiksberg  allée,  68,  à 

Copenhague  (Danemark). 
1872.     JORDAN,    membre    de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7e;     S.  P. 

1915.  JORDAN  (Cit.),  docleur  es  sciences,  Liszngai  utca  i5,  à  Budapest  (Autriche-Hongrie). 
1913.     KASNER  (E.),  professeur  à  l'Université  Columbia,  à  New-York  (États-Unis). 

1910.     KÉRAVAL,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  avenue  du  Maine,  46,   à   Paris   (i4e)- 
1913.     KIVELIOYTICH,  licencié  es  sciences,  rue  Laromiguière,  6,  à  Paris  (5e). 

1892.  K0CI1    (H.     von),     professeur    à    l'École    Polytechnique,    à    Djursholm-Slockliolm 

(Suède). 
1880.     KŒNIGS,   professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  examinateur   d'admission    à   l'École 

Polytechnique,  boulevard  Arago,  101,  à  Paris  (1  4°). 
191.3.     KORX    (A.),    ancien    professeur  de    l'Université    de    Munich,  Schlûterstrasse,    a5,    à 

Charlottenburg  (Allemagne). 
1913.     KOSTITZIX  (V.),  avenue  Villemin,  3a,  à  Paris. 
1912.     kOWALEWSKI   (G.),   professeur  à   la  Technische   Hochschule,   Husgasse,  5,   à  Prague 

(  Bohème). 

1907.  KRYL0FF,  professeur  d'analyse  à  l'École  supérieure  des  Mines,  à  Saint-Pétersbourg 

(  Bussie  ). 
1897.     LACAUCIIIE,  ingénieur  civil,  rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17'). 
1873.     IiAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à   l'École   Polytechnique, 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 
1906.     LALESC0,  maître  de  conférences  à  l'Université,  str.  Uuteranà,  3i,  à  Bucarest. 

1893.  S. W'CELIM,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,  3,  à  Paris  (i)')- 
1899.  LANDAU,  professeur  à  l'Université,  Herzbergerchaussee,  48,  à  Gôttingen  (Allemagne). 
1896.     LAR0ZE,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à  Paris  (i4°). 

1908.  LATTES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Metz,   24,  à  Toulouse. 
1896.     LEAU,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Denfert-Bochereau,  83,  à  Paris  (i48)- 
1880.     LÉAIITÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   18,  à  Paris  (17').  S.   P. 
1896.     LEBEL,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun.   12,  à  Dijon. 

1902.  LEBESGUM,    maître   de   conférences   à   la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  avenue  de  la 

Tourelle,  7,  à  Saint-Mandé. 

1903.  LEBEUF,    directeur    de    l'Observatoire,     professeur     d'astronomie    à     l'I  niversité,    à 

Besançon. 
1893.     LEC0RJ1U,  membre  de   l'Institut,  Inspecteur  général  des  mines,  professeur  à   l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3,  à  Paris  (5"). 
1895.      LMIERAY,  licencié   es    sciences  mathématiques  et  physiques,  ingénieur  civil  du  génie 

maritime,  villa   Véga,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1904.  LEM0YNE  (T.),  rue  Claude-Bernard.  4.,  à   Paris  (.">•). 

1895.     LE  ROUX,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Château dun,  i3,  à  Rennes. 
isis.     LE  ROY,  professeur  au  lycée  Saint-Uouis,  rue  Cassette,    17,  à  Paris  (6°). 
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1891.     LERY,  a(;ent-voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta.  5.  à  Versailles. 

1900.     LEVl  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,   i4,  a  Padoue  (Italie). 

1907.     LESGOl'RGL'ES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Barl,  4)  à  Paris  (6e). 

1909.     LEVY  (  Albert  ),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6*). 

1907.     LEVY  (Paul),  ingénieur  des   mines,    répétiteur   d'analyse   à    l'Ecole    Polytechnique, 

rue  Chernoviz,  9,  à  Paris  (16e). 
1S9S.     LLXDELOF  (Ernst),  professeurà  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1877.     LIXDEMAXX,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josefstrasse,  9.  à  Munich  (Bavière). 
1886.     LIODYILLE,   ingénieur  des   poudres,  examinateur   des   élèves  à  l'Ecole  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  12,  h  Paris  (4°). 

1912.  L0VETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 

1888.  LliCAS  (  Félix  ),  ingénieur  en   chef  des  ponts   et   chaussées  en   retraite,   rue  Roissière, 

3o,  à  Paris  (  16e). 
1902.     LUCAS-GIRARDYILLE,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins. 
1902.     LICAS  DE  PESL6TAX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4l  à  Paris  (7e). 

1913.  LliSIX,  professeur  adjoint  à  l'Université   de  Moscou,  rue  Stanislas,  i4,   à   Paris  (6e). 
1895.     MAILLET,  ingénieur  des   ponts  et  chaussées,   répétiteur  à   l'École  Polytechnique,  rue 

de  Fontenay,  11,  à  Rourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 
1913.     MALAISE  (J.),  rue  Grandgagnage,  7,  à  Liège  (Belgique). 

1905.  MALUSKI,  proviseur  du  lycée  de  Nimes. 

1906.  MARCIS,  licencié  es  sciences,  rue  de  Rambervilliers,  6,  à  Paris  (12e). 

1904.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charleinagnc,  rue  de  Reuilly,  35  bis,  à  Paris  (12*). 
1884.     MARTIN  (  Artemas),  918  N.  Street,  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 

1897.  MEHMKE,    professeur    à    l'École     technique    supérieure,    Lowenstrasse,    à    Stuttgart  - 

Degerloch  (Wurtemberg). 

1889.  MEXDIZABAL  TAMB0REL  (de),  membre  de  la  Société   de  Géographie  de   Mexico,   calle 

de  Jésus,   i3,à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1884.  MERCEREAU,  licencié    es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue   de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7«).  S.  P. 

1902.  MERL1X    (Emile),    chargé    des  cours   d'astronomie    mathématique  et   de    géodésie   à 

l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Relgique). 

1907.  MERLIX  (Jean),  astronome  à  l'Observatoire  de  Lyon,  à   Saint-Genis-Laval  (Rhône). 
1904.     METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1909.     MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarre t te,   i\.  à  Paris  (il0). 
1893.     MICHEL  (  François),  ingénieur,  licencié  es  sciences,  chef  du  service  des  parcours  de 

la    Compagnie    des    chemins   de   fer    du    Nord,    faubourg     Saint-Denis,    210,    à 

Paris  (10"). 
1873.     MITTAG-LEI'FLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholm  (Suède). 
L902.      M0LK  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 
1907.     M0XTEL,  chargé  de  conférences   à    la    Faculté   des   Sciences,   répétiteur   d'analyse    à 

l'École  Polytechnique,  boulevard  de  VaugirarJ,  67,  à  Paris  (i5*). 

1898.  MOXTESSLS    DE    RU,L0RE   (vicomte  Robert    de),    professeur   à    la    Faculté    libre   des 

Sciences,  boulevard  Bigot-Danel,  i5,  h  Lille  (Nord). 
1911.     MOillIK  (Cil. -IV.),  professeur  assistant  à  l'Université  de  Cincinnati  (Etats-Unis). 

1903.  MILLER  (J.-O.),  Venusbergerweg,  32,  à  Bonn  (Allemagne). 

1909.     XEOYllS,  ancien  professeur  à   l'Université   d'Helsingfors,   Chr.    Vinthersvei  31,  à  Co- 
penhague (Danemark). 

1885.  XEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
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1897.     MCOLLIEIÎ,  professeur,  la  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vautl,  Suisse). 

1900.  NIEWENfiLOWSKI,  docteur  es  sciences,    inspecteur  général  de  l'Instruction   publique, 

rue  de  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (5e  ). 
1882.     OCAGN'E  (M.  i>'),    ingénieur  en  chef  des    ponts   et    chaussées,  professeur  à   l'École 

Polytechnique    et    à    l'Ecole    des    Ponts    et    Chaussées,    rue    La     Koëtie,    3o,     à 

Paris  (8e).  S.  P. 
1905.     OUIVET,  49,  rue  d'Arias,  à  Douai. 
1873.     0V11M0  (E.  u'),  professeur  à   l'Université,  Corso  Sommeiller,  16,  à  Turin  (Italie). 

1901.  PADÉ  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.     PAIXLEVE,    membre  de  l'Institut,    professeur  à   la  Faculté  des   Sciences  et  à  l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Séguier,  18,  à  Paris  (6*). 
1912.     PAXGE     (de),    ancien    élève    de    l'Ecole    Polytechnique,     rue    François     Ier,    32,    à 

Paris  (8e). 
1888.     l'AI'KMEIt,   professeur  au   lycée,  rue  Notre-Dame-de-Reeouvrance,  29,  à  Orléans. 
1881.      PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard   Gergovia,  77,   à  Clermont- 

Ferrand.  « 

1881.     PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis).   S.  P. 
1892.      PERRI1V  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17e). 
1896.     PETR0V1TCH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  26,  à  Belgrade  (Serbie). 

1902.  PETROYITCII    (S.),    général    major,    professeur    ordinaire     à    l'Académie    d'artillerie 

Michel,  Sergevskaïa,  42-  log.  10,  à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     l'EZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  piaz/.a  San  Marcellino,  2,  à  Naples  (Italie). 

1905.  PFEIFFER,  maître  de   conférences   à    l'Université,   Szaoudl   Wladiinirskaïa  45,  log  II, 

à  Kiew  (  Russie  ). 

1906.  PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,    rue   de   Turin,   23  bit, 

a  Paris  (8e). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufac- 
tures, rue  Joseph-Bara,  4.  à  Paris   (6e). 

1872.  PICQUET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytech- 
nique, rue  Monsieur-le-Piince,  4.  à  Paris  (6e). 

1899.  PIERP0XT  (James),  professeur  à  l'Université  Yale,  Mansfield  street,  42,  à  New  Haven 
(Conneclicut,   États-Unis). 

1913.     PODTIAGUINE  (N.).  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6e). 

1906.     P0P0VICI,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

1894.  P0TR0N  (M.),  docteur  es  sciences,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  l'Ouest, 
rue  Rabelais,  46,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1899.     PRIVGSHEMl,   professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  12,  à  Munich  (Bavière). 

1896.  PRIIVOST,  inspecteur  général  honoraire  de  l'Instruction  publique,  11,  rue  de  la 
Tour,  à  Paris  (16e). 

1902.  PUV  (Victor),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  île  mathématiques, 

rue  Madame,  54,  à  Paris  (6e). 
1896-     QUIQIIET,  actuaire  de    la   Compagnie  lu  iïa:ionaIe,  boulevard    Saint-Germain,  92,  à 
Paris  (5  ). 

1903.  BEM0UND0S,  professeur  d'anal  j  se  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion 

Tricoupis,  54,  à  Athènes   (Grèce). 
1906.     RF.MY,  docteur   es   sciences,    ingénieur   des    mines,    rue   Jeanne-d'Arc,   25,   à  An-as 
(  Pas-de-Calais  ). 
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1903.     RICUARD,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Fonds,  100, 

à  Chàteauroux. 
1908.     RICHARD  D'ABOMOUBT  (de),  anc.  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  ~\,  à  Lille. 

1908.  RISSER,  actuaire  au   Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  {-'). 
1903.     KDCIIE,  agrégé  de  mathématiques,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6a). 

1909.  R!>SE\BUIT,  docteur  en  philosophie,  rue  Basztowa,  19,  à  Gracovie  (Autriche). 
1908.     RIITHRDCk,  Professeur  à  l'Université,  à  Bloomingtoo  (  Indiana,  États-Unis). 

1896.  R01GIER,  professeur  au  lycée  et  à  l'École  des  ingénieurs,  rue  Sylvabelle,  84,  à  Marseille. 
190G.     BOUSIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard  du  Montparnasse,  62,  à  Paris  (i4*)- 

1911.  RUDXICkl,  licencié  es  sciences,  avenue  Reille,  28,  à  Paris  (i^e). 
190U.      SALTYKOW,  professeur  à  l'Université,  a  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1872.     SAKTIAIIX,  ingénieur  en    chef  des  ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    à   la 

Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.      SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1907.  SCIIŒXFI.IES,  professeur  à  l'Université,  Schumannslrasse,  62,  à  Francfort  (Allemagne). 

1897.  SCIIOU  (Erik),  ingénieur,  Hollaendervez,  12,  à  Copenhague  (Danemark). 
1901.     SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Islaud  (Californie). 

1896.     SÉGlilER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  du  Bac,  1 1 4»  à  Paris  (7*). 
1882.     SÉL1VAN0FF  (Démétrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.    îtj,  à  Saint- 
Pétersbourg.  S.  P. 
1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 

1908.  SIIAW  (J.-B.),  professeur  a  l'Université,  West  California,  901,  Ave  Urbana  (Illinois, 

États-Unis). 

1912.  SIBE. 

1900.     SPARRE  (comte  de),  doyen    de    la   Faculté    catholique    des    Sciences,   avenue    de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1909.  SPEISER  (Andréas),  privat-docent  à  l'Université,  Stephansplan,  7,  à  Strasbourg  (Alle- 

magne ). 
1912.     STECkER    (H. -F.),     professeur    de    Mathématiques,    à    Pensylvania    State    Collège, 
Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 

1912.  STEINUA0S  (H.),  docteur  de  l'Université  de  Goltingen,  à  Jaslo  (  Rynek  )  (Autriche- 

Hongrie  ). 
1879.     STEPIIAXOS,  professeur  à  l'Université,  rue  Solon,  20,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  STÔRMEB,  professeur  à  l'Université,  Cort  Adelers  gade,  12,  à  Christiania  (Norvège  ). 
1904.     SIDRIA,  directeur  de  l'École  préparatoire  à   l'École  supérieure   d'électricité,   rue    de 

Staël,  26,  à  Paris  (i48)- 
1904.     SIXDMAX,  maître   de   conférences   à   l'Université,    Fredriksgatan,    19,    à    Helsingfors 

(Finlande). 
1872.     SYLOW,  professeur  a  l'Université,  Majorstuveien,  16  III,  à  Christiania  (Norvège).  S.  P- 

1913.  l'AMAKklXE,  répétiteur  à  l'École  impériale  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  Liteinaia,  45, 

App.  33,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
TARRY  (G.),  membre   île  la   Société    philomathique    de    Paris,   boulevard    de    Stras- 
bourg, i8j,  au  Havre.  S.  P. 

1899.  I II YB VI  I ,   professeur  au   lycée    Henri  IV,   boulevard   St-Germain,  5o,  à  Paris  (5e). 

1910.  TniOCIlEXkO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 
1913.     TIX0  (().),  via  Lagrange,  2,  a  Turin  (Italie). 

1912.     TOICIHRI).  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  boulevard  Haussmann,  i5o,  à  Paris  (8°). 
1910.      TRUXIRD,  professeur  à  la  l'acuité  des   Sciences  de  Besançon. 
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187?.     TRESC.A,    ingénieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  en  retraite,  rue  du  Général- 

Henrion-Berthier,  7,  à  Neuilly-snr-Seine  (Seine). 
189G.     TRESSE,  professeur  au  collège  Rollin,  rue   Mi/.on,  6,  à  Paris  (i5e). 
1907.     TRII'IEIt  (H.),  licencié  es  sciences,  rue  Alphonse-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17*). 
1911.     TURRIÈRE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Montpellier. 
1913.     VALIROV,  agrégé  de  l'Université,  rue  Adolphe-Focillon,  8,  à  Paris  (5e). 
1893.      VALLÉE-POUSSIN  (Ch.-.l.   de   la),    membre   de   l'Académie   Royale    des    Sciences,    des 

Lettres    et    des    Beaux-Arts    de    Belgique,    professeur    h    l'Université,    rue  de    la 

Station,    1  ') 9 ,    a   Louvain  (Belgique). 

1904.  YAYDEURi'.\,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,   16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAIVI   YLECK,    professeur    de    mathématiques,    University    of    Wisconsin,    à    Madison 

(Wisconsin,  Etats-Unis). 

1897.  VASSIIiAS-VlTALIS    (J),    professeur    à    l'Ecole    militaire    supérieure,  rue    Epicure,    i3, 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASSILIEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  12,  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1909.     VEIL  (M1'8  S),  licenciée  es  science-s,  boulevard  de  Strasbourg,  55,  à  Paris   (  10*). 
1913.     VERLEN  (O.),  professeur  à  l'Université  de  Princeton  (  États-Unis). 
1901.      VKSSIOr,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   boulevard  Raspail,  234,  a  Paris   '  1  J' ') . 
1911.      VILLAT,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Montpellier. 
1888.      Y0LTERHA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  à  Rome. 
1900.      VDIBERT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5e). 

1880.  WALGKEXAEK,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  à  l'ai  i  s  (  7"  ). 
1879.     WKILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  '|5,  à  Paris  (8*). 
190G.      VVILS0X    (F..-B.),    professeur    à    l'Institut   de   technologie,    à    Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
1911.     W1NTÉR,  avenue  d'Iéna,  66,  à  Paris  (16e). 
1909.     WOODS  (F.-S.),  professeur    à    l'Institut  de    Technologie,    à  Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
1878.     W01UIS  DE  ItOMILI.Y,   inspecteur  général  des   mines,  en   retraite,   quai   de  Passy,   i'|. 

à  Paris  (  16e  ). 
19L2.     YOliWi    (W.-H.),  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres,  professeur  à  l'Université 

de  Liverpool,  à  la  Nonetle  de  la  Forêt,  Genève  (Suisse). 
188Î.     7.AB0DDSKI,   membre  du  Comité  d'artillerie  et   professeur  à  l'Académie    d'Artillerie 

Ztiamenskaïa,  22,  a  Saint-Pétersbourg  (  Russie). 
1890.      ZAItE.MRA,  professeur  à  la  Faculté  de    Philosophie    de   l'Université,  rue  Zytnia,  ai,  a 

Cracovie  (Autriche). 
1903.     ZERY0S,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Acharnon,  .\i,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  '/.EIITIIEY',   professeur  à   l'Université,  Forchhammers  Vej.    12,    à  Copenhague  (Dane- 

mark ) . 
1898.     ZIWET,    professeur    de    Mathématiques    à    l'Université    de    Michigan,    South    Ingalls 

street,  644i  a   v,m   Arbor  (Michigan,  États-Unis). 
1911.     Z0ARD  DE  GË0CZE,  professeur  à  11  Diversité,  Y.   ker  fôréal,  à  Budapest  (Hongrie). 
1909.     Z-OREITI,  professeur  de  Mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 

Membres  décédés  en  1913  :  MM.  B0URI.ET,  LE/.,  DE  POLlfiSAC,  l'Rl'YOST.  SCIIOITE. 
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SOCIÉTAIRES    PERPÉTIELS    DECEDES. 


BEYOIST.  BIEVWME.  —  RISCHDFFS1IEIM.  —  DOItCtlAUDT.  —  BOIRI.ET.  —  CANET. 
CIIVSLES.  -  CLAUDE-LAFONTAINE.  —  GAUTHIER-V1LLARS.  —  HALPHEN.  —  IIERMII'E. 
BIRST.  —  LAFO\  DE  LADÉBAT.  -  NANNHEMI.  —  PERRIN  (R.).  -  POINCARÉ.  —  DE 
POLIGNAC.  —  RAFFY.  —  TANXERY  (PAUL),  —  TCHEB1CIIEF.  —  VIELI.ARD. 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA   SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

DEPUIS      SA      FONDATION. 


MM. 


1873 

C1I4S1.ES. 

1894 

l'ICQlJET. 

1874 

LAFO\  DE  LADÉBAT. 

1895 

G01RS\T. 

1X75 

B1ENAYMÉ. 

1896 

KŒXIGS. 

187G 

DE  LA  GOIRNERIE. 

1897 

PICARD. 

IS77 

MANNHEIM. 

1898 

I.ECORXU. 

1878 

DARBOUX. 

1899 

GUYOU. 

1879 

0.  ItOWET. 

1900 

PÔINCABÉ. 

1880 

JORDAN. 

1901 

D'OCAGNK. 

1881 

LAGUERBE. 

190-2 

RAFFY. 

188-2 

HALPHEN. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1883 

BOUCHÉ. 

1904 

CARVALI.O. 

1884 

PICARD. 

1905 

BOREL. 

1885 

APPELL. 

1906 

II4DAMARD. 

1886 

POINCARÉ. 

1907 

BLUTEL. 

1887 

POURËT. 

1908 

PEIIR1X  (R.). 

1888 

LAISANT. 

1909 

BIOCHE. 

1889 

A\DRÉ  (D). 

1910 

BRICABD. 

1890 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

1911 

LI'.VV  (L.). 

1891 

C0LL1G10N. 

1912 

ANDOYER. 

189-2 

VICAIRE. 

1913 

COSSEBAT  (F.) 

1893 

HUNBERT. 

1914 

VESSIOT. 

MM. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam. . 

Amsterdam .  . 
Amsterdam  .  . 


Bàle 

Kaltimon 
Berlin..  . 
Berlin.... 


Berlin. 


Bologne. . 
Bordeaux. 

Bruxelles. 


Bruxelles. . 

Calcutta..  . 
Cambridge 
Christiania. 
Coïmbre.  . 


Copenhague . 
Copenhague , 


Cracovie.. .  . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gaud 

Gôtlingen .  . 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

K  harkow  .  .  . 
Kharkow  .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne . . . 
Londres. . .  . 
Londres. . . . 


\cadémie  Boy  aie  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques. 

Naturforscliende  Gesellschal't. 

American  Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Jahrbuch  i'tber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matih. 

Journal  fur  die  reine  uiid  angewandte  fila- 
thematih . 

Académie  des  Sciences   de  Bologne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Académie  Boyale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientilique  de  Bruxelles. 

Calcutta  mathematical  Society. 

Cambridge  philosophical  Society. 

Archiv  for  Mathematih  og  Naturvidenskab. 

Annaes   scientificos   da   Academia   Polytech- 
nica  do  Porto. 

Nyt   Tidsskrift  for  Mathematih. 

Det   Kongelige  dans/te    videnskabernes  sels- 
kabs  S kr if  1er. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 
Société  Boyale  d'Edimbourg. 
Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis. 

Société   Boyale  des  Sciences  de  Gôttîngen. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Société  physico-mathématique. 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkow. 

Société  Boyale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  Annalen. 

Archiv  der  Mathematih  und  Phjrsih. 

Société  Boyale  des  Sciences. 

Periodico  di  Malematica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  île  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 
France. 

Belgique. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 
Danemark . 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

Nlu-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

Etats-Unis. 

Kussie. 

Bussie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 
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Londres 

Luxembourg 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Nazies 

New-Haven 

New-York 

Odessa 

Païenne 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague  

Prague  

Princeton 

Hennés 

Rome 

lie»  nie 

Rome 

Sainl-Pélersbourg 

Sophia 

Stockholm 

Stockholm 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Zagreb  (  Agram  ; . 
Zurich 


Société  Royale  de  Londres. 
Institut  grand  ducal  île  Luxembourg. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 
Institut     Royal     lombard    des     Sciences   et 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  el 

mathématiques  île  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  A  rts  du  Connecticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philoinalhique  de  Paris. 
Bulletin    des   Sciences     mathématique». 
Journal  de  l'École  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens. 
Ecole  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
//  Nuovo  Ciinenlo. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Casopis  [>t  o  péstovâni  mathematikj  afrsiky. 
Société  mathématique  de  Bohême. 
Anna/s  of  Mathematics. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale  des  l.iucei. 
Società  italiana  délie  Scienze. 
Società  per  il  progresso  délie  Scienze. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Annuaire  de  l'Université  de  Sophia. 
Acta  mathematica. 
Archiv.  for  Mathemali/ r. 
Bihlii  i  theca  mat  hem  atica . 
Mathematico-physical  Societ) . 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Hoyale  des  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Malematyczno  Fisyczne. 
Institut  Royal  des  Sciences,  Lettres  et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte  fur  Malhcmatik  und  Physih. 
Académie  Sud-Slave  des  Sciences  et  Beaux-  Vils 
Naturforschende  Gescllschaft. 


Grande-Bretagne. 
Luxembourg. 
France. 
Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière . 

Italie. 
Etats-Unis. 
Etats-Unis. 

Russie . 

Italie. 

T'rance. 

France. 

Erance. 
France. 

T'rance . 

T'rance. 

T'rance. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Autriche. 

A  ii  triche  - 

Autriche. 

New  -Jersey,  États-Unis 

T'rance . 

Italie 

Italie. 

Italie. 

Russie. 

Bulgarie. 

Suède. 

Suède. 

Suède. 

Japon. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Russie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche-Hongrie. 

Suisse. 
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COMPTES   RENDUS   DES  SÉANCES. 


SEANCE    DU    li   JANVIER    1914. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    F.    COSSERAT. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvel- 
ement  de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil;  elle  entend  le 
rapport  de  la  Commission  des  Comptes  et  en  adopte  les  conclusions 
à  l'unanimité. 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  François 
Jager.  présenté  par  MM.  Appell  et  Lebesgue,  et  M.  Charles  Jordan, 
présenté  par  MM.  Turrière  et  Montel. 

Communication  : 

M.  Cartan  :  Sur  certaines  familles  naturelles  de  courbes. 

Etant  donné  un  système  d'équations  différentielles  dont  la  solution 
générale  dépend  d'une  fonction  arbitraire  d'un  argument,  on  peut 
indiquer  la  condition  nécessaire  et  suffisante  à  laquelle  doit  satisfaire 
ce  système  pour  que  la  solution  générale  puisse  s'obtenir  en  prenant, 
pour  la  variable  indépendante  et  les  fonctions  inconnues,  des  expres- 
sions dépendant  d'une  manière  déterminée  d'un  paramètre  variable, 
d'une  fonction  arbitraire  de  ce  paramètre  et  de  ses  dérivées  jusqu'à 
un  certain  ordre,  enfin  de  constantes  arbitraires  en  nombre  fini. 

Cette  condition  s'énonce  assez  simplement  lorsque  le  système  diffé- 
rentiel a  été  ramené,  ce  qui  est  toujours  possible,  à  un  système  d'un 
certain  nombre  n  d'équations  aux  différentielles  totales  à  n <  ■+-  i 
variables,  dont  n  -+-  i  dépendantes  et  i  indépendante.  Nous  dirons 
qu'un  système  qui  satisfait  à  cette  condition  est  de  classe  zén». 

On  peut  se  proposer  de  chercher  tous  les  systèmes  de  classe  zéro 
qui  définissent  une  famille  naturelle  de  courbes,  c'est-à-dire  qui 
s'obtiennent  en  établissant  une  relation  donnée  entre  la  courbure,  la 
torsion  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  l'arc  jusqu'à  un  certain  ordre. 
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Si  la  relation  considérée  ne  contient  que  la  courbure  et  la  torsion, 
elle  exprime  nécessairement  que  le  rapport  de  la  torsion  à  la  courbure 
a  une  valeur  constante  donnée  :  ce  résultat,  en  ce  qu'il  a  de  positif , 
est  classique. 

Si  la  relation  considérée  contient  en  outre  la  dérivée  de  la  courbure 
par  rapport  à  l'arc,  on  trouve  d'abord  une  famille  de  courbes,  éga- 
lement classique,  définie  par  la  relation 

ce  sont  les  courbes  gauches  tracés  sur  une  sphère  de  rayon  donné  a. 
En  dehors  de  celte  famille  de  courbes,  il  en  existe  trois  autres,  toutes 
imaginaires,  qui  sont  intéressantes  par  les  relations  qu'elles  ont  avec 
la  famille  des  courbes  minima.  Elles  sont  définies  respectivement  par 
les  équations 

dR         _i         i_  _ 
iRds        T        a 

dR  i         i 


La  courbe  (C)  la  plus  générale  de  la  première  famille  s'obtient  en 

portant  à  partir  d'un   point  variable  P   d'une   courbe  minima   quel- 

— *■  /—  dP 

conque  (T)  un  vecteur  PM  égal  à  \j a  -j-  t  où  a  désigne  le  pseudo-arc 

de    la    courbe    minima.    L'arc    de    la   courbe   (G)    a    une   expression 

remarquable  :   c'est   le   pseudo-arc   de  la  courbe    (T),  multiplié  par 

le  facteur  constant  \/a.  On  a  donc  ainsi  une  construction  géométrique 

ramenant  la  notion  de  pseudo-arc   d'un   courbe    minima    à    la    notion 

ordinaire  d'arc  d'une  courbe  non  minima. 

La  courbe  (C)  la  plus  générale  de    la   seconde  famille   s'obtient  en 

partant  d'une  courbe  minima   quelconque  (T),  en    portant  à    partir 

d'un  point  quelconque  P  de  cette  courbe  la  longueur  PQ  = sur 

rf2P 
le  vecteur  — — -  et  en  menant  par  le  point  Q  la  parallèle  à  la  tangente 

en  I'  à  la  courbe  (T)  jusqu'à  son  intersection  M  avec  le  plan  mené 
par  P  parallèlement  à  un  plan  isotrope  fixe  II.  Ici  encore  l'arc  de  la 
courbe  (C)  est  égal  à  y  a  a. 

Enfin  la  courbe  (C)  la  plus  générale  de  la  troisième  famille  s'obtient 
en    menant    par    un   point   variable   P   d'une    courbe    minima    quel- 
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conque  (T)  un  vecteur  PM  parallèle  à  la  direction  isotrope  d'un  plan 

isotrope  fixe  II  et  tel  que  le  produit  géométrique  du  vecteur  PM  par 

le  vecteur  PO,    où   O   est    un   point    fixe,    d'ailleurs    quelconque,   du 

plan  II,  soit  égal  à a2.  Si  ion  choisit  les  axes  de  manière  que  le 

plan  II  ait  pour  équation 

x  —  iy  =  o, 

l'arc  de  la  courbe  (C)  est  égal  à  ialog(x  —  iy). 

Les  courbes  de  la  troisième  famille  sont  ainsi  rectifiable>.  Il  n'en 
est  pas  de  même  de  celles  des  deux  premières  familles  :  je  veux  dire 
par  là  qu'il  est  impossible  d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point, 
ainsi  que  l'arc  de  la  courbe  la  plus  générale  d'une  de  ces  familles, 
par  des  formules  dépendant  d'une  manière  déterminée  d'un  paramètre 
variable,  d'une  fonction  arbitraire  de  ce  paramètre  et  de  ses  dérivées, 
ainsi  que  de  constantes  arbitraires. 

On  peut  résoudre  des  problèmes  analogues  en  Géométrie  non  eucli- 
dienne, en  Géométrie  conforme,  en  Géométrie  projective,  etc.  Par 
exemple  en  Géométrie  non  euclidienne  elliptique,  la  seule  famille 
naturelle  de  courbes  de  clas^-e  zéro  définie  par  une  relation  entre  la 
courbure  et  la  torsion  est,  en  dehors  de  la  famille  des  courbes  planes, 
celle  qui  est  fournie  par  la  relation 

i  a 

T±I=R 

(on  suppose  la  courbure  de  l'espace  égale  à  0-  Ces  courbes  sont  les 
trajectoires  sous  un  angle  (non  euclidien)  constant  (égal  à  arc  cola) 
'le->  droites  qui  rencontrent  deux  génératrices  imaginaires  conjuguées 
fixes  de  la  quadrique  fondamentale.  Ce  sont  les  analogues  des  hélices 
euclidiennes;  mais,  contrairement  à  ces  dernières,  elles  ne  sont  pas 
rectifiables,  au  sens  donné  plus  haut  à  ce  mot. 


SÉANCE     DU     28    JANVIER     I!U1 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 

Communication  : 

M.  Paul  Lévy  :  Sur  le  calcul  approché  des  intégrales  définies. 
L'objet  de  celte  Communication  est  de  comparer  les  diverses  mé- 
S.  M.   —  Comptes  rendu*.  2 
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thodes  de  calcul  approché  des  intégrales  définies,  au  point  du  vue  de 
la  rapidité  avec  laquelle  elles  permettent  d'obtenir  une  approxima- 
tion déterminée.  La  plus  avantageuse,  qu'il  v  aurait  intérêt  à  faire 
connaître  davantage,  consiste  à  calculer  l'intégrale 


.h 


a  l'aide  des  premiers  termes  du  développement 


(i) 


s-g7[/(é)-/^)]  +  - 
+  <-l)*%4IV/(")(6)_/(',,(a)J 


où  h  est  un  nombre  qui  divise  exactement   b  —  a,  où  B/t  est  le  /*'* 
nombre  de  Bernoulli,  et  où 


S  =  h 


■f  a  )  +/<  fl  +  A)+/(a  +  ?.A)+...+/(è-A) 


iH 


M.  Monte!  fait  quelques  remarques  sur  la  convergence  du  dévelop- 
pement (i).  M.  Lebesgue  indique  que  ce  développement,  connu  sous 
le  nom  de  formule  sommatoire  d'Euler  et  Maclaurin.  e-t  en  général 
divergent,  mais  se  prête  très  bien  au  calcul  à  cause  de  la  décroissance 
rapide  de  ses  premiers  termes. 


SEANCE   DU  11   FEVRIER    1914. 


PRESIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 

Élection  :  Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  G. 
Giraud,  présenté  par  MM.  Lebesgue  et  Picard. 

Communication  : 

M.  ,1.-11.  Goblyn  :  Perspective  d'observation. 

Lorsqu'on  dessine,  on  est  obligé  de  tourner  la  tète  dans  toutes  les 
directions,  ce  qui  modifie  l'aspect  du  pavsage  :  le  but  de  la  perspec- 
tive d'observation  est  de  chercher  des  paramètres  perspectifs  inva- 
riables et  directement  mesurai'].-. 

Si  l'on  considère  un  système  d'axes  de  coordonnées  tri  rectangu- 
laires, is-u  de  l'œil  <  >,  l'axe  des  s  vertical,  l'axe  des  y  perpendiculaire 
au  tableau  et  dirigé  vers  le  point  principal  I'  (distance  principale  D). 
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une  direction  OM  sera  définie  par  l'angle  o  que  faii  son  plan  vertical 
avec  le  plan  des  yz  (méridien  principal)  et  par  l'angle  y  que  fait  la 
direction  OM  avec  la  verticale  <  >  ;. 

Si  l'on  rapporte  la  perspective  sur  le  tableau  à  deux  axes,  la  ligne 
d'horizon  et  la  verticale  issue  du  point  1J  (méridienne  principale), 
on  aura,  en  désignant  par  /  et  h  les  coordonnées  de  la  perspective  M 
d'une  direction  OM, 

l  =  D  tango, 

;,=        D       . 

tangy  cosco 

D  tango  est  le  paramètre  horizontal  ou  distance  azimutale,  facile  à 
évaluer  avec  une  réglette  tenue  à  bras  tendu;  on  ne  peut  mesurer 
directement  h,  mais  on  peut  évaluer  à  bras  tendu  la  hauteur  hc  de  la 
perspective  cylindrique  ayant  D  comme  rayon,  et  l'on  a 

*.-   D 


tangY 


Si  l'on  prend  la  méridienne  principale  comme  axe  polaire  et  que 
l'on  considère  un  point  \j.  dont  les  coordonnées  polaires  sont  ]\c  et  o, 
le  point  \j.  est  le  point  correspondrait  du  point  M,  et  ses  coordonnées 
cartésiennes  /.  et  9  sont  liées  aux  coordonnées  /  et  h  du  point  M  par 
les  relations 

Dlh 


e  = 


D*H-  /- 


Une  construction  géométrique  très  simple  permet  de  déduire  du 
point  (u,  que  Ton  construit  préalablement,  le  point  M  cherché;  celte 
construction  montre  d'ailleurs  que  la  transformation  quadratique 
définie  ci-dessus  est  univoque  et  a  la  méridienne  principale  comme 
axe  de  correspondance  :  on  appelle  ainsi  une  droite  pour  laquelle 
un  point  se  confond  avec  son  correspondant;  la  considération  de  ces 
axes  permet  une  classification  des  transformations  quadratiques  qui 
sera  exposée  ultérieurement. 

Les  points  correspondants  des  perspectives  contenues  dans  le  ta- 
bleau sont  toujours  dans  celui-ci. 

Lorsqu'on  fait  tourner  l'espace  d'un  angle  a  autour  de  la  verticale 
de  l'œil,  la  figure  correspondante  des  deux  perspectives  initiale  et 
finale  a  tourné  sans  déformation  de  I  angle  y.  autour  du  point  prin- 
cipal. 
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Si  l'on  appelle  x,  y,  z  les    coordonnées    d'un    point  de    l'espace, 

dm  a 

oc y       z 

1  =  D  =  h' 


d'où 


et 


./•  -+-  y  i        x  —  y  i 


l  +  U  i        l  —  D  i        k 
( l  ■+-  D i)  (X  —  0  i)  =  (l  —  D i)  (X  -f-  6  i)  =  hD. 


Si  l'on  considère  des  figures  dans  un  plan  horizontal,  qu'on  désigne 
par  V  l'intersection  de  ce  plan  avec  l'axe  vertical  passant  par  l'oeil, 
par  Vx  la  perspective  de  V  à  l'infini  sur  la  méridienne  principale, 
par  D,  et  Dy  des  points  imaginaires  sur  la  ligne  d'horizon  à  une  dis- 
tance ±Dt  du  point  P,  on  a  entre  les  trois  triangles  de  référence  du 
plan  horizontal,  de   sa    perspective  et   de  sa  transformée,  la  relation 

suivante  : 

V  I  J 

V.  D,  Dy  Y, 

I  P  J 

la  dernière  transformation  se  faisant  de  droite  à  point  et  récipro- 
quement. 

Dans  le  même  cas  particulier  d'une  figure  horizontale,  les  angles 
d'espace  se  restituent  dans  la  figure  transformée,  de  sorte  que  l'invo- 
lution  déterminée  sur  la  méridienne  principale  par  un  faisceau  des 
perspectives  de  deux  horizontales  rectangulaires  pivotant  autour  du 
point  M  est  vue  de  son  correspondant  (j.  sous  un  angle  droit. 

La  transformée  d'une  droite  est  un  cercle  passant  par  l'origine  et 
relié  à  la  perspective  de  la  druite   par    une  construction   très  simple. 

Dans  la  plupart  des  applications,  c'est  le  point  d'intersection  p, 
autre  que  P,  de  ce  cercle  avec  la  méridienne  principale,  qui  seul 
importe.  Or,  si  l'on  substitue  à  la  droite  M/j  de  l'espace  un  cercle 
horizontal  passant  par  M  el  p  et  s'appuyant  sur  la  verticale  de  l'oeil, 
sa  perspective  sera  une  hyperbole  à  asymptote  verticale,  et  sa  trans- 
formée sera  une  droite,  ce  qui  simplifiera  notoirement  les  construc- 
tions. 

En  résumé,  on  arrive,  avec  cette  méthode  de  transformation,  à  des 
constructions  qu'on  peut  effectuer  directement  sur  le  tableau  avec 
un  triple  décimètre,  sans  équerres,  ni  compas;  ces  constructions 
sont  toujours  contenues  dans  le  tableau  et  sont  géométrographiqu<  -. 
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PRÉSIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  (i  Polyà,  présenté 
par  MM.  Hadamard  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Garnier  :  Sur  la  formation  de  l'équation  différentielle  véri- 
fiée par  la  fonction  par  de  Weierstrass. 

Pour  démontrer  que  la  fonction  p.r  vérifie  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre,  on  s'appuie  habituellement  sur  le  théorème 
de  Lion  ville  appliqué  aux  fonctions  doublement  périodiques;  mais  on 
peut  aussi  employer  une  méthode  directe.  C'est  la  voie  adoptée  par 
l'auteur;  partant  du  développement  en  série  doublement  infinie  qui 
sert  de  définition  à  la  fonction  pa\  il  démontre  que  ce  développement 

satisfait  à  l'équation  >"  =  6  r2 sr*  en   utilisant  des   identités   som- 

1  j  .     .     2  o  - 

matoires  déduites  de    la  considération   d'un   tableau    quadruplement 
infini,  absolument  convergent. 

La  même  méthode  s'applique,  comme  le  montre  l'auteur,  à  la 
fonction  )=zcot  —  r.  Partant  a  priori  du  développement  de  y  en 
série  de  Mittag-Leffler,  il  est  facile  de  démontrer  que  cette  série 
vérifie  une  équation  du  premier  ordre  et  coïncide,  par  suite  avec  la 
fonction  cot-.r.  On  a  ainsi  une  méthode  nouvelle  pour  introduire 
dans  renseignement  le  développement  de  sin7Ticen  produit  infini  ; 
cette  méthode  évite  les  longueurs  d'un  passage  à  la  limite  toujours 
laborieux  dans  les  méthodes  classiques. 

M.  Don  lot  :  Les  invariants  intégraux  et  l'optique. 

Les  rayons  lumineux,  dans  un  milieu  isotrope  à  indice  variable 
/'(/-,  y,  z),  sont  les  extrémales  de  l'intégrale  I. 


-f" 


ds. 


L'">  équations  de  ces  extrémales.  par  un  changement  de  variables, 
se  ramènent  à  ^i\  équations  différentielles  linéaires  a  six  inconnues, 


par  exemple  x.  y,  z  et  des  nombres  proportionnels  aux  paramètres 
directeurs  de  la  tangente  en  ce  point,  ces  six  équations  se  réduisent  à 
cinq  indépendantes. 

Le  mouvement  défini  par 


(i) 


dx 
Tt 


ou 


du 
~dt 


dx 


x,y,  «,  n.  <\  w  étant  six  variables    indépendantes   et    H    la    fonction 
de  ces  variables,  a  heu  sur  des  trajectoires  qui  sont  des 


extrémales  de  f  ne/s,  si  aux  équations  (i)  on  ajoute  H=i,  qui  est 
compatible  avec  elles.  En  général,  ces  trajectoires  (H)  diffèrent 
des  extrémales  (E). 

Au  mouvement  (H)  défini  par  (i)    est   attaché   l'invariant  intégral 
volume 

clx  cly  dz  du  dv  dw. 


I- 


On  en  tire  aisément  un  invariant    attaché  à    un    mouvement   sur  les 
extrémales  (E  ). 

Faisons  le  changement  de  variables, 


j)  Il  7.. 


v  =  q  net; 


m,  p,  q  étant  les  paramètres  directeurs  d'une  droite  (la  tangente  aux 
trajectoires)  e/,  une  variable  nouvelle  (m2=  i — p"- — ej-).  Les  équa- 
tions (i)  se  transforment  en  six  équations  (2).  parmi  lesquelles  il  y  aura 

d%  .    .  , 

—  =o  évidemment. 

dt 

L'invariant  devient 

/- '"    '  ~' — : — ! dx  dv  dz  du  dv  dw  =  /  dx  elv  dz  dp  dti  dx 
D   x,y,z,p,q,a)          J                             J      >"  J  '      ' 

(nous  désignerons  désormais  par  <r/w,  portion  de  surface  découpée 
sur  la  sphère  de  rayon  1  par  une  parallèle  à  la  droite  m,p,  q,  menée 
par  le  centre,  la  quantité  — — -)•  Etendons  l'intégrale  sextuple  au 
volume  formé  par  un  cylindre  de  hase  quelconque,  à  cinq  dimensions 
et  de  hauteur  <x0<i  a  ■<  a,  ce  cylindre  demeure  un  cylindre  :  et  l'on 
voit  ainsi  aisément  que  la  quantité 

(S)  Çnïdxdydzdu 

est  un  invariant  pour  les  extrémales  de    /  nds. 
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Transformons  celui-ci  en  un  autre  indépendant  en  quelque  sorle 
du  mouvement.  Les  conditions  initiales  dépendent  de  quatre  para- 
mètres arbitraires  a,  (3,  y,  o;  par  suite  x,  y,  r,  />,  q  dépendent  de 
y.,  (3,  y,  o.  t  :  choisissons  a,  (3,  y.  o,  t  comme  variables  indépendantes  : 
un  tel  chois,  est  possible  a  priori:  Poincaré  a  d'ailleurs  fait  de  ces 
variables  un  grand  usage,  particulièrement  dans  l'étude  des  inva- 
riants intégraux:  l'intégrale  (S)  devient 

J  D(a,  [V/.  o;0  '       ' 

Choisissons  une  multiplicité  à  cinq  paramètres,  constituée  par  les 
portions  d'extrémales  comprises  entre  deux  multiplicités  (U),  (l  ) 
quelconques  à  quatre  paramètres  :  étant  donnée  une  multiplicité  (U), 
si  l'on  fait  varier  très  peu  le  temps,  les  points  correspondants  défi- 
nissent une  nouvelle  multiplicité  (U,),  voisine  de  la  première.  Puis- 
que (S'),  étendue  à  la  multiplicité  à  cinq  paramètres  (UU')  ou  à  celle 
(UtU',)  voisine,  a  la  même  valeur,  ces  deux  multiplicités  ayant  celle 
(U,U)  commune,  on  en  conclut  que  (S'),  étendue  à  (UU])  ou  à  (U' U',), 
a  la  même  valeur.  Choisissons  pour  a,  i3,  y,  ô  les  paramètres  sui- 
vants :  .r,  v,  z  sont  fonctions  de  «,  v et  le  point  correspondant  décrit 
une  surface  S;  p  et  </  sont  deux  variables  indépendantes;   l'intégrale 

.         r    ,fD(îjj  dz  DU  x)  dy\ 

J  =   /  n       r>  -r-  ■+■ ...  -+-  rd :  -r-     du  dv  dw 

J        ID(K,  v)   dt  D(«,  v  )    dt  \ 

se  conserve  qu'on  l'étende  à  S  et  au  faisceau  d'extrémales  qui  en 
émanent,  ou  à  —  surface  quelconque  à  deux  paramètres  et  aux  extié- 
males  qui  y  aboutissent. 

r.  dx       2  u  .  .  . 

Ur  on  a  -r-  = — -   ....  on  a  pose  u  =  mny.  et  fait  y.  —  i, 

dt        n  -  l 

dx  x 

— r-   =  2  -   ni , 
dt  n 

J  =  /  n-    m  - — J  '  "     -4- . .  .     du  dv dw  ; 

J      L    D(«)  «0         J 

désignons  par  di  l'élément  d'aire  de  S,  par  cj  l'angle  d'une  extrémale 
émanant  d'un  point  avec  la  normale  à  S  en  ce  point 


/■ 


n'2  cos6  ds  dta 

est  un  invariant  dans  les  conditions  précitées. 

On  vérifie  sans  peine  qu'une  réfraction  n'altère  pas   L'invariant,  et 
l'on  retrouve  ainsi  l'important  théorème  d'optique  énoncé  par  Straubel, 
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pressenti  par  nelmholtzetGlausius.il  exprime  simplement  d'ailleurs 
la  proportionalité  de  l'éclat  d'un  faisceau  élémentaire  au  carré  de 
l'indice. 

La  méthode  exposée  s'élend  aisément  aux  bicaractéristiques  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles. 

M.  P.  Montel  :  Sur  le  flambage  des  pièces  comprimées  et  le  mou- 
vement du  pendule. 

Désignons  par  OA  la  fibre  moyenne  d'une  pièce  cylindrique  de 
longueur  L,  de  section  droite  constante  et  dont  les  dimensions  trans- 
versales sont  faibles  par  rapport  à  la  longueur.  Cette  pièce  étant 
fléchie  suivant  la  courbe  plane  OMA,  on  applique  aux  extrémités  O 
et  A  des  forces  P,  égales  et  directement  opposées,  leur  direction 
commune  coïncidant  avec  celle  de  la  fibre  OA  non  fléchie.  Le  calcul 
et  l'expérience  montrent  que   la    flexion    ne   peut   subsi>ler  que   si    la 

~2EI 

force  P  est   supérieure    à    la  valeur   P0  =     .  .,    >   trouvée  par  Euler  : 

E  désigne  le  coefficient  d'élasticité  à  la  traction,  I  le  moment  d'inertie 
d'une  section  droite  par  rapport  à  la  normale  au  plan  de  la  courbe 
fléchie,  passant  par  le  centre  de  gravité  de  cette  section.  Prenons  la 
direction  OA  comme  axe  des  x  et  comme  axe  des  y  la  perpendiculaire 
à  OA  dirigée  du  côté  de  la  fibre  fléchie  :  l'ordonnée  y  d'un  point  M 
de  la  fibre  fléchie  satisfait  à  l'équation 

(.)  rf0-       P->' 

(,)  dï--YT' 

dans  laquelle  t  désigne  la  longueur  de  l'aie  OM  et  0  l'angle  de  la 
demi-tangente  positive  à  la  courbe  avec  l'axe  des  x.  On  déduit  de 
cette  équation 

(2)  77^-kt"16- 


Cette  dernière  équation  est  celle  du  mouvement  d'un  pendule  simple 

E 

I 


El 

dont    la  longueur  est   /  =  g-^  ,  à  condition  de  supposer  que  /  désigne 


maintenant    le    temps    et    0    l'angle   du   fil   avec   la  verticale  descen- 
dante. 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut  faire  correspondre,  à  chaque  problème 
relatif  au  flambage  des  pièces  chargées  debout,  un  problème  relatif 
au  mouvement  du  pendule  et  que  la  solution  de  l'un  entraîne  celle  de 
l'autre.  Méprenons  l'exemple  du  début  :  pour  trouver  la  figure d'équi- 


?.">  — 


libre  de  la  pièce  fléchie,  il  faut  trouver  une  intégrale  de  l'équation  (2) 
telle  que  —  s'annule  pour  t  ■=.  o  et  t  =  L.   Le  pendule  correspondant 


dt 


fait  donc  une  oscillation  pendant  le  temps  L.  Or  la  durée  trime  oscil- 
lation est  toujours  supérieure  à  r.i      -;  on  doit  donc  avoir 


L     - 


I.     - 


TA 


--El 
L- 


c'est  la  formule  d'Euler. 

Si  P  est  inférieur  à  P0,  le  problème  n'admet  que  la  solution  rJ=zo. 
Supposons  P>P0;  il  importe  de  calculer  la  flèche/,  c'est-à-dire 
l'ordonnée  maximum  de  l'élastique  :  elle  correspond  à  CJ  =  o  et 
l'on  a 

,  El   !  ttt   L 

f==--p[d7)Q' 
d'après  l'équation  (1).  Si  0o  esl  l'angle  initial  du  pendule,  on  a 

(I  —  COS60)  =  ySlll^, 


d'où 


or, 


donc, 


et  comme 


il  vient 


■■-y?(~S)- 


f-AlAt/Û       EI 


L  /El 


r-= 


16 El  /    1 


16EI1  P  -     P0) 


/P   Vy/I'o       v/IV       PV/PÔ(v/P+v/P7) 
ou  sensiblement,  en  remplaçant  au  dénominateur  P  par  P, 


?  y/I  L«  t  /P-Pq  =  ^   x-  L 


\ 


i:i 


1  \    ' 


l 


Po 


Ce  sont  les  formules  usuelles. 
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On  peut  traiter  de  la  même  manière  le  problème  d'une  pièce  encas- 
trée à  un  bout  et  posée  à  l'autre,  ou  encastrée  aux  deux  extrémités. 
Considérons,  par  exemple,  ce  dernier  cas,  on  aura 

dB  (Vy  —  m)  d*B  P    .    „ 

dt  El  dV-  El 

m  désignant  le   moment    d'encastrement.   Le  pendule  doit  faire    ici 
deux  oscillations;  il  faut  donc  qu'on  ait 

D>  4*2  El 

L  >  '.m  1  /  —  ou  P 


Vï 


L* 


Soit  0o  l'angle  initial  du  pendule;  pour   Ô:^dz^0,  l'élastique  présente 

une  inflexion  et  comme  /  =  T  ou  t  ■=.  -  L,   les  points  d'inflexion   sont 

4  4 

aux  dislances  -  et  — -  du    point   O.    L'ordonnée  des  points  d'inflexion 

<4  4 

est  —  et   la  valeur  de  la   flèche   f  est  le  double  — —  •  On   déduit  aisé- 
P  •  P 

ment  de  là  les  formules 


,      „.   /ï      /Ëï       El  /-L 


Po 


SEANCE   DU   il   MARS   191  i. 

PRÉSIDENCE    DE    H.    VESSIOT. 


Election 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Powalo-Schwei- 
kowski,  présenté  par  MM.  Kiveliovitch  et  Lusin. 

Communications  : 

M.  Coblyn  :  Classification  des  transformations  quadratiques. 

Une  transformation  rationnelle  quelconque  est  définie  par  les  rela- 
tions 

x'     y i 

"0  =  Y  =  T' 

On  désignera  par  D  une   fonction  linéaire  en    .?'   et  en  y  contenant 
un  ternie  constant,  par  A  une  même  fonction  sans  terme  constant. 
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En  général,  les  courbes 

xT  —  U  =  o,        yT  —  V  =  o, 

que  nous  appellerons  caractéristiques,  n'ont  que  (/i  -4-  i)2  points  d'in- 
tersection, si  la  transformation  est  de  degré  n.  On  désignera  sous  le 
nom  de  courbe  ou  axe  de  correspondance  une  courbe  ou  un  axe 
pour  tous  les  points  desquels  M(x,y)  se  confond  avec  son  corres- 
pondant M '(./•',  y').  Pour  qu'il  \  ;iil  une  courbe  de  correspondance,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  caractéristiques  aient  une  partie  commune. 
Il  existe  sept  classes  de  transformations. 

Classe  1  :  Transformations  à  pôle  à  l'infini  ou  à  caractéris- 
tigues  identiques-  ■ —  Ces  deux,  propriétés  sont  réciproques.  Pour  que 
les  caractéristiques  puissent  être  identiques,  il  faut  que  le  degré  de  T 
soit  inférieur  à  celui  de  la  transformation. 

Dans  le  cas  particulier  des  transformations  quadratiques,  on  a  les 
types  suivants,  qui  ne  peuvent  se  réduire  les  uns  aux  autres  : 


(I  (1 


a{y —  ma?)D-t-pDiD2        (i  +  mïj(/-//i.nD  +  ïmD|b2        D 


(1  )o       Y  —  m  U  est  une  droite,  —  =  — — -^ =  —  • 

U         m  b  -h  k  (  y  —  m  x  )         k 

Transformations   quadratiques  univoques.  —  Il  en  existe  trois 
types  : 

x'  y'  i 


(Ou, 

I  li 


x(y  —  mx)D-+-Di        (i  +  ma)(y —  «i/iU  +  mDi        D 

g' y ± 

(y-mx)Di        lj-///r)(D  +  mD,)        L)  ' 
x' 


(I)u,      Y  —  m  U  est  une  droite 


{y  —  nix)\t-+-  D2 

Y'  i 


(y  —  mx)(mb,l-\-  K)  +  mDj        k 

Le  pôle  sera  à  l'infini  dans  la  direction  y  =  mx. 

Classe  II  :  Transformations  à  pôle  à  dislance  finie  différent  de 
Vorigine.  Les  caractéristiques  ont  une  conique  commune  sans  être 
identiques.  —  Les  deux  propriétés  énoncées  ci-dessus  sont  réci- 
proques. Le  type  unique  de  ces  transformations  est,  ./.•„.  j>  0  étant  les 
coordonnées  du  pôle, 

(H) 


X0li  A.—  l)3X—  Du/'-  -.r0i  10A,A,   •    I»,  y  -\J(y— y0)         A,A.       Dj 
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Pour  que  la  transformation  soit  univoque,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
pôle  A  (ji-0Yç,)  soit  sur  la  conique  T;  il  se  trouvera  alors  aussi  sur  les 
coniques  U  et  V. 

Il  s'ensuit  que  la  droite  D  est  arbitraire;  or  on  a 

U-*0T  =  (D,-D)  (*  —  *,,),         V-/tlT  =  iD3-D)O--/0). 

Soient  B  et  C  les  intersections  de  la  conique  T  et  de  la  droite  D:J —  D. 
Ce  sont,  avec  le  pôle  A.  les  sommets  du  triangle  de  référence  inscrit 
dans  les  coniques  U,  V  et  T. 

Si  la  droite  D3 — D,  qu'on  peut  choisir  d'une  façon  quelconque, 
puisque  D  est  arbitraire,  se  confond  avec  la  tangente  en  A  à  la 
conique  T,  les  trois  coniques  U,  V  et  T  sont  osculatrices. 

Soient  :  a  et  b  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  ; 

C  =  O  —  «)2-f-(jK  —  b)*-—  r*  =  o 

l'équation  du  cercle  de  courbure; 

x0  =  a  -h  r  coscp0,        jr0  =  b  -+■  r  sin çpo 

les  coordonnées  du  pôle; 

T]  =  r(x  —  a?0)  cosou-t-  r{ y  —  jKo)  sin<?0=  o 

la  tangente  commune  aux  trois  coniques  en  A. 

Les  trois  coniques  osculatrices  en  A  sont  de  la  forme 

U  =  K3a70G  -t-  K'3x0Tt[(jr—ya)  —  mt(x  —  a?0)], 

v  =  kî7uc  -+-  k'3  }'°~'"i3l°  -ruT. l(r-ro)- »h( *-*■»)], 

y»  —  m  2  Ta 
T  =  K3C  +  K'3Tl\(y-jr0)-(x-Xo)  y°~  m^  J. 

l  y 9 —  fti-i-i'o     j 

Classe  III  :  Transformations  avant  pour  pôle  l'origine.  Les 
caractéristiques  ont  une  conique  commune  sans  être  identiques.  — 
Les  deux  propriétés  ci-dessus  énoncées  sont  réciproques  :  le  seul  t\  pe 
de  cette  classe  est 


(III) 


y 


tf(D3  —  D)        r(Ds  — D)        A,A2+IJ3 


La   transformation  est  univoque   si   T   passe   par  l'origine:  alors  D, 
doit  également  passer  par  l'origine  D3  =  A3. 
Si  l'on  a 

A;         O,  A,  A;     :  Xi         i  D  =—  K-, 
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la  transformation  se  f.iil  par  rayons  vecteurs  réciproques;   la  conique 
commune  est  le  cercle 

->,2-+-  y"1—  K2  =  o. 

(A  suivre.) 

M.    Georges   Giraud  :  Sur  la   résolution  approchée  en   nombres 
entiers  d'un  système  d'équations  linéaires  non  homogènes. 

L'énoncé  du  problème  est  le  suivant  : 

Etant  donnés  p  polynômes  du  premier  degré  à  m  inconnues 

«Il  ^1  —  «12  .'->-f-.  •  .-+-  «ira  37/k-H  &1, 

an  x{-r-  a^Xi -+-... -4-  alm  r,,,—  !>.,. 


apiXi  -+-  apSa:s-J-. .  .-f-  apinx,n-\-  b,,, 


et  un  nombre  positif  arbitraire  i,  est-il  possible  de  trouver  des 
valeurs  entières  de  ./  ,.  .r2,  ...,  xm  telles  que  tous  ces  polynômes  soient 
inférieurs  à  s  en  valeur  absolue  '.' 

Ce  problème  a  été  résolu  pour  la  première  fois  par  Kronecker 
(Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  i884). 

L'auteur,  laissant  de  côté  le  cas  des  équations  homogènes  et  celui 
d'une  seule  équation,  arrive  au  cas  de  deux  inéquations  à  trois 
inconnues  .r,  y,  s, 

I— —  A|<6, 
l.'-i---B|<s, 

et  pose  la  question  de  rechercher  pour  quelles  valeurs  de  a  et  b  le 
problème  n'est  pas  possible  quels  que  soient  A,  B  et  e.  Parmi  ces  sys- 
tèmes sont  tous  ceux  où  a  ou  b  est  rationnel  ;  écartons  ce  cas.  Le 
système  (i)  sera  compatible  quels  que  soient  A,  B  et  £  si  le  système 

|  x  —  ay  —  A  |<  e, 

(2  ) 

\y-bs\<t, 

l'est  quels  que  soient  A  et  t.  Supposons  que  cela  n'arrive  pas  :  les 
valeurs  de  A  pour  lesquelles  le  problème  e>t  possible  quel  que  soil  E 
seront  dites  valeurs  dont  on  peut  approcher.  Si  \  est  une  telle 
valeur  À  A  -+-  y.  en   e-t  une  autre.  /  el  y   étant  entiers.  On  en  conclut 

aisément  que  A  est  un  multiple  de  -  >  m  étant  un  entier  fixe.  Alors, 
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pour  le  système 
(3) 


|  x  —  ma  z  —  A  |  <  £. 
\y-bz\  <e, 


les  seules  valeurs  dont  on  peut  approcher  sont  les  valeurs  entière-, 
de  A. 

On  prouve  alors  que,  si  Ton  prend  toujours  .r  de   telle   façon   que 

|  x  —  maz\  soit  inférieur  à  ->  et  si  i  est  donné,  on  peut  trouver  r,  tel 

que  l'inégalité  \y — bz\<Cn  entraîne  \  .r — maz\<C.£.  VA  même,  il 
existe  un  nombre  k  tel  que  l'inégalité  \y  —  bz  |  -<  s  entraîne 
\x —  az\<C.kt.  Développons  alors  b  en  fraction  continue,  soient 
a,,  a2,  ...,  ani  ...  les  quotients  incomplets 

P/H-l  =  an+\  •  n  "+"  '  n  —  1  , 
Qrc-+-1  =  an-+l  Q«+  Qn— 1- 

Supposons  n  assez  grand  pour  que  Qn  soit  supérieur  à  4  /«  •  On  a  les 
inégalités 


< 


Q«Q«- 


Q, 


< 


Q*  Q„- 


et  par  suite,  pour  des  entiers  X„,  X,^,  convenables, 


< 


QnQ, 


< 


Q«Q„-,iJ 


d'où 


X, 


< 


-/. 


Q«Q«+i' 


mais,   si    Ton    considère    dans    cette    inégalité    l'entier  X„+1  comme 
inconnue,  elle  n'a  qu'une  solution,  car  Q„>  t\k;  or 

X;i+j  =  <^/(  +  l-X«-i-  XB_] 

est    solution;     donc    X'„+1  =  X„+i    ou    X,!+,=r  a,l  +  i  \„  -+-  X„ .. ,  ;    puis 
X#w_ï=  a„  ,2X„+1  -+-  X„;  etc.  Alors 


6  = 


aP, 


IV 


aX„-4-  X,,-, 


— -r — ,  m  u  =    — — p- ? 

a  étant  la  fraction  continue  (an+l,  o.n+2>  ■•■)•  Eliminant  y.,  on  trouve 
mai  l'„Q„   i— P„-iQ«)  — ^(XnQn-!— Xrt-jQ^-hPn   ,X„-  PnX„_,=  o. 
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C'est  une  relation  linéaire  à  coefficients  entiers  entre  a  et  b 

On  trouve  que,  si  les  entiers  m,  n,  p  sont  premiers  entre  eux, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  solubilité  de  (i)  est  alors 
que  m  A  -+-  «B  soit  entier. 

Si  Ton  a  résolu  la  question  pour  /} — i  équations  et  m  Ton  en 
prend  n, 

|  Xi  —  a,y  —  k.t  |  <  e         (i  =  i,  2,  . . . ,  n), 

on  est  ramené  au  cas  de  A/t—  o,  el  une  suite  de  raisonnements  analogue 
à  la  précédente  montre  que,  si  le  problème  n'est  pas  toujours  possible, 
il  v  a  des  entiers  m,  tels  que 

\rn—ony\  <c 
entraîne  que 

i»l.rl  -+-  m^Xi  4-. . .-+-  mn—xXn-\  — y(ntiai-+-  ni1a1-Jt- .  . . -f-  tnn-xan-x) 

soit  très  voisin  d'un  entier;  on  applique  alors  la  proposition  relative 
à  deux,  équations,  et  Ton  obtient  un  énoncé  analogue. 

Si  l'on  considère  le  cas  général  de  n  équations  à   n  -+- p  inconnues 

I  Xi  —  attjri  —  ai2y,  — ...  —  aipyp  —  A,- 1<  e         (  i  =  1 ,  1,  . .  . ,  n  ), 

on  trouve  sans  difficulté  que  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  compatibilité  du 
système  quel  que  soit  r  est  que  toutes  les  formes 

/»i\,-f-  msXï-+-. .  .+  mnXn, 

qui  prennent  des  valeurs  entières  quand  on  y  remplace  les  indéter- 
minées successivement  par  les  p  systèmes  de  valeurs  aXJ,  a2j,  ...,  anJ 
(J  =  i,  2,  ....  p).  prennent  aussi  des  valeurs  entières  quand  on  r 
remplace  ces  indéterminées  par  A,,  A2,  ....  A„. 

Pratiquement,  s'il  y  a  r  de  ces  formes  algébriquement  distinctes, 
elles  sont  toutes  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  entiers  de  r 
d  entre  elles  convenablement  choisies;  on  peut  se  borner  à  substituer 
A  1 .    \,,  A„  dans  ces  r  formes. 

On  obtient  exactement  le  même  énoncé  avec  des  équations  à  coeffi- 
cients complexes,  en  entendant  par  entiers  les  nombres  a  -+-  bi\  <>ù  a 

1  •  1        1         r  ,    — I+ï'l/3 

et  b  sont  entiers;   ou   de  la   forme   a  +  b :    ou   égaux   aux 
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entiers  d'un  corps  quadratique  imaginaire  admettant  l'algorithme  du 
plus  grand  commun  diviseur. 

Si  le  corps  n'admet  pas  cet  algorithme,  on  peut  affirmer  seulement, 
dans  la  seconde  partie  de  renoncé,  qu'il  v  a  au  plus  >/  formes  dont 
toutes  les  autres  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  entiers. 
Le  reste  de  l'énoncé  est  le  même. 

Géométriquement,  le  problème  revient  à  chercher  les  points  à 
coordonnées  entières  de  l'espace  à  n  -+- p  dimensions  très  voisins 
d'une  variété  à  p  dimensions;  l'existence  des  /•  formes  2m,X,- 
signifie  que  cette  variété  à  p  dimensions  est  située  dans  la  variété 
à  n  ~\- p  —  /•  dimensions  déterminée  par  n  -+-  p  —  r  -+-  i  points  à 
coordonnées  entières. 

M.  Maurice  Fouché  :  Remarques  sur  un  théorème  classique  et  sur 
le  théorème  de  Meusnier. 

Dans  les  cours  de  Géométrie  supérieure,  on  s'est  ingénié  à  chercher 
des  démonstrations  géométriques,  du  fait  que,  si  Ton  applique  une 
développable  sur  un  plan,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  plane 
transformée  d'une  courbe  tracée  sur  la  développable  est  égal  au  ravon 
de  courbure  de  celle-ci  divisé  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  au 
point  considéré  le  plan  osculateur  à  la  courbe  avec  le  plan  tangent 
à  la  développable.  La  plupart  des  démonstrations  qui  ont  été  ensei- 
gnées sont  longues,  pénibles  et,  en  réalité,  peu  satisfaisantes.  Or, 
l'énoncé  même  du  théorème  montre  qu'il  doit  avoir  une  relation 
étroite  avec  le  théorème  de  Meusnier,  et  c'est  effectivement  ce  qui 
a  lieu. 

Soient  G  la  courbe  tracée  sur  la  développable  et  D  le  transformé  de  G 
dans  le  plan  tangent  P  au  point  M.  Si  l'on  fait  rouler  sans  glisser  le 
plan  P  sur  la  développable,  la  courbe  D  engendre  une  surface-canal, 
et  tous  les  points  de  cette  courbe  s'appliquent  sur  la  courbe  G. 
Celle-ci  fait  donc  partie  de  la  surface-canal.  Au  point  M  les  deux 
courbes  sont  tangentes  et  le  plan  P  est  normal  à  la  surface-canal. 
Donc,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  le  rayon  de  courbure  de  C 
est  égal  à  celui  de  D  multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le 
plan  osculateur  de  G  avec  le  plan  P,  et  c'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

On  pourrait  objecter  que  la  courbe  C  est  une  ligne  de  rehausse- 
ment de  la  surface-canal.  Il  faut  donc  donner  du  théorème  de  Meusniei 
une  démonstration  qui  s'applique  aux  lignes  singulières,  pourvu  que 
le  plan  osculateur  et  le  plan  tangent  à  la  surface  -oient  bien  déter- 
minés. Or,  si    V   est  un   point  d'une  courbe,  M   un    point   infiniment 
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voisin  pris  sur  la  tangente  et  N  le  point  où  la  perpendiculaire  à  AM 
coupe  la  courbe,  on  sait  que  le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  la 

limite  du  rapport     „    ■  Pour  démontrer  le  théorème  de  Meusnier,  il 
1  r         2  AI  N 

suffit  alors  de  prendre,  sur  la  tangente  commune  aux  deux.,  courbes, 

un   point  M  infiniment  voisin  du  point  de  contact,  de  mener  par  ce 

point  un   plan   perpendiculaire  à  la   tangente  qui  rencontre  les  deux 

courbes  en  N  et  N'.  et  de  remarquer  que  NX    est,  aux  infiniment 

petits  près,  normale  au  plan  de  la  section  normale,  parce  qu'elle  est 

perpendiculaire  à  la  tangente  AM  et  infiniment  voisine  du  plan  tangent 

à  la   surface  en  M.  Il  suit  de  là  que  le  rapport  des  deux,  vecteurs  MN 

et  MN',  et  par  suite  le  rapport  des  rayons  de  courbure,  est  égal  au 

cosinus  de  l'angle  des  deux  plans. 

M.  Fontené  présente  quelques  observations  au  sujet  de  l'application 
des  démonstrations  précédentes  aux  cas  singulier-. 

M.   Fontené  :  Sur  le  calcul  approché  des  intégrales  définies. 

1.   a.  Considérons  l'intégrale 

S  =   /     f(x)  dx,  h  =  p  —  a, 

où  / '  (x)  est  d'abord  un  polynôme  de  degré  p.  Un  tel  polynôme  étant 
déterminé  par  les  valeurs  qu'il  prend  pour  p  -+■  i  valeurs  de  x,  en  par- 
ticulier par  les  valeurs  y0,  y,,  ...,  yp  qu'il  prend  pour  les  p -h  i 
valeurs 

U  ■>  h  r, 

x  =  n.  <x  -, »  a-i >   •  •  •  >  p, 

P  P 

séparées  par  des  intervalles  égaux  en  nombre/?,  on  peut  évaluer  S  en 
fonction  de  y,,,  y,,  ...,  yp  et  de  h.  On  a  ainsi  les  formules  suivantes, 
où  je  groupe  la  formule  {aq)  relative  au  cas  p  =  s^etla  formule  (a^) 
relative  au  cas  p  =  i  q  H-  i  : 

(a0)  S  =  /i- — - — , 


I  a,  i 


s  =  hyo±AZi±Ii: 

o 


i  a ,  i  b  =  // s : 


S.  M.  —  Comptes  rendus. 
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La  formule  {a,,)  relative  au  cas  p  =.  iq  s'applique  également  au 
cas  p  —  2ç  -t-  i,  tout  aussi  bien  que  la  formule  {a').  Considérons, 
par  exemple,  avec  q  —  i  ,  le  polynôme  ax3  -fr-  bx-  -+-  ex  -+-  d,  et  don- 
nons à  x,  comme  on  le  peut,  les  valeurs 


X  =  —  ïj,  O, 


?) 


y  :!  r 

S  =  26-^-  -4-  t.dti  =  ~(z  brf-h  6d), 
j  > 

où  entrent  seulement  b  et  d,  que  Ton  peut  éliminer;  on  a  bien 

Observons  en  passant  que,  pour  la  formule  («,),  par  exemple,  on  a 
un  calcul  simple  en  prenant,  comme  on  le  peut, 


30,-0,0,38  (a0  =  ^) 


On  lit,  dans  le  Traité  d'Analyse  de  Rouclié  et  Lévy(t.  II,  p.  3 12), 
que  la  règle  des  trois  niveaux 

V=  |(B+  ;b"+b  ') 

a  été  donnée  par  Kepler  pour  le  cas  où  l'aire  de  la  section  est  une 
fonction  du  second  degré  de  la  cote  du  plan  sécant  :  c'est  la  formule 
(«1)  pour  le  cas  oùf(x)  est  un  polynôme  du  second  degré;  Newton  a 
donné  la  formule  (a\  )  pour  un  polynôme  du  troisième  degré;  Catalan 
a  montré  {Nouvelles  Annales,  1857,  p.  3i2)  que  la  formule  («,)  s'ap- 
plique aussi  à  un  polynôme  du  troisième  degré. 

Cotes  a  donné  les  valeurs  des  coefficients  pour  les  formules  sui- 
vantes, jusqu'à  la  formule  (a5)  inclusivement  {De  methodo  differen- 
tiali  Newtoniana);  pour  la  formule  {a2),  ces  coefficients  sont 

7,      32,       12,      32,      7. 

Maleyx  a  montré  [Nouvelles  Annales,  1880,  p.  543)  que  la  for- 
mule (at/)  s'applique  à  un  polynôme  de  degré  p  =  2*7  -f-  1 . 


—  35  — 
b.  La  fonction  f(j')  étant  maintenant  quelconque,  si  Ton  pose 

Ai  =/'(P) -/'(«),         A,  =/'",;  (*)-/"(*), 
on  a  les  formules  suivantes  : 

(A0)    S  =  A !— H-..., 

/(a)-H4/(a  +  ^)+/(^ 

(A,);  s  =  a G -+-..., 

/(«)  -  3/(a  h-  ^)  +  3/(a  +  i*  )  +/(P) 

(A',)    S  =  /. S i— i ? +..., 

7 /(a  >  +  32/(a  -h  £  )  +  ,2/(a  -  î±)  -+-...+  7/({J) 
(A,)     S=      : 1A_     ! ±_Z +... 

les  termes  non  écrits  étant  successivement 

(A'0)  (À|A»A,-f-A,A*A,4-  \:ih*\-a+...^-\Jri»\,n_i)~An+lh*»+2 /»'+«-(& 
(A,)  iB.2/^A3-^B,//6A3  +  ...-^B„/^"A2„_I)^B„+1/^"+3y2«+ï(?) 

(A',)  (B'^Aî+B;^i5+...+ )-t- 

(A,)  (Cs/i«As^...-r- |-f- 

i  \ft)  (C3A6A5+-...-H )h- 


les  coefficients  A,  B,  B',  ...  étant  des  coefficients  numériques,  \  dési- 
gnant un  nombre  compris  entre  x  et  3. 

Ouand  on  prend  f(  a),/l  «H —  )?•••!  civec  p  =  iq  ou  p  —  iq  -+- 1 , 

o«  a,  après  le  terme  en  h,  un  terme  en  h-((?  +  i). 

Relativement  à  la  structure  de  ces  formules,  on  peut  observer  que, 
si  Ton  échange  a  et  3,  chacun  des  termes  du  second  nombre  prend  la 
valeur  opposée  à  celle  qu'il  avait.  La  formule  (A^)  est  la  formule 
d'Euler-Maclaurin  ;  l'expression  du  reste  est  due  à  Malmsten. 

Je  reviendrai  plus  loin  sur  les  autres  formules. 

c.  On  peut  calculer  les  coefficients  numériques  en  prenant /(j^^e*. 
et  en  faisant,  pour  abréger  l'écriture,  a  —  o.  (3=  h.  Pour  la  formule 
d'Luler.  après  avoir  divisé  par  e1'  —  1,  on  a 

I  = ; h  A|  /i*-+-.  .  .  =   -  (    ( ; -f-    \  !  //  -  — 

■1       e'1  —  1  2  '  e1'  —  1  / 


—  3G  — 
d'où 

h  h  v     ;  t         K     l  < 

—  Ai  h-  —  A2 /<♦—..  .; 


2 


si  l'on  compare  au  développement  connu  de  — ^ >  on  voit  que 

les   a  étant  les  nombres  de  Bernoulli,  -. ,  —i—>  •••• 

t>    3o    4'2 

On  a  ainsi 

A  i  = >  A  2  =  »  A  3  = 


■;t.o  3o  240 


Pour  la  formule  (A,),  on  a 


h  h 

eh  -+-  4  e-  -+- 1       A  _,   , ,  h        k'2+i        A  „   , . 

6  e1'  —  1  6  3        e'1  —  1 

où  l'on  remplace  —r par  son  développement  connu;  on  trouve  ainsi 

des  valeurs  que  Maclaurin  (voir  plus  loin)  obtient  directement  sous 
la  forme 

B«  =  —  - : >  B.? 


22  X  720  ■>.'*  X  3o24o 

On  a  de  même 

b:  =  -  „  x      ,       B',=     32  +  I 


'Y1  X  720  34  x  3o24o 

On  a  encore 


64  x  3o>4o  ' 


la  valeur  donnée  par  Maclaurin  est  fautive. 

d.  Si  l'on  prend  seulement  le  terme  en   h  au  second  membre  de 
chacune  de  ces  formules,  l'expression  du  reste  est 

(Ai,n  =  o),        -^/"(O, 

<A-"  =  ».      -nésM-J"^ 
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et  ainsi  de  suite,  l'exposant  de  h  élant  2  q  -+-  3,  la  dérivée  étant 
d'ordre  2  q  -\-2.  Lorsque  f(x)  est  une  polynôme  de  degré  2  q  ou  2  q  -t-  1 
indifféremment,  la  dérivée/2*4"2  est  identiquement  nulle  et  l'on  a  les 
formules  (aq)  et  (a'). 

2.  Soit  à  calculer  l'intégrale  /    f(x)dx,  l'intervalle  (3  —  a,  que  nous 

x 
désignerons  par  H,  étant  un  peu  grand.  Décomposons  cet  intervalle 

total  en  /.  intervalles  égaux. 

à  chacun  desquels  nous  appliquerons  l'une  des  formules  précédentes, 
et  faisons  la  somme  des  résultats  obtenus.  Nous  aurons  facilement, 
par  la  formule  d'EuIer, 

rl  h 

[AJ,]  /     /(^)^=-[/(a)  +  2/(!î)+...+  2/(x)-4-/(X)] 

-f-(A,/*2A,+  A,  A4  A3 +  ...-+-  A„A2"A2n-,) 

+  A„+1/t2"+3y2«+2(ï)x  ^ 

At  représentant/'(j3)  — /'(a),  ...,  t  étant  compris  entre  a  et  X. 

Cette  formule,  limitée  au   terme  en  h,  est  une  formule  bien  connue 
de  quadrature  approchée;  l'expression  du  reste  est  alors 


On  a  de  même 


h3 


[A,l     £  f{x)dx=±  [/(a)  +  4/(«+^)  +  a/(P) 

+  4/^+^+2/(Y)+.  ..-+-/(>,)] 

+  (B2AiA3  +  ...-i-B„/(2"A,/i_1) 
+  B„+1/l2"+»/2«+2(ï)xA'. 

Limitée   au  terme  en  /<,  celte  formule  est  la  formule  de  Simpson; 
l'expression  du  reste  est  alors 

/"(£)*, 


22  x  720 
et  ainsi  de  suite. 

Dans  chaque  exemple,  on  choisira  le  mieux  possible  les  trois  nom- 
bres /?,  k  et  n.  Si  la  précision  cherchée  est  grande,  on  fera  croître 
simultanément  ces  trois  nombres  en   gardant  entre  eux   un  certain 
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équilibre.  M.  Paul  Lévy,  dans  sa  Communication  de  janvier,  avait 
fait  cette  remarque  relativement  aux  nombres  k  et  n,  pour  le  cas  de 
la  formule  d'Euler  qui  correspond  à  p  =  i . 

3.  Maclaurin,  après  avoir  retrouvé  la  formule  d'Euler.  obtient 
comme  il  suit  les  formules  (A,)  et  (A',),  sauf  l'expression  du  reste 
(  Traité  des  fluxions,  n°  848). 

Il  écrit  d'abord 

s=  /f  /(*)+- A^)  +A1A»A1+As^Aj+AîA6i5+...; 

2 

en  appliquant  cette  même  formule  aux  p  intervalles  égaux  (a,  £), 
(j3,  y),  ...,  comme  on  vient  de  le  dire,  il  écrit 

,    h2  .    h*  .    A6 

+  A,-A1  +  Aî-i3  +  A3-A54-...; 
p-  pk  p6 

l'élimination  de  A]  donne 

p  -M  i  2  p  —  I  \ 

A,  ,,            A3(p*-+-i)  ,. 
f  h'*\3 z—ï—, -  A«A5  — . . ., 

le  premier  terme  non  écrit  renfermant  p* -\- p-  -+-  i,  .... 

Pour  p  =  i,  on  obtient  la  formule  (A,);  pour  p  =  3,  on  a  la 
formule  (A',). 

Maclaurin  obtient  la  formule  (A,)  d'une  manière  analogue.  Il  écrit 
d'abord,  d'après  la  formule  (Aj), 

6 

en  appliquant  cette  même  formule  aux  deux  intervalles  (a,  y)  et  (y,  î). 
il  écrit 

„      h  .A»; -MA3;  h- 2./ï7) -M/(3^/(s)  ._  R  **  a 

•2  6  i  b 

l'élimination  de  (A3)  donne  la  formule  cherchée. 

Le  procédé  de  Maclaurin  n'est  pas  applicable  au  delà  de  la 
formule  (A2).  Si  l'on  essaie,  par  exemple,  de  déduire  la  formule  (A3) 
de  la  formule  (A2)  en  éliminant  A5,  il  faut  considérer  huit  intervalles, 
tandis  que  la  formule  (A8)  suppose  seulement  six  intervalles. 
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L'expression   du   reste,    pour  le   cas  où   Ton  prend   comme  valeur 
approchée 


S  =  h 
à  savoir 


■/'T(0, 


se  trouve  dans  les  Leçons  cl Algèbre  et  cl' Analyse  de  Tannerv. 

J'ai  indiqué  les  formules  (  A.)  sans  démonstration  dans  les  Nouvelles 
Annales,  en  1910;  je  ne  connaissais  pas  alors  les  recherches  de 
Maclaurin,  et  je  les  ai  connues  seulement  depuis  la  séance  dans  laquelle 
j'ai  fait  la  Communication  que  je  développe  ici.  Mon  but,  en  rédigeant 
cette  Note,  a  été  de  provoquer  une  démonstration  simple  de  ces 
formules,  y  compris  l'expression  du  reste. 


SE  ANC  15     DU     2o     MARS     191  i. 


PRESIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 


Élections  :  Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société,  M.  W. 
Goloubeff,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Montel.  et  M.  II.  Cédié, 
présenté  par  MM.  Kœnigs  et  Léauté. 

M.  le  Président  fait  part  à  la  Société  de  la  mort  de  M.  François 
Cosserat  et  de  celle  de  M.  Félix  Lucas  :  sur  sa  proposition,  la  séance 
est  levée  en  signe  dedeuil. 

Voici  le  texte  du  discours  prononcé  par  M.  le  Président  aux 
obsèques  de  M.  F.  Cosserat  : 

Je  viens  apporter  à  François  Cosserat  l'hommage,  douloureusement 
ému,  de  la  Société  mathématique  de  France,  dont  il  était  le  président 
il  y  a  quelques  mois  encore.  Le  deuil  que  sa  mort  cause  à  notre  So- 
ciété m'atteint  encore  personnellement,  en  raison  des  liens  de  vieille 
camaraderie  et  d'amitié  qui  m'unissent  à  son  frère,  notre  collègue 
aussi,  doublement  frappé,  comme  frère  et  comme  collaborateur  scien- 
tifique, par  ce  coup  foudroyant.  Ft  c'est  avec  une  émotion  profonde 
que  j'essaierai  de  dire  combien  grande  est  la  perte  que  viennent 
d'éprouver  la  Société  mathématique  et  la  Science  française  elle-même. 
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François  Cosserat  appartenait  à  notre  Société  depuis  1896.  C'est  à 
cette  époque  qu'il  se  révéla  au  public  mathématique  en  publiant  dans 
les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  en  collaboration 
avec  son  frère,  un  Mémoire  sur  la  Théorie  de  l'élasticité,  où  les  prin- 
cipes classiques  de  cette  branche  de  la  Physique  mathématique  étaient 
présentés  sous  une  forme  ingénieuse  et  nouvelle,  par  l'application 
des  idées  qui  venaient  de  renouveler  les  fondements  de  la  Géométrie. 
Il  serait  indiscret  et  téméraire  de  chercher  ce  que  cette  collabo- 
ration, dont  le  mystère  même  est  touchant,  a  dû  à  l'un  et  à  l'autre 
des  deux  frères;  de  chercher  auquel  revient  plus  particulièrement 
telle  ou  telle  des  qualités  par  lesquelles  se  distinguent  ces  produc- 
tions :  l'ingéniosité  et  l'élégance  géométriques,  l'habileté  analytique, 
la  profondeur  des  idées  directrices,  et  leur  puissance  d'adaptation 
aux  applications  mécaniques  et  physiques.  Bornons-nous  à  constater 
combien  elle  fut  féconde,  et  à  la  saluer  respectueusement,  à  l'heure 
où  la  mort  est  venue  la  rompre,  avant  qu'elle  ait  porté  tous  les  fruits 
qu'on  en  pouvait  attendre. 

De  1898  à  1908,  François  et  Eugène  Cosserat  publièrent,  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  une  suite  de  Notes  sur 
le  problème  de  l'équilibre  élastique,  où  ils  jetaient  un  jour  nouveau 
sur  la  vraie  nature  mathématique  de  ce  difficile  problème,  dont  ils 
donnaient  la  solution  dans  des  cas  importants.  En  même  temps,  ils 
étaient  conduits,  par  l'étude  même  de  l'élasticité,  à  élaborer,  sous  le 
nom  de  Théorie  de  l'action  euclidienne,  une  théorie  mathématique 
des  phénomènes  matériels,  tendant  à  donner  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique  théorique  une  forme  déductive  irréprochable,  fondée  sur 
l'idée  moderne  et  fondamentale  des  invariants  différentiels,  assez 
souple  pour  pouvoir  s'adapter  aux.  découvertes  physiques  les  plus 
récentes,  et  comprenant  la  Mécanique  classique  comme  un  cas  parti- 
culier de  première  approximation. 

La  première  partie  de  cette  théorie,  consacrée  à  la  Mécanique  pro- 
prement dite,  se  trouve  exposée  dans  des  Notes  étendues  de  cette 
belle  édition  française  de  la  Physique  de  Chwolson,  qui  est  ainsi 
l'œuvre  commune  de  la  famille  Cosserat.  Elle  a  été  résumée  par  leurs 
auteurs  dans  le  Traité  classique  de  M.  Appell,  où  les  autres  recher- 
ches de  François  et  Eugène  Cosserat  avaient  déjà  pris  place.  Elle 
devait  être  continuée,  dans  de  nouvelles  études,  de  manière  à  con- 
duire naturellement  aux  principes  de  la  théorie  de  la  chaleur  et  aux 
doctrines  électriques  actuelles. 

En  nommant  François  Cosserat  à  sa  vice-présidence,  puis,  en  10,13, 
à  sa  présidence,  la  Société  mathématique  ne  reconnaissait   pas  seule- 
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ment  la  haute  valeur  de  son  œuvre  mathématique  ;  elle  y  voyait  le 
précieu\  avantage  d'appeler  à  la  diriger  un  homme  d'une  égale  valeur 
technique  et  d'une  grande  expérience;  elle  marquait  ainsi  son  désir 
constant  de  ne  pas  séparer  les  Mathématiques  abstraites  des  Mathé- 
matiques appliquées,  dont  l'influence  réciproque  est  si  indispensable 
au  progrès  de  la  Science  tout  entière.  Elle  fut  profondément  recon- 
naissante à  François  Gosserat  d'avoir  accepté  des  fonctions  qui  s'a- 
jontaient  à  ses  occupations  professionnelles,  déjà  si  lourdes  et  si 
absorbantes;  elle  lui  fut  plus  reconnaissante  encore  de  la  conscience, 
du  zèle  et  de  la  parfaite  simplicité  avec  lesquelles  il  les  remplit. 

Il  y  a  quelques  jours  à  peine,  nous  étions  heureux  de  le  revoir  à 
notre  dernière  séance  mensuelle,  heureux,  de  retrouver  en  lui  cet 
accueil  toujours  plein,  dans  sa  délicate  réserve,  de  douceur  affable  et 
de  bonté,  qui  rendait  si  svmpathique  cet  homme  de  haute  valeur  et 
de  grande  modestie,  qu'on  sentait  immédiatement  si  sur,  si  foncière- 
ment droit  et  lovai.  Sa  mort  prématurée  est  pour  nous  tous  un  deuil 
que  nous  ressentons  comme  des  amis;  et  c'est  avec  une  affectueuse 
émotion  que  nous  adressons  à  François  Cosserat  le  dernier  adieu  de  la 
Société  mathématique. 

Que  sa  famille  veuille  bien  agréer  toutes  nos  condoléances  et  nous 
permettre  de  nous  associer  respectueusement  à  sa  douleur! 


SÉANCE     DU     1"     AVRIL     1914. 


IMtKSIDKNCli:    DE    M.    VliSSIOT. 


La  séance  a  eu  lieu  à  la  Sorbonne,  dans  la  salle  n°3,  galerie  Richelieu. 
Les  membres  de  la  Conférence  internationale  de  l'Enseignement 
mathématique  avaient  répondu  en  grand  nombre  à  l'invitation  de 
prendre  part  à  cette  séance. 

M.  le  Président  prononce  le  discours  suivant  : 

Messieurs, 

La  Société  mathématique  est  heureuse  de  recevoir  aujourd'hui 
MM.  les  Membres  de  la  Conférence  internationale  de  l'Enseignement 
mathématique,  et  de  manifester  ainsi  à  la  fois  l'intérêt  qu'elle   porte 
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aux  travaux  de  cette  Conférence  et  les  sentiments  de  sympathie  qu'elle 
éprouve  pour  les  savants  qui  vont  y  prendre  part. 

La  Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique  a 
été  instituée  par  le  quatrième  Congrès  international  mathématique 
tenu  à  Rome  en  1908,  sur  la  proposition  de  M.  le  Prof.  Dav.  Eug. 
Smith  (New-York).  Son  Comité  central  est  composé  aujourd'hui  de 
MM.  les  Prof.  F.  Klein  (Gôttingue),  Président;  G.  Greenhill 
(Londres),  vice-président;  Fehr  (Genève),  Secrétaire  général;  Castel- 
nuovo  (Rome),  Czuber  (Vienne),  Hadamard  (Paris)  ;  des  délégués  de 
vingt-six  Etats  participants  la  constituent.  Son  but  est  de  faire  une 
étude  d'ensemble  de  renseignement  mathématique  des  divers  pays, 
dans  les  divers  types  d'écoles  et  aux  divers  degrés;  cette  étude  doit 
mettre  en  évidence  les  tendances  actuelles  de  l'enseignement  et  les 
besoins  auxquels  il  parait  désirable  de  le  voir  s'adapter;  la  comparai- 
son des  résultats  de  cette  enquête,  l'échange  de  vues  qu'elle  aura  sus- 
cité, contribuera,  en  éclairant  les  professeurs,  à  perfectionner  l'ensei- 
gnement mathématique  et  à  le  rendre  plus  fructueux. 

En  dehors  des  réunions  préparatoires  de  son  Comité  central,  la 
Commission  s'est  réunie  à  Rruxelles  en  1910,  à  Milan  en  191  1  et,  en 
1912,  à  Cambridge,  à  l'occasion  du  cinquième  Congrès  international 
des  mathématiciens.  Son  œuvre  est  considérable,  puisque  280  Rap- 
ports ont  été  publiés  en  ioo  fascicules  ou  volumes,  représentant  un 
ensemble  de  plus  de  9000  pages  in-8°. 

Ce  résumé  rapide  suffit  à  montrer  l'utilité  que  présente,  pour  le 
développement  des  Sciences  mathématiques,  auquel  notre  Société 
s'efforce  de  contribuer,  l'œuvre  de  la  Commission  internationale  de 
l'Enseignement  mathématique. 

La  réunion  actuelle  de  la  Commission  internationale  a  pour  objet 
principal  l'étude  des  deux  questions  suivantes  : 

a.  Résultats  obtenus  dans  l'introduction  du  calcul  différentiel  et 
intégral  dans  les  classes  supérieures  de  l'enseiguement  moyen  ; 

b.  Place  et  rôle  des  mathématiques  dans  l'enseignement  technique 
supérieur. 

Ces  deux  questions  qu'elle  va  étudieront  pour  nous  un  intérêt  par- 
ticulier :  non  seulement  parce  que  nous  comptons,  parmi  nos  mem- 
bres, beaucoup  de  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  et  de 
nombreux  techniciens,  qu'elles  touchent  directement;  mais,  plu< 
encore,  parce  que  la  diffusion  des  notions  mathématiques  fondamen- 
tales dans  l'enseignement  moyen  et  l'étude  des  conditions  d'applica- 
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tion  des  mathématiques  aux.  sciences  expérimentales  sont  d'une 
importance  essentielle  pour  les  progrès  de  la  Science  mathématique 
elle-même. 

Il  nous  a  donc  paru  que  la  Société  mathématique  ne  pouvait  pas 
rester  étrangère  à  cette  Conférence.  Nous  avons  considéré  aussi  que 
la  présence  à  Paris  des  mathématiciens  étrangers  qui  viennent  y 
prendre  part,  nous  créait  l'agréable  devoir  de  les  réunir. 

Nous  n'oublions  pas,  en  effet,  avec  quelle  cordialité  les  mathéma- 
ticiens français  ont  été  reçus  à  l'étranger  dans  les  précédentes 
réunions  internationales,  et  nous  sommes  heureux  de  prouver  le  sou- 
venir reconnaissant   que   nous   gardons  de  ces   amicales   réceptions. 

La  Société  mathématique  considère,  du  reste,  comme  une  de  ses 
fonctions  essentielles  de  resserrer  les  liens  de  camaraderie  scien- 
tifique entre  les  mathématiciens  fiançais  et  étrangers,  et  de  faciliter 
entre  eux  les  fructueux  échanges  d'idées.  Notre  Bulletin  publie  des 
traductions  de  Mémoires  étrangers  destinées  à  permettre  en  France 
la  lecture  de  ces  travaux  et  la  diffusion  des  idées  nouvelles  qu'ils 
contiennent.  Nous  tenons  à  rappeler  aussi  que  plus  d'un  tiers  des 
membres  de  la  Société  mathématique  est  composé  de  savants  étran- 
gers. J'ajoute  qu'il  nous  serait  agréable  de  voir  s'augmenter  encore 
le  nombre  de  nos  collègues  étrangers. 

Je  souhaite  donc  à  MM.  les  Membres  de  la  Commission  inlerna- 
nationale  qui  ont  bien  voulu  se.  rendre  à  notre  invitation,  la  plus 
cordiale  bienvenue  :  ceux  d'entre  eux  qui  sont  nos  collègues  de  la 
Société  mathématique  sont  naturellement  chez  eux  ici;  nous  prions 
les  autres  de  se  considérer  aussi,  ce  soir,  comme  des  nôtres;  et  nous 
souhaitons  que  tous  emportent  de  cette  réunion,  simple  et  amicale, 
un  agréable  souvenir. 

Je  salue,  tout  particulièrement.  MM.  les  membres  du  Comité  cen- 
tral :  MM.  G.  Greenhill,  Fehr,  Castelnuovo,  Czuber;  MM.  les  Rap- 
porteurs Stœckel  et  Beke,  et  je  prie  M.  Stœckel  de  vouloir  bien 
transmettre  à  M.  le  Prof.  F.  Klein,  avec  nos  regrets  pour  son  absence, 
nos  souhaits  pour  le  rétablissement  de  sa  santé. 

M.  Fehr,  secrétaire  général  de  la  Conférence,  et  M.  de  Demeczkv, 
membre  de  la  délégation  hongroise,  remercient  M.  le  Président  de 
ses  paroles  et  la  Société  de  son  accueil. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Points-pinces,  arêtes  de  rebroussement  et  repré- 
sentation paramétrique  des  surfaces. 
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Les  points-pinces  de  Gayley  sont  assurément,  en  un  sens,  une  parti- 
cularité très  spéciale,  très  exceptionnelle  des  surfaces.  Il  ne  semble 
pas,  au  premier  abord,  qu'il  puisse  y  avoir  lieu  de  s'y  arrêter  dans  un 
cours  d'analyse  destiné  aux  débutants. 

Or  je  me  trouve  amené  presque  obligatoirement  à  v  faire  une  brève 
allusion  dans  l'enseignement  très  condensé  cependant  que  je  professe 
à  l'Ecole  Polytechnique. 

C'est  à  propos  de  la  représentation  paramétrique  des  surfaces  que 
je  suis  conduis  à  opérer  ainsi. 

Soient  les  équations 

(i)  x  =  x(u,  p),      y=y(u,v),       z  =  z(u,c), 

a  et  v  désignant  deux  paramètres  variables. 

On  se  borne  généralement  à  dire  que,  u  et  v  variant  indépendam- 
ment de  toutes  les  manières  possibles,  ces  équations  définissent  : 

a.  Une  surface  si  l'on  n'a  pas  simultanément 

D(y,z)       D(z,x)  =  D(x,y) 
D(a,  v)        D{u,  v)        DO,  v) 

b.  Une  courbe,  si  ces  relations  (2)  ont  lieu  ensemble,  quels  que 
soient  a,  i>. 

J'ai  été  frappé  de  ce  qu'il  y  avait  d'antiscientifique  et,  par  contre- 
coup, de  vicieux  au  point  de  vue  éducatif,  dans  celte  énumération 
volontairement  incomplète,  faussée,  des  cas  possibles. 

Il  tombe  sous  le  sens,  en  effet,  que  ces  cas  ne  sont  pas  au  nombre 
de  deux  mais  de  quatre,  savoir  (outre  a  et  b)  : 

c.  Les  trois  déterminants  s'annulent  simultanément  en  des  points 
isolés; 

d.  Les  trois  déterminants  (2)  s'annulent  ensemble  en  tous  les  points 
d'une  ligne. 

En  ce  qui  concerne  ce  dernier,  il  n'y  a  qu'avantage  à  l'introduire 
dans  l'enseignement.  Il  correspond,  en  effet,  à  une  arête  de  rebrous- 
se ment. 

Quant  au  cas  c,  on  constate  que,  s'il  est  réalisé,  la  surface  peut, 
en  général,  par  une  transformation  ponctuelle 

(!)  /0*,.r>*)  =  xi        g(*,y,  5)  =  Y,        h  (a?,  y,  z)  =  Z 

régulière,  à  jacobien  non  nul  à  l'origine,  se  ramener  à 

(S0)  Y»  =  XZ*. 

Sur  celle-ci,  il  apparaît  aisément  que  l'origine  appartient  à  une 
ligne  double  et  joue  le  rôle  de  point-pince. 


M.  Lebesgue  :  Sur  les  courbes  orbif ormes,  à  propos  d'une  Note 
récente  de  M.  fS.  Bricard. 

Etant  donné  un  ensemble  de  points,  il  existe  une  circonférence  et 
une  seule  qui  enveloppe  l'ensemble  et  dont  le  rayon  est  minimum. 
On  l'appelle  la  circonférence  circonscrite  à  l'ensemble,  A  propos 
d'un  article  (')  où  M.  R.  Bricard  détermine  une  limite  supérieure  du 
rayon  de  la  circonférence  circonscrite  aux  ensembles  dont  les  points 
sont  au  plus  à  la  distance  E  (élongation)  les  uns  des  autres  M.  Le- 
besgue développe  les  considérations  suivantes  : 

On  démontre  facilement  qu'étant  donné  un  ensemble  quelconque 
d'élongation  E,  il  est  compris  dans  un  ensemble  de  même  élongation 
et  complet,  c'est-à-dire  tel  qu'on  ne  pourrait  lui  ajouter  aucun 
point  sans  qu'il  cesse  d'être  d'élongation  E.  11  suffit  évidemment  de 
se  poser  le  problème  de  M.  Bricard  pour  ces  ensembles  complets.  Or 
ceux-ci  sont  les  domaines  convexes  qui  sont  limités  par  ces  courbes 
qu'Euler  a  appelées  orbiformes  et  qui  jouissent  de  la  propriété  que 
deux  tangentes  menées  à  une  telle  courbe  parallèlement  à  une  direc- 
tion quelconque  sont  toujours  à  la  même  distance  E  indépendante  de 
la  direction  des  tangentes  (2). 

Si  r  est  la  circonférence  circonscrite  à  une  orbiforme  C  d'élonga- 
tion E  et  si  R  est  le  rayon  de  T,  la  circonférence  concentrique  à  T  et  de 
rayon  E  —  R  est  la  plus  grande  circonférence  intérieure  à  C.  La  cir- 
conférence 12  concentrique  à  T  et  y  et  de  rayon  -  jouit  de  la  propriété 

suivante  :  si  l'on  établit  une  correspondance  par  tangentes  parallèles 
et  de  même  sens  entre  C  et  12,  l'écartement  maximum  des  tangentes 
correspondantes  est  plus  petit  avec  cette  circonférence  12  qu'avec 
toute  autre  par  laquelle  on  pouvait  remplacer  12. 

Si  l'on  définit  C  par  ses  tangentes  données  sous  la  forme 

x  cos  'i  -t- j'sin<p  —  p  (tp;  =  o. 

La  recherche  de  12  revient  à  la  recherche  de  la  meilleure  approxi- 
mation,  au  sens  de  Tchebytcheff,  de  /?(?)  par  une  expression  de  la 

forme 

A  sincp  -+-  B  coso  -+-  C. 

Les  théorèmes  généraux  sur  l'approximation  des  fonctions  par  des 


(')  Nouvelles  Annales  de  .Mathématiques,  janvier  i>,i  \. 

(2)  Au  sujet  de  ces  courbes,  voir  Contribution  à  l'Etude  des  courbes  convexes, 
par  Gh.  Jordan  et  R.  Fikdlbh  (Paris,  Hermann,  km?). 
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suites  de  Fourier  fournissent  alors  sur  £2  des  renseignements  équiva- 
lents à  ceux  que  donnent  les  raisonnements  de  M.  Bricard  et  per- 
mettent de  traiter  autrement  la  question  que  ce  géomètre  s'était  posée. 
Le  résultat  qu'il  a  obtenu  peut,  du  point  de  vue  actuel,  être  ainsi 
énoncé  : 

De  toutes  les  orbiformes  de  même  élongation,  celle  qui  a  le  plus 
grand  cercle  circonscrit,  celle  qui  a  le  plus  petit  cercle  inscrit, 
celle  qui,  au  point  de  vue  tangentiel,  s'écarte  le  plus  d'une  circonfé- 
rence, c'est  l'orbiforme  équilatérale;  c'est-à-dire  celle  qu'on  obtient 
en  traçant,  de  chacun  des  sommets  d'un  triangle  équilatéral  comme 
centre,  l'arc  sous-tendu  par  le  côté  opposé. 

Les  minimum  et  maximum  corrélatifs  des  maximum  et  minimum 
qui  sont  ainsi  donnés  par  l'orbiforme  équilatérale  sont  obtenus  pour 
l'orbiforme  circulaire. 

Toutes  les  orbiformes  de  même  longueur  ayant  même  élongation. 
celle  de  ces  courbes  qui  a  la  plus  grande  aire  est  le  cercle; 
M.  Lebesgue  énonce  que  celle  qui  a  la  plus  petite  aire  est  l'orbiforme 
équilatérale. 

La  séance  a  été  suivie  d'une  réception  amicale. 


SEANCE   DU  22  AVRIL    1914. 


PRESIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 


Elections  : 


Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Crelier. 
présenté  par  MM.  Bioche  et  Hadamard;  de  Donder.  présenté  par 
MM.  P.  Lévy  et  Vessiot;  Lauer,  présenté  par  MM.  Bouligand  et 
Montel;  Pérès,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Cliatelet  :  Sur  une  Communication  de  M.  Georges  Giraud. 

Il  s'agit  de  trouver  une  condition  pour  qu'on  puisse  résoudre  en 
nombre  entiers,  quel  que  soit  6,  le  système  d'inégalités  : 

Cl)         \alixi-^ai2x.1-i-..  .-+-aimxm -h /),{<:  i         (l  =  l,2, p). 

La  condition  donnée  par  M.  G.  Giraud  résulte  immédiatement  de 
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quelques  considérations  que  j'ai  développées  dans  mon  Livre  :  Leçons 
sur  la  théorie  des  Nombres  (Note  I,  p.  i3o  et  suiv.)  et  dont  je  transcris 
ci-dessous  l'essentiel  pour  la  question  considérée. 
Considérons  les  p  nombres  : 

(ï)  |,i  =  anxt -+- . .  .-t-  aim  xm 

(i  =  I,  a,   ...,/>;  x, .  x.2.   .  .  . ,  x„,  entiers  i. 

On  peut  les  considérer  comme  des  coordonnées  de  points  d'un  espace 
à  p  dimensions.  Ils  y  formeront  ce  que  j'ai  appelé  dans  mon  Livre  un 
module  de  points,  généralisation  des  grilles  de  points,  des  sommets 
de  réseaux  de  parallélépipèdes,  etc.  Si  les  formes  ;,  sont  indépen- 
dantes, ce  qu'on  peut  toujours  supposer,  ces  points  seront  répartis 
dans  tout  l'espace,  c'est-à-dire  n'appartiendront  pas  à  une  variété 
linéaire  ou  sous-espace  d'ordre  inférieur  à  p. 

Or, j'ai  indiqué  (théorème  I  de  la  Note  citée)  comment  se  répartis- 
saient  les  points  d'un  tel  module  ou  réseau.  Ou  bien  ils  sont  isolés 
(module  type),  dans  ce  cas  le  problème  n'est  possible  que  si 
(blt  h*,  ...,  bp)  est  un  point  du  module  et  alors  les  />  premier- 
membres  des  inégalités  peuvent  s'annuler  pour  des  valeurs  entières 
des  x;  ou  bien  les  points  se  répartissent  en  sous-espaces  ou  variétés 
linéaires  (P)  de  dimension  k.  Dans  chaque  variété  les  points  du 
module  qui  y  sont  contenus  forment  un  ensemble  dense.  Parmi  ces 
variétés,  l'une  d'entre  elles  (P0)  passe  par  l'origine  des  coordonnées; 
les  autres  s'en  déduisent  en  menant  des  parallèles  à  (P0)  par  tous  les 
points  d'un  certain  module  type  (à  points  isolés)  d'ordre  p  —  k  =  q. 

En  langage  algébrique,  (P„)  peut  être  défini  par  />  relations 

(3)  K/1Ç1  +  ...-H  Uip%p  =  o        (i—i.> A) 

et  les  variétés  (P)  par  les  équations 

1  >  I      «,i||-f-...-t-  uip\p=  Xiaa-+-...-t-Xfa/(?        (f  =  i,a,  ..../'1, 

les  A  étant  des  indéterminées  entières  quelconques,  et  les  a  certaines 
quantités  déterminées. 

C'est  dire  que  si  dans  (3')  on  remplace  les  jj  par  les  valeurs  (2),  on 
pourra  trouver  des  valeurs  entières  des  À  telles  que  ces  équation^ 
soient  vérifiées.  Si,  réciproquement,  on  se  donne  un  système  de 
valeurs  entières  des  À,  il  y  aura  une  infinité  de  valeurs  (2)  vérifiant 
les  équations  (3'),  d'aucunes  se  rapprochant  autant  qu'on  le  voudra 
d'une  solution  donnée  a  priori  de  ces  mêmes  équations  pour  lesdites 
valeurs  des  / . 


Donc,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  possibilité  des 
inégalités  est  que  (6,,  bit  ....  bp)  vérifie  les  équations  (3')  pour  un 
-vslème  de  valeurs  entières  des  X.  C'est  la  condition  donnée  par 
M.  G.  Giraud,  à  une  combinaison  près  des  équations  (3'). 

Je  ne  donne  pas  ceci  comme  une  réclamation  de  priorité  :  la  Noie 
que  je  cite  m'a  été  inspirée  par  le  Mémoire  de  M.  Esclangon  sur  les 
fonctions  quasi-périodiques.  Les  démonstrations  que  je  donne  dans 
celte  Note  sont  des  conséquences  assez  immédiates  d'un  principe 
général  (Leçons,  p.  29)  que  j'avais  déjà  indiqué  dans  ma  Thèse  et 
que  je  crois  avoir  été  le  premier  à  énoncer  explicitement.  Mais  ce 
même  principe  m'avait  été  lui-même  inspiré  par  de  nombreuses 
démonstrations  de  nombreux  auteurs.  Ce  n'est  donc  pas  pour  moi 
que  je  serais  en  droit  de  réclamer  une  priorité. 

Mais  je  pense  que  le  mode  de  démonstration  que  je  préconise  ainsi 
est  peut-être,  à  certains  points  de  vue,  préférable  à  celui  de  M. Giraud, 
il  a  surtout  le  gros  avantage  de  ne  pas  faire  intervenir  les  fractions 
continues  dans  une  question  où  elles  n'ont  pas  une  utilité  essentielle 
(sur  la  non-nécessité  de  cette  introduction,  j'ai  indiqué  quelques 
considérations  dans  mes  Leçons,  p.  35,  en  note). 

M.   Coblyn    :    Classification   des    transformations   quadratiques 

(suite  et  fin). 

Classe  I\  .  —  Transformations  à  axe  de  correspondance  quel- 
conque, T  étant  quadratique. 

Soit  D  =  o  l'axe  de  correspondance  appartenant  aux  deux  caracté- 
ristiques; les  formules  de  la  transformation  sont  : 

x'  y  1 

.H>v— DU,  =  jD4— DD2  =  IU:j^-rV 

OÙ 

(1)  D  =  ux  -k-vy  -+-.w, 

la  conique  uU  -t-  r\  -+-  u  T  —  o  contient  la  droite  D  et  l'on  a 

(2)  «U  -r-tV  -1-  wT  =  D(D4  —  «D,  —  i>D3-4-ivA5)  =  DD5. 

Ds  est  appelée  la  droite  conjointe. 

Transformation  univoque.  —  Un  sommet  du  triangle  ABC  circon- 
scrit aux  trois  coniques  U,  V  et  T  est  le  point  de  rencontre  A  de  1  >  el 
de  D4;  comme  la  conique  (2)  est  également  circonscrite  à  ce  triangle 
et  cpie  la  droite  D  coupe  U,  V  et  T  en  A  et   en   des  points  forcément 
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distincts,  on  en  déduit  que  D5  est  le  côté  BC.  Si  l'on  écrit  que  les 
coniques  U,  V  et  T  coupent  D3  aux.  deux  mêmes  points,  la  transfor- 
mation sera  univoque.  En  désignant  par  a?lf  y,  les  coordonnées  du 
point  de  rencontre,  forcément  à  distance  finie,  de  D  et  de  D»,  la  trans- 
formation univoque  de  la  classe  IV  sera  définie  par  les  relations  sui- 
vantes : 

j  D  =(x— a?i)sincp —  (y— ;/i)cosç     Di  =  (j- — a?j)sinoi — (y— ;Ki)cos:p, 

\Di=—xl^-j-aiCosmlDi-hbiD3     } 

I  '  ti\,  bl  et  b-x  arbitraires 

(lV)u  >  D2=— •7iA?--+-^isino1Dt-H62D3     I 


DD,  ^  DD,  DA, 

■rD; — -! yDl — — r       : D; 

a1sin(o  —  ©j)      '  rt!Sin(ç<  —  çj)       atsin<5 —  3,1 

Ces  formules  établies  dans  le  cas  où  les  coefficients  u.  r,  iv  de 
la  droite  D  ne  sont  ni  nuls,  ni  infinis,  s'appliquent  même  dans  ce 
cas. 

Classe  V.  —  Transformations  à  axe  de  correspondance  quel- 
conque, T  étant  linéaire. 

(V) 


x\)i—  ÛD!       yD3—DD,        D3 
Cette  transformation  se  déduit  de  (IV  )  en  faisant  A3^  o. 

Transformation  univoque.  —  Ou  démontre  que  les  droites  D,  D,, 
D2  et  D3  sont  parallèles  et  l'on  établit  les  formules  : 
i°  Cas  général 

(V)u,  \=y—  m.r. 

Wa »l  U'.     I 

vzx\  \^--l 1     _((,A-+-w)(p1A-f-  .r,  » 

y ! . 


iv, —  mw,~\                        .  .                                              u-.,  —  //m,V 
t-njK    A  H —  (t>A  -h  w)  (r2A  -f-  Hf,)         vz    A  H 

2°  L'axe  de  correspondance  est  parallèle   à   l'un   des   a\.es  de  coor- 
données 

D  =  ux  -f-  »•,     D2  —  «...r  --  «ï'o,     D3  =  //3r  -f-  u •;. 


\  i, 


37  _y  i 


DW*-D^        rDa-DD,        D3 


S.  M.  —  Comptes  rendus. 
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Cas  particulier.  —  L'axe  de  correspondance  est  la  droite  de  L'infini 

(Vl)  *' =  £ =  -. 

x{ax-v  by)  -+-  D,       y(ax  ■+-  by)  -+-  D2        D3 

Transformation  univoque  : 

i ^ y _  j_  t 

*  a;(«j:+ér)  +  D|            .             ,     ,        xD3 — u3D,         D3  ' 
(V)u,     i  y(ax^-by)^ 


{   D3=  uzx  -^  v3y-\-  tv3. 

Classe  VI.  —  Transformations  à  axe  de  correspondance  confondu 
avec  l'un  des  axes  de  coordonnées.  —  Soit  x  =  o  l'axe  de  corres- 
pondance. Groupons  dans  U,  V  et  T  les  termes  contenant  x  et  les 
termes  indépendants  de  x  : 

x'  y  i 


x\}x  -+-aiy2-Jr(i2y-^-ai       xD-2-hb1yi-hb2y-+- b3       xD3-^c1yi-hC2y-hc3 
Ecrivons  que  les  caractéristiques  contiennent  Taxe  x  =  o  : 


a-D!        xD*-+-y{  ay  -t-  b)        rD3+  ay  -t-  b 
Les  coniques  U,  V  et  T  passent  par  le  point  A  (  o, )• 

Transformation  univoque.  —  La  droite  D,  est  la  droite  conjointe 
et  contient  les  sommets  B  et  Cdu  triangle  inscrit  dans  les  coniques  U, 
V  et  T. 

On  obtient  les  subdivisions  suivantes  : 

i°  La  droite  conjointe  ne  passe  pas  par  l'origine 
D(  =  u{x  -t-  vt  y  -+-  Wi, 


(ViK 


xDi        xDo-h y{ay-+-  b 


j  di|-  ('|D,+  «i(flfv+  b)\  . 

L  »i  J 


Cas  particuliers.  —  La  conique  T  contient  la  droite  conjointe;  la 
droite  conjointe  est  la  droite  de  l'infini,  T  étant  linéaire. 
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2°  La  droite  conjointe  passe  par  Vorigine 


(VI)i 


y 


«2^  -f-  i>2j  h iii ! L^_J L      +  ayt 


x(u3X  -+-  l^  -+-  H-'3)  +  «  1 

3°  /,rt  conique  V  contient  la  droite  conjointe 


(VI)i 


.>' 


a:(M1ar-l-i',i^)       ("i^-H^jX"*^--^?^-:-"^)       a?  Ds-t- i>i  (Pî,y-«- w»j) 


4°  £a  droite  conjointe  est  la  droite  de  l  infini,   T  étant  quadra- 
tique 


«i.r        .r(a2  A  -t-  62)  -i-  èj'       x(a3l  -+-  63/)  -t-  6 

Transformation  quadratique  perspective.  —  En  perspective 
d'observation,  on  est  amené  à  considérer  la  transformation  quadra- 
tique univoque 

x>  _  y_  _    ' 

rf  étant  «ne  constante,  la  distance  de  l'œil  au  tableau. 
La  transformation  inverse  est 

x  y  i 


x'd      a/*+y*     y 

Ces  transformations  ont  pour  axe  de  correspondance  x  ==  o  ;  on 
voit,  pour  la  première,  que  la  conique  V  contient  la  droite  conjointe 
[transformation  (V1)LJ;  pour  la  seconde,  que  la  droite  conjointe  est 
la  droite  de  l'infini,  T  étant  linéaire  [transformation  (YI)(i,  cas  par- 
ticulier]. 

Classe  Vil.  —  Les  caractéristiques  n'ont  pas  de  partie  commune. 
—  C'est  la  classe  la  plus  générale  qui  comprend  toutes  les  transfor- 
mations ne  rentrant  pas  dans  les  classes  précédentes.  Four  établir 
des  subdivisions  dans  cette  catégorie,  il  faudra  chercher  d'autres 
critériums  que  les  caractéristiques  ou  l'existence  d'un  pôle. 
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SÉANCE  DU   13  MAI   1914. 


PRESIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 


Conférence  de  M.  Ha  raid  Bohr,  Sur  la  fonction  £(s) 
de  Riemann . 

La  fonction  K(s)  de  Riemann,  où  s  =  a-\-it  désigne  la  variable 
complexe,  est  définie,  comme  on  sait,  dans  le  demi-plan  c>  r  par  la 
série  absolument  convergente 


V   ï  iii 

,(')  =     7    —  =   I   H !"  —  +  T 


La  série  étant  uniformément  convergente  pour  a>  ï  +  ô  (o  >  o),  on 
voit  immédiatement  que,  dans  ce  demi-plan  <j  >  ï,  la  fonction  Ç(s) 
est  une  fonction  holomorphe.  A  la  vérité,  la  fonction  Ç(s)  définie  par 
la  série  pour  cr  >  ï  existe,  comme  l'a  prouvé  Riemann,  dans  tout  le 
plan;  c'est  une  fonction  uniforme  et  méromorphe,  ayant  pour  seule 
singularité  un  pôle  simple  au  point  s  =  ï  ;  autrement  dit,  la 
fonction  Ç(s). (s —  ï)  est  une  fonction  entière.  Pour  mettre  en  évi- 
dence le  fait  que  la  fonction  Ç(s),  définie  d'abord  seulement  pour 
a>i,  peut  être  prolongée  dans  tout  le  plan  comme  une  fonction 
uniforme  et  méromorphe,  le  procédé  suivant  est  peut-être  aujourd'hui 
le  plus  simple.  On  multiplie  la  fonction  Ç(5)  par  le  facteur  (  ï  —  21— *), 
qui  a  un  zéro  pour  5=1  et  l'on  en  déduit  immédiatement  que, 
pour  g  >  1 , 

£(s)(i  —  7.'-*)  =  1  —  -  -+-  ^  —  4-  -+-  •••! 

'Xs  3S  4% 

c'est-à-dire  que  Ç  (  .ç  )  (  1 — 21"*)  est  représentée  parla  série  de  zêta 

avec  des  signes  alternés.  Mais  cette  dernière  série  est,  comme  je  l'ai 

prouvé,  sommable  dans  tout  le  plan  par  les  moyennes  de  Cesaro  et, 

même  uniformément  dans   tout  domaine  fini;  c'est  un  cas  spécial  de 

la   théorie   générale   de   la   sommabilité   des   séries   de  Dirichlet.  On 

en  déduit  immédiatement  que  cettesérie  représente  une  fonction  9(5) 

régulière    dans    tout    le    plan,    c'est-à-dire    une    fonction    entière. 

•                           o  (  s } 
Ainsi  £(.?)  —  — '■ ■ — existe  dans  tout  le  plan,  et  c'est  une  fonction 
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uniforme  et   méromorphe.   pour  laquelle  on  peut  montrer  aisément 

nue.    parmi   les   pôles  éventuels,  c'est-à-dire   les   zéros    i+t —  du 
'      _  loga 

dénominateur  i  —  2I_S,  c'est  seulement  le  point  s  =  i  qui  est  vérita- 
blement un  point  singulier  de  Ç(s). 

Pour  prolonger  Ç(s)  définie  d'abord  pour  a  >  i  sur  tout  le  plan 
complexe,  Riemann  a  suivi  la  voie  suivante  :  Il  représente  Ç(s), 
multiplié  par  un  facteur  simple,  à  l'aide  d'une  intégrale  complexe, 
prise  sur  un  certain  contour.  De  cette  représentation  il  ne  conclut  pas 
seulement  que  (s —  i)Ç(s)  est  une  fonction  entière,  mais  aussi, 
d'une  manière  très  élégante,  en  déformant  le  chemin  de  l'intégration, 
que  t(s)  satisfait  à  une  équation  fonctionnelle  de  la  forme  suivante  : 

Us)  =Z(i  — s)  F  (s), 

où  F  (s)  est  une  fonction  composée  de  la  fonction  Y(s)  et  des  fonctions 
élémentaires,  c'est-à-dire  une  fonction  que  l'on  connaît  presque  com- 
plètement. Cette  équation  fonctionnelle  combine  les  valeurs  de  la 
fonction  £(s)  aux  deux  points  s  et  i  — s.  c'est-à-dire  en  deux  points 

symétriquement   situés    par    rapport    au   point  s  =  -  •  Ainsi,  si  l'on 

connaît  par  exemple,  l'allure  de  ~(s)  dans  le  demi-plan  a  >  -■>  1  équa- 
tion fonctionnelle  permet  d'en  étudier  l'allure  dans  le  demi- 
plan  <7<^-;  ou   bien,  si   par  exemple  on   a   trouvé  des  propriétés  de 

Ç(s)  pour  c  >  i ,  l'équation  fonctionnelle  permet  d'en  déduire  des 
propriétés  pour  le  demi-plan  c  <  o. 

Dans  le  demi-plan  a  >  i ,  £(.s)  est  représentée  par  la  série    /■  —  > 

mais  on  a  aussi,  comme  on  le  démontre  immédiatement,  une  autre 
représentation  dans  ce  même  demi-plan,  la  représentation  suivante 
par  un  produit  infini 


=2^=n 


i 
i  — 

ps 


où  p  parcourt  à  la  suite  des  nombres  premiers  2,  3,  5,   .... 

Il  faut  remarquer,  en  passant,  que  c'est  grâce  à  cette  identité,  due 
à  liuler, 


2^n 


P< 
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que  la  fonction  zêta  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des 
nombres  premiers.  La  raison  en  est  d'une  manière  générale  la  suivante. 
On  a  ici  une  identité  où,  dans  l'un  des  membres,  les  nombres  premiers 
apparaissent  d'une  manière  explicite,  tandis  que  dans  l'autre,  ils  ne 

figurent  qu'implicitement.  Ainsi  donc,  on  peut  étudier  la  série   / 1  — 

sans  rien  connaître  sur  les  nombres  premiers,  parce  qu'ils  ne  parais- 
sent pas  explicitement,  et  ayant  étudié  cette  série,  on  peut  par 
l'identité  d'Euler,  des  propriétés  trouvées  sur  Ç(s),  tirer  des  consé- 
quences sur  les  nombres  premiers. 

La  théorie  de  la  fonction  zêta  est  aujourd'hui  si  vaste,  qu'il  est 
impossible  dans  une  conférence  de  suivre  celte  théorie  dans  toutes  les 
directions  où  elle  s'est  développée.  Je  ne  m'occuperai  pas  du  tout  ici 
de  l'application  de  la  fonction  zêta  à  la  théorie  des  nombres  premiers, 
et  me  consacrerai  entièrement  à  l'étude  de  la  fonction  zêta  au  point 
de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  ?2n  effet,  c'est  à  l'élude 
des  propriétés  analytiques  de  la  fonction  zêta  que  les  mathématiciens, 
dans  ces  dernières  années,  se  sont  de  plus  en  plus  attachés,  et  pour 
la  théorie  des  nombres  premiers,  c'est  aussi  l'étude  des  propriétés 
analytiques  de  zêta,  et  en  particulier  l'étude  de  la  situation  des  zéros, 
qui  est  aujourd'hui  de  la  première  importance.  On  a  en  effet  poussé 
la  théorie  des  nombres  premiers  plus  loin  que  la  connaissance 
actuelle  des  propriétés  analytiques  de  Ç(s)  ne  peut  la  soutenir;  c'est 
ainsi  qu'on  a  prouvé,  en  introduisant  des  hypothèses  sur  les  zéros  de 
zêta,  quelques  théorèmes  fondamentaux  sur  les  nombres  premiers, 
mais  on  n'a  pas  jusqu'ici  réussi  à  vérifier  si  ces  hypothèses  sont  exactes 
ou  non. 

Mais  reprenons  le  fil  de  notre  développement  systématique.  Du 
fait  que  K(s)  dans  le  demi-plan  <t>>  i  est  représentée  par  un  produit, 
on  conclut  immédiatement  que  K(s)  est  différent  de  zéro  pour  a  >  i . 
Soit  maintenant  s  un  point  du  demi-plan  a  •<  o.  Alors  i  —  s  est  un 
point  du  demi-plan  a  >■  i  et  l'équation  fonctionnelle 

Ç(*)  =  Ç(i -*)*(*) 

nous  montre  immédiatement  que  les  zéros  de  Ç(s)  pour  a  <  o  sont 
les  mêmes  que  les  zéros  de  F(s),  parce  que  i  — s  étant  un  point  du 
demi-plan  er>i,  le  facteur  Ç(i  — .s)  est  différent  de  zéro.  Mais  la 
fonction  F(s),  composée  de  la  fonction  Y(s)  et  des  fonctions  élé- 
mentaires, a,  comme  on  le  démontre  immédiatement,  dans  le  demi- 
plan  <j  >  o  des  zéros  simples  pour  s  =  —  2,  — 4,  — 6,  ...  et  seule- 
ment en  ces  points.  Il  en  résulte  qu'il  en  est  de  même  pour  £(*).  En 
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résumé,  nous  avons  obtenu  ce  résultat  que  £(s)  est  différent  de  zéro 
pour  <7  >  i  et  que,  pour  a  <  o,  il  a  des  zéros  simples  aux  points 
s  —  —  2,  — 4>  •••>  et  en  ces  points  seulement.  On  appelle  généra- 
lement les  zéros  situés  sur  l'axe  négatif,  les  zéros  trivials  de  %{s). 

M.  Hadamard  et  M.  de  la  Vallée-Poussin  ont  démontré  le  fait 
important  que,  sur  la  droite  a  =  i ,  la  fonction  £  (s)  est  aussi  ^  o. 

II  en  résulte,  grâce  à  l'équation  fonctionnelle,  que  Z(s)  est  ^£  o 
aussi  sur  la  droite  ?  =  o,  c'est-à-dire  sur  l'axe  imaginaire.  Ainsi,  s'il 
existe  des  zéros  en  dehors  des  zéros  trivials  sur  l'axe  négatif,  ces 
zéros  appartiennent  certainement  à  la  bande  o<j<i,  ou,  comme 
l'on  dit  souvent,  à  la  bande  critique  de  Ç(s). 

On  sait  que  Riemann,  dans  son  célèbre  Mémoire  sur  les  nombres 
premiers,  a  formulé  des  hypothèses  diverses  à  l'égard  des  zéros  dans 
la  bande  critique,  hypothèses  qui  sont  aujourd'hui  toutes  prouvées, 
excepté  une  seule,  qu'on  désigne  comme  l'hypothèse  de  Riemann.  et 
sur  laquelle  j'insisterai  tout  à  l'heure. 

D'abord  Riemann  a  supposé  qu'il  existe  une  infinité  de  zéros  o  dans 
la  bande  critique  et,  de  plus,  que  la  fonction  £(.$)(,?  —  i)est,  suivant 
le  langage  actuel,  une  fonction  entière  du  genre  i,  c'est-à-dire 
que  £(s)  (s  —  i)  est  représentée  dans  tout  le  plan  par  le  produit  cano- 
nique 

(i-i)Ç(i)  =  ««*«-^ ]  J(i  —  -)«P» 


r    - 


p 


où   a   et   b  sont  des   constantes,  le  facteur  — ; donne  les  zéros 

r(H 

trivials  s  =  — 2,  — 4)  •••  et  0  parcourt  les  zéros  dans  la  bande  cri- 
tique. Il  est  bien  connu  que  M.  Hadamard  a  prouvé  la  vérité  de  ces 
deux  hypothèses,  à  l'aide  de  la  théorie  des  fonctions  entières  de  genre 
fini,  qu'il  a  créée  dans  ce  but. 

Des    recherches    de    M.   Hadamard    il    résulte    en    outre    que,  par 

exemple,   51  F",   est  divergente,  taudis  que   \j — ^  est  convergente. 

Ces  deux  derniers  résultats  sur  les  zéros  p  donnent,  évidemment,  des 
renseignements  sur  la  distribution  des  p.  Le   premier,  c'est-à-dire  la 

divergence  de  51  ïTj  »  exprime  que  les  p  ne  tendent  pas  trop  vite 
vers  l'infini,  tandis  que  l'autre,  la  convergence  de  ^rrn»  donne  au 
contraire  une  limite  inférieure  de  cette  croissance.  Mais   Riemann   a 
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énoncé  une  hypothèse  beaucoup  plus  précise  sur  la  distribution  des  p, 
la  voici  :  Soit  T  un  nombre  positif,  et  soit  N(T)  le  nombre  des 
zéros  p  =  fi  -h  iy,  pour  lesquels  o  <  y  <  T,  c'est-à-dire  le  nombre 
des  racines  non  triviales  qui  sont  situées  entre  l'axe  réel  et  la  droite 
parallèle  t  =  T.  Alors  Riemann  a  supposé  que 

N(T)  =ATlogT-+-BT-f-R(T), 

où  A  et  B  sont  des  constantes  numériques,  et  où  le  reste  R(ï)  est 
pour  T  tendant  vers  l'infini  plus  petit  que  K.logT,  K  étant  une  cons- 
tante, ce  qu'on  peut  écrire  avec  la  notation  de  M.  Landau  : 

N(T)  =  ATlogT-t-BT-+-0(logT)  (  •  ). 

Remarquons  en  passant  que,  pour  étudier  les  zéros  de  t(s).  il  suffit 
d'étudier  les  zéros  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  l'axe  réel,  car  Ç(s) 
étant  réelle  pour  s  réel  prend  des  valeurs  conjuguées  en  des  points  s 
conjugués,  et  il  en  résulte  que,  si  (3  —H-  îy  est  un  zéro,  3  —  iy  en  est 
aussi  un,  et  inversement. 

C'est  un  des  grands  mérites  de  M.  von  Maugold  dans  la  théorie  des 
nombres  premiers,  que  d'avoir  démontré  la  vérité  de  l'hypothèse  de 
Riemann  sur  -"N(T).  La  méthode  de  démonstration  de  M.  von  Man- 
goldt,  qui  repose  essentiellement  sur  les  résultats  de  M.  Hadamard, 
peut  être  esquissée,  sans  entrer  dans  les  difficultés,  comme  il  suit  : 
Le  nombre  des  racines    d'une    fonction    holomorphe  /(s)    dans    un 

domaine  donné  étant  égal   à   l'intégrale   .    /  't, — :  ds  prise  sur  le 

±-i  J    J(s) 

contour  du   domaine,    on    voit  immédiatement  que    N(T)    est    égal 

à  :    /    ^ — —  ds,  où    l'intégrale   étant   prise    sur  le    contour  du  rec- 

2-ki  J    £(*) 

tangle  PQRS  {fig.  i),  où  par  exemple 

P  =  2,        Q  =  2+ïT,        R  =—i-+-  j'T,        S=  — i, 

et  où  l'on  a  évité  le  pôle  s  =  i  et  les  zéros  éventuels  sur  la  droite  /  =  T 
par  de  petits  demi-cercles.  D'abord,  on  a  /  =const.,  c'est-à-dire 
indépendante  de  T.  Ensuite,  on  prouve  facilement,  à  l'aide  de  l'iden- 


(')  M.  Landau  désigne  par  O  [/(()]>  ou  /(O  est  unc  fonction  positive,  toute 
fonction  g(  t),  qui  pour  t  suffisamment  grand  est  en  valeur  absolue  plus  petite 
que   K  -fit). 
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lité    d'Euler,    que    /    =0(i),    c'est-à-dire    est    plus    petite    qu'une 
Jtq 

constante  indépendante  de  T;  et,  à  l'aide  de  l'équation  fonctionnelle, 

on  trouve  sans  difficulté  que 

— .    f  =  ATlogT-t-BT-i-O(i), 

où  À  et  B  sont  exactement   les   constantes  numériques  de  la  formule 

RI—  — IQ 


xS 


S 

Fie  t. 


P 


de  Riemann-von  Mangoldt.  En  résumé,  nous  avons  trouvé  que 

N(T)  =  ATlogT  +  BT  +  0(i)  +  -U   f  y^ds. 

>■  ret  J0R    1,1.  a  » 

Jusqu'ici,  nous  n'avons  eu  aucune  difficulté,  et.  en  vérité,  l'expres- 
sion    trouvée    était    connue    longtemps    avant     les    recherches    de 

M.  von  Mangoldt.  Il  reste  à  apprécier    /    ,  c'est-à-dire  l'intégrale  sur 

«^OR 

la  droite  3  -+-  «T,  —  i  -+-  iT  traversant  la  bande  critique.  C'est  l'éva- 
luation de  cette  intégrale  qui  constitue  toute  la  difficulté.  Le  résultat 
obtenu  par  M.  von  Mangoldt,  par  des  artifices  très  élégants,  est  que 
cette  intégrale  est  égale  à  O(logT),  c'est-à-dire  plus  petite  que 
KlogT. 

Nous  nous  tournons  maintenant  vers  l'étude  d'un  autre  problème 
important  pour  la  théorie  de  la  fonction  zêta  elle-même  et  pour  les 
applications,  savoir  le  problème  concernant  la  croissance  de  £(*"), 
quand  s  tend  vers  l'infini  dans  une  direction  parallèle  à  la  bande  cri- 
tique, c'est-à-dire  à  l'axe  imaginaire. 

Soit  cr0  un  nombre  réel  quelconque;  on  démontre  aisément  que,  sur 
la  droite  verticale  a  =  <70,  la  fonction  Ç  (s)  ne  tend  pas  vers  zéro,  mais, 
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d'autre  part,  qu'elle  ne  croît  pas  plus  vite  qu'une  puissance  de  l'or- 
donnée t,  c'est-à-dire   qu'il  existe   une  constante   a  =  a(a0)   dételle 

manière  que 

Ç(ff0+^)=  0(*«), 

Soit,  pour  o"0  fixe,   [j.  =  fj.(>70)    la  limite    inférieure   de    toutes  les 
valeurs  de  a  pour  lesquelles 

Ç(<y0-t-i"O=O(<a), 

c'est-à-dire  soit /jl(<70)  le  nombre  fini  non  négatif  pour  lequel  £(<70+tO 
est  égal  à  0  (^'<7o)-+-£)  pour  tout  6  positif,  mais  n'est  pas  égal 
à  O  (jP^o'-6)  pour  aucun  e  positif.  Nous  voulons  étudier  la  fonc- 
tion pt.  — jjl(o-)  définie  pour  toute  valeur  réelle  de  a,  ou,  comme  on 
dit  généralement,  la  courbe  \x.  Soit  d'abord  a0  un  nombre  >•  i  ;  alors 
on  déduit  immédiatement  du  produit  d'Euler  l'existence  de  deux 
constantes  positives  A(<70)  et  K(o-())  de  telle  manière  que,  pour  toute 
valeur  réelle  de  £, 

*<|Ç(ff0-W*)|  <K. 

11  s'ensuit  que,  pour  a  >>  i ,  [J-(<7)  est  égale  à  zéro,  c'est-à-dire 
pour  a  >  i  la  courbe  [j.  concorde  avec  l'axe  réel.  Après  avoir  déterminé 
la   fonction   jji    pour  <7>i,  on    en    peut   immédiatement  conclure,  à 


\N 


M 


Fig.    !. 

l'aide  de   l'équation   fonctionnelle,  la   valeur  de  la   fonction   \x  pour 
tout  <7  <<  o.  On  trouve  que,  pour  a  <  o,  la  fonction  |jl  est  déterminée 

par  \j.  = a,   c'est-à-dire   que   la   courbe  (a  est,  pour  a  <  o,  une 

demi-droite  parlant  du   point  L  de  coordonnées   (o,-)   et  ayant  le 
coefficient  angulaire  —  i . 
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II  reste  à  étudier  la  fonction  f/.  dans  la  bande  critique.  M.  Lindelôf 
a  démontré,  à  l'aide  des  recherches  générales  de  M.  Phragmen  et 
M.  Lindelôf  lui-même,  concernant  les  fonctions  analytiques  dans  les 
environs  d'une  singularité  essentielle  (dans  notre  cas  5  =  00),  que  la 
fonction  f/.  =  tj.  ( a )  est  une  fonction  continue  et  de  plus  une  fonction 
convexe,  c'est-à-dire  que  si  P  et  Q  sont  deux  points  sur  la  courbe  jji, 
alors  la  partie  de  la  courbe  entre  Pet  Q  n'a  pas  de  point  au-dessus  de 
la  droite  PQ.  Il  s'ensuit  immédiatement  (Jig-  2)  que,  dans  la  bande 
critique,  la  courbe  L  est  contenue  dans  le  triangle  MNL  (le  périmètre 
inclus),  car  il  est  évident  qu'une  courbe  convexe  qui,  pour  7>i, 
tombe    sur    l'axe    réel,    et     qui.     pour    a  <  o,    est   donnée    par    la 

droite  /ji  = <7,  ne  peut  contenir  aucun  point  au-dessus  de  ML  ou 

au-dessous  de  la  ligne  brisée  MNL.  Les  recherches  de  M.  Lindelôf 
ne  permettent  pas  de  déterminer  d'une  manière  complète  la  courbe  \x 
dans  la  bande  critique,  et  celte  détermination  est  aujourd'hui  un 
problème  non  résolu.   M.  Lindelôf  a  supposé  que   la  courbe  \i.  tombe 

sur  l'axe  réel,  non  seulement   pour   n  >■  1 ,  mais   encore  pour  <r>—  j 

c'est-à-dire  que  \x  soit  égal  à   zéro  pour  cr>  — •  Dans  la  suite,  nous 

verrons  que  M.  Littlewood  a  réussi  à  prouver  que,  si  l'hypothèse  de 
Riemann  sur  les  zéros  de  zêta  est  vraie,  l'hypothèse  de  M.  Lindelôf 
sur  la    courbe  /x   l'est    aussi.   M.  Lindelôf   a    ajouté    encore,   que    si 

pour  a  >  — \-  0   (le  pôle  s  —  t   exclu  par  un   petit  cercle)  la  valeur 

absolue  de  Ç (s)  n'est  pas  bornée,  ce  qui  dit  beaucoup  plus  que  u  =  o 

pour  a>-i   la  fonction  zêta   devrait  avoir  à    plusieurs  égards   des 

propriétés  assez  curieuses.  Mais  l'hypothèse,  sous  cette  forme  plus 
précise,  n'est  pas  exacte.  En  vérité,  la  fonction  Ç(s)  n'est  pas  bornée 

pour  a  > — 1- ô,  même  pas,  comme  je  l'ai  prouvé,  dans  le  demi- 
plan  er  >  1  (le  pôle  exclu),  mais  seulement,  ce  qu'on  voit  immédia- 
tement, pour  a  >  1  -t-  0;  et  en  effet,  comme  l'a  énoncé  M.  Lindelôf,  la 
fonction  zêta  a  des  propriétés  analytiques  qui,  au  premier  abord, 
semblent  être  assez  remarquables. 

Pour  prouver  que  Ç(s)  et  d'ailleurs  aussi  =y— r  ne  sont  pas  bornées 

-(  s) 

dans  le  demi-plan  o  >  1 ,  nous  étudierons  d'une  manière  générale  les 
valeurs  que  prend  Ç(s)  sur  une  droite  fixe  a  =  <70>  ou  °o  est  >  l .  La 
méthode  à  employer  repose  essentiellement  sur  un  théorème  de 
Kronecker  sur  les  approximations  diophantiques.  Je  me  permettrai 
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déparier  d'une  manière  un  peu  détaillée  decelte  méthode  arithmétique, 
qui  s'est  montrée  assez  utile  aussi  dans  la  théorie  générale  des  séries 
de  Dirichlet.  Pour  étudier  les  valeurs  que  prend  K(s)  sur  la  droite 
C7  =  0"o>i?  c'est-à-dire  les  valeurs  que  prend  £(<j0->rit),  quand  avarie 
de  —  ce  à  -+-  ce,  nous  partons  du  produit  d'Euler 


«'>=llldî?. 


Pu 

n  =  J 

où  p„  désigne  le  «ièmc  nombre  premier.  Pour  s  =  g0  -+-  it,  on  a 

p-s  =  py^o+it)  =  p-aa  e-itiogj,^ 

c'est-à-dire  que  py/  a  pour  module  p~a"  indépendant  de  t,  et  pour 
argument  /jl„  =r  fx„  (t)  =  —  t  log/j„.  Nous  aurons  ainsi 


L( 


it) 


n 


i  —  pjf»  e'\>»  ' 


où  les  nombres  /J-i,/ju,  ....\xn, ...,  sont  des  fonctions  (/jl„  —  —  /  logj9B) 
de  la  variable  réelle  t.  Mais  en  vérité,  on  peut  démon Irer  que  ces 
arguments  jjl,,  /j.2,  ...,  jji„,  ...,  en  nombre  infini,  qui  sont,  je  le 
répète,  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  t,  se  comportent 
à  plusieurs  égards  tout  à  fait  comme  si  elles  étaient  des  variables 
indépendantes.  D'une  manière  précise,  si  N  est  un  nombre  entier, 
et  ©i,  <p2,  .  .  . ,  cp^  sont  N  nombres  réels  quelconques,  il  existe  une  valeur 
de  t  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  =  i ,  2,  . .  . ,  N,  l'argument 
y.n  =  \J-n{t)  diffère  (mod27r)  d'un  nombre  donné  o„  de  moins  de  £ 
donné,  c'est-à-dire  que  les  N  inégalités 


|  —  t\o»pn  —  o,t  —  i- 


(n  =  i,2,  ...,N) 


où  gi,  go,  ...,  gx  sont  des  nombres  entiers,  sont  toutes  rem- 
plies. L'existence  d'une  valeur  de  t  satisfaisant  aux  inégalités  en 
question  se  démontre  comme  suit.  En  divisant  par  277,  les  inégalités 
prennent  la  forme 


los/>„ 


<  —         (rt  =  i,a,...,N). 


Or,  Kronecker  a  démontré  que  les  N  inégalités 

1 1  an  —  pn—  gn  |  <  s'         O  =  1  ,•>.,... .  N), 
où   s,,  (3i, 3N  sont   les  nombres  réels  arbitraire  et  s' arbitrairement 
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petit,  peuvent  toujours  être  satisfaites  par  une  valeur  réelle  de  t  et 
N  nombres  entiers  gu  g2,  ...,  gN,  si  les  au  a,,  ...,  av  sont  linéaire- 
ment indépendants,  c'est-à-dire  s'il  n'existe  aucune  relation  de  la 
forme 

Gt  ai  -+-  G2  a2  -t-  . . .  -+-  C.\-  a>  =o, 

où  les  G  sont  des  entiers  non  tous  nuls.  Dans  notre  cas  y.n  = 2i_^  • 

■>.~    ' 

et,  fort  heureusement,  il  n'existe  aucune  relation  C,^ -+-... -|-  CNa.N  =  o. 
c'est-à-dire 

Ci  log/?,  -+-...  -+-  CN  \ogpy  =o. 

C'est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  fondamental  sur  la 
décomposition  unique  d'un  nombre  entier  en  facteurs  premiers;  en 
effet,  ce  théorème  dit  que  si  C(  ....  C>  sont  des  entiers,  qui  ne  sont 
pas  tous  nuls,  pÇ». ../>§"  est  toujours  différent  de  i,  c'est-à-dire 
que  C,  log/>,  -+-..-+  Ch  \og pn  est  toujours  différent  de  zéro.  Après 
avoir  constaté  de  cette  manière  que  les  arguments  jlx,  u2  ...  sont  de  la 
sorte  indépendants  les  uns  des  autres,  il  est  naturel  d'envisager  en 
même  temps  que  la  fonction 


Ç(«r0  +  »O=3'J 


n=i 


I  —  P^0  <-'"''"  ' 


où  les  /jl/i  sont  des  fonctions  de  la  variable  t,  la  fonction  d'une  infinité 
de  variables  réelles  indépendantes 


F(?i,?ï,  •  ••,  <P«,  •••>  =  ] 


n=r 


i  —  p-**e«f' 


Soit  U  =  U(j0),  l'ensemble  des  valeurs  que  prend  Z(a0-\-i() 
quand  t  varie  de  —  oo  à  -+-  oo  ,  et  soit  de  plus  Y  ~  \  (a0)  l'ensemble 
des  valeurs  que  prend  la  fonction  F(ç>,,  9,,  ...,  o„,  ...),  quand  les 
variables  réelles  mt,  q2,  ...,  on  ...  varient  indépendamment  les  unes 
des  autres  de  o  à  -i~.  Alors  en  faisant  usage  du  théorème  de  Kronecker 
on  prouve  que  l'ensemble  U,  qui  est  évidemment  contenu  dans 
l'ensemble  V,  est  partout  dense  dans  V.  Mais  l'importance  dans  la 
théorie  de  zêta,  de  l'ensemble  V  introduit  ci-dessus  des  valeurs,  que 
prend  le  produit  F(  9,  cps ...  on  ...  )  quand  les  variables  o,,  9.,,  ...,  <p„ti  ... 
varient  indépendamment  les  unes  des  autres,  est  encore  plus  grande. 
Soit,  en  effet,  W  l'ensemble  des  valeurs  que  prend  Ç(s),  non  pas  sut- 
la  droite  o"  =  o"0,  mais  dans  le  voisinage  infiniment  petit  de  la 
droite  ct  =  <70,  c'est-à-dire  soit  W  l'ensemble  de  toutes  les  valeurs  h, 


—  62  — 

telles  que,  pour  tout  o  >  o,  l'équation  Ç(s)  =  w  ait  au  moins  une 
racine  dans  la  bande  a0  —  ô  <  a  <  a0  -f-  ô.  Alors  on  peut  démontrer 
que  ce  dernier  ensemble  W  est  identique  à  l'ensemble  V.  On  voit  que, 
pour  l'étude  des  valeurs  que  prend  la  fonction  X(s)  sur  la  droite 
a  =  o"0  et  dans  le  voisinage  immédiat  de  celte  droite,  c'est  vraiment  le 
produit  F(cpi  a>2. ••?«.••  )  d'une  infinité  de  variables  qu'on  doit  envi- 
sager. Mais,  dans  ce  dernier  produit,  les  facteurs 


/«  = 


—  p-°.e'9n 


varient  indépendamment  les  uns  des  autres.  Quand  <s>n  varie  de  o  à  271, 
le  nombre  «„=/)^'e'ï»  parcourt  dans  le  plan  complexe  un  cercle  de 
centre  o  et  de  rayon  pjf0.  Par  suite,  le  nombre  fn  parcourt  lui  aussi 
un  cercle  C,n  savoir  le  cercle,  qui  se  déduit  du  cercle  \xn  |  =/»/»  par 

la  transformation  linéaire  fn  = Les  facteurs  fx,  f.2,  .  .,/„,  ... 

1       x  a 

parcourent  donc,  indépendamment  les  uns  des  autres,  des  cercles 
C,,  G2,  ...,G«,  ....  qui,  comme  on  le  voit  immédiatement,  contien- 
nent tous  le  point  1  à  l'intérieur  et  sont  tels  que  le  rayon  du 
nième  cerc|e  Qn  tende  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
Ainsi,  l'ensemble  V  des  valeurs  que  prend  la  fonction  F(cpi,cp2, ...  )  est 
l'ensemble  des  points  dans  le  plan  complexe,  obtenu  par  la  multipli- 
cation d'une  infinité  des  cercles  G,,  C2,  ...,  G«,  ...,  c'est-à-dire 
l'ensemble  des  valeurs  j\fi-  .  .fn-  .  . ,  où  J\  est  un  point  quelconque 
sur  C,,  f2  un  point  quelconque  sur  C2,  etc.  La  détermination 
de  cet  ensemble  est  un  problème  tout  à  fait  géométrique.  Je  ne  peux 
pas  ici  entrer  dans  les  détails.  Mais  je  veux  me  restreindre  à  cette 
remarque  que,  comme  on  le  voit  assez  aisément  à  l'aide  de  recher- 
ches géométriques,  cet  ensemble  \ ;z=zY(cr0)  est  pour  a0 assez  voisin  de  1, 
un  domaine  limité  par  deux  courbes  c  et  C  :  c  est  très  petit  et  contient 
le  point  O  à  1  intérieur,  tandis  que  G  est  très  grand.  D'après  les 
théorèmes  mentionnés  ci-dessus,  les  valeurs  de  K(s)  sur  la 
droite  a  =  a0  sont,  je  le  répète,  tous  contenus  dans  ce  domaine  et  y 
sont  partout  denses,  et  les  valeurs  que  prend  Ç(s)  dans  le  voisinage 
immédiat  de  az=a0  sont  exactement  toutes  les  valeurs  du  domaine 
limité  par  c  et  G.  Si  a0  tend  vers  1,  la  courbe  c  tend  vers  zéro  et  la 
courbe  G  vers  l'infini.  Il  résulte  de  là,  en  particulier,  que  la  fonc- 
tion Ç(s)  pour  tout  ô  >•  o  prend  dans  la  bande  1  <  î  <  1+  â  toutes 
les  valeurs  complexes  excepté  seulement  la  valeur  zéro  et  prend 
toutes  ces  valeurs  une  infinité  de  fois. 

L'allure  de  Ç(s)  sur  une  droite  a  —  <j0,  où  a0  est  très  voisin  de  I, 
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semble  indiquer  comme  très  probable  que  les  valeurs  de  zêta  sur  la 
droite  <rr:  i,  limitant  la  bande  critique,  sont  partout  denses  dans 
tout  le  plan  complexe,  et  en  vérité  c'est  ainsi,  comme  M.  Courant 
et  moi-même  l'avons  démontré;  mais  la  démonstration  est  assez 
difficile  parce  que  le  produit  d'Euler  ne  converge  plus  uniformément 
sur  la  droite  cr=  i.  D'ailleurs,  la  méthode  de  M.  Gourant  et  moi-même, 
basée  encore  sur  la  théorie  des  approximations  diophantiques,  nous  a 
permis  de  démontrer  que,  non  seulement  sur  la  droite  c  =  i,   mais 

plus  généralement  sur  toute  droite  a  =  <70  où  -  •<  a0  5  i,    les    valeurs 

que  prend  K(s),  sont  partout  denses  dans  tout  le  plan. 

J'ai  essayé  jusqu'ici  de  vous  présenter  à  grands  traits,  et  sans  entrer 
dans  une  foule  de  questions  dignes  d'intérêt,  une  esquisse  de  la  théorie 
analytique  de  la  fonction  zêta,  c'est-à-dire  de  la  partie  de  cette 
théorie  qui  est  traitée  d'une  manière  complètement  rigoureuse  et 
solide.  Cependant,  on  a,  dans  ces  dernières  années,  poussé  la  théorie 
analytique  de  zêta  beaucoup  plus  loin,  mais  sur  une  base,  il  faut  le 
dire,  qui  n'est  pas  du  tout  solide,  en  supposant  l'exactitude  d'une 
hypothèse  désignée  par  l'hypothèse  de  Riemann.  Cette  hypothèse,  dont 
on  n'a  pas  réussi  à  démontrer  la  vérité,  est  que  les  zéros  dans  la  bande 

critique  o  ■<  g  <  i  sont  tous  situés  sur  la  droite  u  =  -•  Avant  de  ter- 
miner ma  conférence  en  disant  quelques  mots  sur  les  raisons,  qui 
rendent  cette  hypothèse  assez  probable,  je  veux,  le  plus  rapidement 
possible  et  en  me  limitant  à  deux  exemples  caractéristiques,  indiquer 
la  nature  des  progrès  qu'on  a  pu  faire  en  faisant  usage  de  l'hypothèse 
de  Riemann,  progrès  qui,  à  divers  égards,  ont  réellement  un  caractère 
assez  définitif.  Mais  d'abord  il  me  semble  utile  de  considérer,  d'une 
manière  générale,  quelle  est  la  raison  pour  laquelle  on  n'a  pu  obtenir, 
en  travaillant  dans  l'hypothèse  de  Riemann,  des  résultats  beaucoup 
plus  précis  sur  l'allure  analytique  de  zêta. 

Commençons  par  mentionner  qu'il  suffit  d'étudier  la  fonction  dans 

le  demi-plan  <?>-->  car  si  l'on  connaît  la  fonction  dans  ce  demi-plan, 
l'équation  fonctionnelle  nous  permet  d'étudier  cette  (onction  dans  le 
demi-plan  a  <  -•  Cela  posé,  rappelons  que  la  fonction  Ç(s)  prend  dans 
le  demi-plan  a  >  -  (en   fait   déjà   dans    le   demi-plan    a  ]>  i  ),    toute 

valeur  différente  de  zéro  et  même  une  infinité  de  fois.  Ainsi,  dans 
l'hypothèse  de  Riemann,  qui,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite,  est 

identique  à   l'hypothèse  que  K(s)   est  différente  de  zéro  pour  a  >  -» 
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et  seulement  si  cette  hypothèse  est  vraie,  il  existe  une  valeur  a.  savoir 
a  —  o,  de  telle  manière  que  £(s)  est  différente  de  a  dans  tout  le  demi- 
plan  en  question  a  ;>  ->  et  c'est  précisément  sous  cette  forme,  c'est- 
à-dire  en  supposant  l'existence  d'une  valeur  exceptionnelle,  qu'on 
emploie,  dans  la  théorie  analytique  de  zêta,  l'hypothèse  de  Riemann. 
La  manière  dont   on   utilise  le  fait,  que  Ç(s)  ne  prend  pas  la  valeur 

zéro  dans   le  demi-plan  a"  >  7 >  consiste  simplement  à  opérer,  avec 

log£(s)  et  non  avec  Ç(s)  elle-même;  en  supposant  que  logÇ(s) 
est  une  fonction  holomorphe,  on  a  implicitement  utilisé  que  Ç(s) 
est  toujours  différente  de  zéro.  Autrement  dit,  dans  l'hypothèse 
de    Riemann,    on    peut     pousser     l'étude    de     log  £(s)    jusqu'à     la 

droite  a-  =  -  et  non  pas  seulement  jusqu'à  la  droite  u  =  1 .  Pour  vous 

donner  une  idée  de  l'importance  d'une  telle  supposition  (ici  la  sup- 
position qu'il  existe  une  valeur  exceptionnelle),  laissez-moi  vous 
rappeler  les  belles  recherches  de  M.  Lindelôf  concernant  la  théorie 
générale  des  fonctions  holomorphes  qui  ne  prennent  pas  dans  un 
demi-plan  cr  >>  <70  deux  valeurs  distinctes,  par  exemple  les  valeurs 
o  et  1.  Il  est  bien  connu  que  M.  Lindelôf  a  démontré  qu'une  fonction 
f(s),  soumise  à  cette  condition  restrictive,  a  des  propriétés  très  simples 
et  ne  peut  pas  du  tout  présenter  une  allure  singulière,  par  exemple 
si  elle  est  bornée  sur  une  droite  a-—  const.,  elle  est  bornée  aussi  sur 
toute  autre  droite  verticale  dans  le  demi-plan  en  question.  On  sait, 
que,  après  le  célèbre  théorème  de  M.  Picard,  on  prouve  de  telles  propo- 
sitions en  prenant  la  fonction  modulaire  def(s).  En  se  servant  de  cette 
fonction  comme  d'une  fonction  holomorphe,  on  a  d'une  manière  im- 
plicite fait  usage  du  fait,  que  f(s)  est  toujours  différent  de  o  et  1 .  Dans 
le  cas  de  la  fonction  Ç(s)  on  a,  d'une  manière  analogue,  en  opérant 
aveclog£(,s)  comme  une  fonction  holomorphe,  utilisé  complètement 
la  supposition  que  Ç(s)  est  toujours  différente  de  zéro  dans  le  demi- 
plan  en  question.  Parmi  les  résultats  obtenus  dans  l'hypothèse  de 
Riemann,  je  veux,  comme  je  l'ai  dit,  me  limiter  à  deux  exemples 
caractéristiques.  Envisageons  d'abord  la  courbe  \x  —  /x(o-)  dont  j'ai 
parlé  plus  haut,  et  qui  indique,  je  le  répète,  la  croissance  de  zêta  sur 
une  droite  verticale  comparée  à  une  puissance  de  l'ordonnée  /.  Dans 
l'hypothèse  de  Riemann,  M.  Littlewood  a  réussi  à  démontrer  que.  en 

effet,  comme  l'a  supposé  M.  Lindelôf,  \y.{a)  =0  pour  tout  1  >  —  ; 
il  s'ensuit,    à   l'aide  de   l'équation  fonctionnelle,   que  ^(o-)  =:  ; ff 
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pour  c  <C  -i  c'est-à-dire  que  la  courbe  fz  se  compose  de  deux  demi- 
droites  se  rencontrant  au  point  s  =  - ■ 

1  '2 

L'autre  théorème,  démontré  par  M.  Landau  et  moi-même  à  l'aide 
d'une  forme  généralisée  du  théorème  de  M.  Picard,  exprime  que  la 
fonction  £(s)  dans  toute  bande  arbitrairement  mince  y.  <  c  <  (3  con- 
tenue dans  la  bande  -<  7<i  prend  toutes  les  valeurs,  excepté  na- 
turellement la  valeur  zéro,  une  infinité  de  fois  ('). 

Considérons  maintenant  les  raisons  qui  ont  conduit  les  mathéma- 
ticiens à  considérer  l'hypothèse  de  Riemann  comme  une  hypothèse 
très  probable. 

D'abord,  il  y  a  une  certaine  symétrie  à  l'égard  de  la  droite  o"  =  -; 

en  effet,  si  p  =  [3  -+-  iy  est  un  zéro  de  zêta  dans  la  bande  critique,  le 
pointconjugué  (3 —  iy  l'est  aussi  et,  d'après  l'équation  fonctionnelle,  il 
en  est  de  même  pour  les  deux  points  i  —  ((3  +  i y )  et  i  —  ( [3  —  iy).  On 
voit  ainsi  qu'un  zéro  p,  qui  n'est  pas  situé  sur  la  droite  a  —  — ,  donne 

naissance  à  trois  autres  zéros  (formant  avec  le  premier  les  sommets 
d'un  rectangle).  Seulement,  dans  le  cas  où  p  est  situé  précisément  sur 

la  droite  a=~,  le  point  conjugué  et  le  point  (i  —  p)  coïncident,  et 

les  quatre  zéros  se  réduisent  à  deux. 

Déplus,  et  c'est  une  raison  assez  forte  pour  admettre  que  l'hypo- 
thèse de  Riemann  est  vraie,  on  a  réussi  à  montrer,  par  des  recherches 
numériques,  que  les  premiers  cinquante  zéros,  c'est-à-dire  les  cin- 
quante  zéros  dont  les   ordonnées  sont  les  plus  petites,  ont  en  vérité 

tous  leur  partie  réelle  égale  à  -• 

Jusqu'à  ces  derniers  temps,  ces  résultats  ont  été  les  plus  forts  argu- 
ments pour  croire  à  la  justesse  de  l'hypothèse  de  Riemann.  Mais  dans 
ces  derniers  mois,  deux,  théorèmes  —  et  dans  deux  directions  tout  à  fait 
différentes  —  ont  été  établis  qui  semblent  affirmer  ultérieurement  la 
vraisemblance  de  l'hypothèse  en  question. 

Le  premier  de  ces  théorèmes,  démonl  ré  par  M.  Landau  et  moi-même, 
exprime  que  presque  tous  les  zéros  dans  la  bande  critique  sont  dans 
un  voisinage  infiniment  petit  de  la  droite  tr=.  —  \  d'une  manière   pré- 

(')  Après  ma  conférence,  j'ai  obtenu  des  résultats  ultérieurs  sur  lr>  valeurs 
de  Ç(s)  dans  la  bande  —  <9  <i.  (C.  II.  de  /'  le.  d.  Se,  29  juin  ioi4-) 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  5 
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cise,   soit  Nj(T)  le  nombre  des  zéros  dont  l'ordonnée  est  plus  petite 
en  valeur  absolue  que  T,  et  qui  appartiennent  à  la  bande 


<-+8, 


tandis  que  N2(T)  indique  le  nombre  des  zéros  dont  l'ordonnée  est  plus 
petite  que  T,  qui  appartiennent  à   la  bande  critique  o  •<  a  <  i ,  mais 

qui  ne  sont  pas  situés  dans  la  bande  mince o  •<  a  <  -  -f-  ô.  Alors 


nous  avons  prouve,  que 


i-m 


quel  que  soit  le  nombre  positif  ô. 

L'autre  théorème,  démontré  il  y  a  quelques  semaines  par  M.  Hardy, 
énonce  qu'il  existe  une  infinité  de  zéros  p  situés  exactement  sur  la 

droite  <r=z-  • 

•2 

En  terminant  ma  conférence,  je  voudrais  dire  deux  mots  sur  les 
raisons  pour  lesquelles  la  fonction  spéciale  Ç(s)  a  joué  un  rôle 
important  dans  les  Mathématiques  du  dernier  demi-siècle,  et  a  été 
étudiée  d'une  manière  si  détaillée.  Sans  doute,  la  fonction  £(s)  s'in- 
troduit d'abord  à  cause  de  son  importance  fondamentale  pour  le 
problème  des  nombres  premiers.  Mais,  abstraction  faite  des  applica- 
tions, l'étude  de  la  fonction  Ç(s)  elle-même  a  aussi  joué  un  très  grand 
rôle  pour  le  développement  de  la  théorie  générale  des  fonctions 
analytiques;  il  suffit  de  rappeler,  une  fois  encore,  que  c'est  dans  la 
théorie  de  la  fonction  Ç(.v)  que  les  recherches  fondamentales  de 
M.  Hadamard  sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini  ont  pris  nais- 
sance. Mais  aussi  pour  la  théorie  moderne  des  fonctions  analytiques, 
la  fonction  £(•?)  semble  avoir  une  importance  individuelle,  si  je  puis 
parler  ainsi.  En  vérité,  la  fonction  £(s)  est  la  seule  fonction  spéciale 
définie  d'une  manière  assez  simple  et  qui  se  présente  d'elle-même, 
pour  l'étude  de  laquelle  on  a  vraiment  besoin  de  tous  les  différents 
résultats  de  la  théorie  moderne  des  fonctions  analytiques,  pour  citer 
quelques  exemples:  les  recherches  fondamentales  autour  du  théorème 
de  MM.  Picard-Landau,  le  théorème  de  Slielljes,  les  résultats  de 
MM.  Phragmen-Lindelôf,  etc. 

En  résumé,  on  pourrait  peut-être  dire  que  l'importance  que  possède 
la  fonction  £(5),  dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  réside  dans 
ce  fait  qu'elle  constitue,  pour  ainsi  dire,  une  pierre  de  touche,  pour 
éj ver  la  vigueur  des  méthodes  de  la  théorie  générale. 
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Communication  : 

M.  Lusin  :  Sur  un  problème  de  M.  Baire.  L'auteur  a  uoonLré  que 
si  l'on  admet  que  la  puissance  du  continu  est  ^,,  il  existe  des  fonctions 
qui  n'appartiennent  pas  à  la  classification  de  M.  Baire. 


SÉANCE     DU     27     MAI     1914. 

PRÉSIDENCE    DE   H.    FOUCHÉ. 

Communication  : 

M.  Pal  :  Sur  les  courbes  et  surfaces  de  M.  Jordan. 

Soit  u  =  V(t),  v  =  G(  t),  o  S  t  5  27T,  une  courbe  simple  fermée  au 
sens  de  M.  Jordan.  M.  Caralhéodory  (*)  a  démontré  que  le  domaine 
fermé  au  plan  w  =  u  •+•  iv,  entouré  par  cette  courbe,  peut  être  re- 
présenté d'une  manière  biunivoque,  continue  et  conforme  sur  le 
domaine  fermé  |s|  =  i  (naturellement,  on  n'exige  la  conformité  que 
pour  les  points  intérieurs  des  domaines).  M.  Fejér  (*)  a  prouvé  que, 
cp(s)  étant  la  fonction  qui  effectue  celte  représentation,  la  série  de 
puissances 

converge  uniformément   même  sur  le  cercle  |^|=  i.  D'où  le  théo- 
rème : 

Si  les  fonctions  u  =  F(t),  r  — G(£)  représentent  une  courbe  de 
Jordan,  on  peut  changer  le  paramètre  t  par  une  transformation 
biunivoque  et  continue  t  =  /?<(:?),  de  telle  manière  que  les  fonctions 
F[m(;3)]  et  G  [m(?j)]  admettent  des  séries  de  Fourier  qui  conver- 
gent uniformément. 

Exisle-t-il  une  telle  transformation  pour  chaque  fonction  continue 
de  période  27:?  Celte  question,  à  laquelle  on  peut  donner  une  réponse 
affirmative  (:{),  a  donné  naissance  à  quelques  questions  intéressantes 
qui  se  rattachent  à  la  topologie  des  courbes  et  surfaces  de  Jordan. 
Voici  quelques  résultats  : 

Etant  donnée  une  fonction  continue  de  période  2  tt,  ce  —  V(t  ),  il 
n'existe  pas  toujours  une  deuxième  fonction  y  =  G(t),  qui  détermine 
avec  F(£)  une  courbe  de  Jordan.  D'ailleurs,  on  connaît  les  conditions 


(')  Carathéodouy,  Math.  Annal..  1.  LXXIII,  191  I,  p.  3o5. 
(')  Kejéh,  C.  R.,  1.  156,  1913,  p.  »6. 
I'al,  C.  /?..  1.  158,  1914,  p-  ")•• 
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nécessaires  el  suffisantes  pour  l'existence  d'une  fonction  complé- 
tante (*). 

Etant  données  deux  fonctions  x  —  F(t),  y  =  G(t)  de  période  27T, 
il  n'existe  pas  toujours  une  troisième  fonction  z  =  ll(t),  qui  déter- 
mine avec  F  (t)  elG(t)  une  courbe  de  Jordan  de  l'espace.  Cependant, 
l'existence  d'un  unique  point  simple  de  la  courbe  x  =  F  (t ),  y  =:G  (t) 
suffit  pour  l'existence  d'une  fonction  complétante  z  =  H(t)  (2). 

M.  Tietze  (3)  donne  de  nouvelles  démonstrations  de  ces  résultats; 
ses  démonstrations  reposent  sur  quelques  théorèmes  intéressants  re- 
latifs aux  fonctions  bornées  définies  sur  un  ensemble  borné  A  et 
continues  pour  les  points  d'un  sous-ensemble  fermé  de  A.  En  outre, 
M.  Tielze  donne  une  formule  explicite  qui  résout  la  question  suivante  : 
Soit  B  un  ensemble  fermé  situé  sur  le  cercle  x"-  -+-  y'-=i  ■>  et  soit 
f(x,  y)  une  fonction  définie  sur  B  et  continue  en  chaque  point  de  B  : 
construire  une  fonction  continue  sur  le  cercle,  qui  coïncide  sur  B 
avec  la  fonction  donnée. 

MM.  Borel  et  Lebesgue  présentent  quelques  remarques  au  sujet  de 
la  Communication  précédente. 


SÉANCE     DU     10    JUIN     1914. 

PRÉSIDENCE    DK    M.    VESSIOT. 

Communications  : 


M.  Halphen  :  Résumé  du  travail  exposé  par  l'auteur  au  Congrès 
de  l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences,  tenu  à 
7 unis  en  i  g 1 3. 

M.  Fouché  :  Sur  une  question  d'approximation  numérique. 


SÉANCE   DU   24  JUIN    1914. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOUCHÉ. 

Communications  : 

M.  Uadamard  :  Sur  le  module  maximum  d' une  fonction  et  de  ses 
dérivées. 

(')  l'A;..  ./.  de  Crelle,  t.  I  i3,  "h  '>.  p.    tg4. 
(:)  Pâi.,  ./.  (/«•  Crelle,  t.   144,  igi4,  p.  >• 
(3)  Tietze,  J.  de  (relie,  t.  144,  1914,  p.  '  •">■ 
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Les  remarques  qui  vont  suivre  ont  pour  point  de  départ  un  théo- 
rème qui  intervient  dans  plusieurs  questions  relatives  aux  équations 
différentielles  et  à  la  Dynamique  (')  et  qui,  récemment,  s'e-t  montré 
non  moins  utile  (2)  à  la  théorie  des  fonctions  et  à  ses  applications  à  la 
théorie  des  nombres.  Son  énoncé  est  : 

Si  f  (jc)  tendant  vers  une  liniite  pour  x  =  oc,  sa  dérivée 
seconde  f" (x)  reste  bornée,  la  dérivée  première  f  (x)  tend  vers 
zéro. 

A  cet  énoncé  M.  Landau  a  pu  donner  la  forme  précise  sui- 
vante (3)  : 

Si,  dans  un  intervalle  de  longueur  >2,  on  a  constamment 

|/(*)|li,  \f"(x)\     ,. 

on  a  aussi  constamment,  dans  le  même  intervalle, 

l/'(*)lia. 

La  restriction  relative  à  la  longueur  de  l'intervalle  est  indispen- 
sable, comme  Ta  montré  M.  Landau.  Cependant,  en  vue  des  applica- 
tions que  j'ai  eu  à  faire  de  ces  résultats  au  Calcul  des  Variations,  j'ai 
dû  me  demander  si  un  énoncé,  rendant  des  services  équivalents,  ne 
pouvait  pas  être  donné  lorsqu'elle  n'est  pas  remplie;  et  un  tel  énoncé 
est,  en  effet,  on  ne  peut  plus  aisé  à  obtenir. 

Soient  r,  ?[,  72,  ...,-,,  ...  les  plus  grandes  valeurs  de 

|/(»|,  |/(.n|.|.r,.r)|,  ....  ;/«"(*)  |,  ••• 

dans  un  intervalle  donné    de  longueur  a.    En  calculant  comme  le  fait 
M.  Landau  (travail  cité),  on  trouve  que 

/  s  2T        a' 

(I  t,<—  +-  t„ 

a  2 

a!  désignant  n'importe  quel  intervalle  intérieur  à  a. 
Le  minimum  du  second  membre  a  lieu  pour 


\  i- 


(')   Voir  Kneser,  J.  f.  Math.,  1896.  —  Hadamard,  Journ.  île  Math..   1897. 

(2)  Voir  surtout   les    travaux  de    MM.  Hardy  et  Littlewood,  Proc.   London 
Math.  Soc,  2"  série,  t.  9,  p.    im-ii^  et  t-  H>  P-    1'1    iTs- 

(3)  Même  recueil,   »e  série,  t.  13,  p.  î '• 


-  70  — 

Si  donc  cette  valeur  est    une  valeur   acceptable   de  a',  c'est-à-dire 
dans  l'hypothèse 

ci)  V^=a' 

on  a  l'inégalité 

(a)  ii$2\AT2, 

équivalente  à  l'énoncé  de  M.  Landau. 
Mais  rbypothèse  contraire 


(") 


\/k>a 


fournit  une  limite  supérieure  de  r2  en  fonction   de  z.  Reportant  cette 
dernière  dans  (i)  avec  a'  =  a,  il  vient 

Ainsi,  en  toute  hypothèse,  l'une  au  moins  des  inégalités  (a),  (j3) 
est  toujours  vérifiée. 

Considérons  maintenant  les  dérivées  d'ordre  supérieur.  On  aura  de 
même,  soit 

0')  ~i  %  i  T/-i  ~i+\  (  hypothèse  I  ), 

soit 

(P')  x/<  ^^  (hypothèse  II). 

Supposons  que  nous  connaissions  une  limite  supérieure  de  t  et  une 
limite  supérieure  de  t,„.  Dans  le  cas  (le  plus  défavorable)  où  c'est 
l'hypothèse  I  qui  a  lieu  pour  toute  valeur  de  i  entre  i  et  m,  l'iné- 
galité (a'),  qui  peut  s'écrire 

(  «  K  )  ~ =  4  — -  > 

donne  aisément 


:ii?.' 


\ 


Les  choses  se  passent  d'une  manière  bien  plus  simple  si,  pour  une 
quelconque  des  valeurs  citées  de  /,  on  a  l'hypothèse  II.  Dans  ce  cas 
(cette  valeur  de  i  étant  supposée  la  plus  petite  pour  laquelle  l'hypo- 
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thèse  II  se  présente)  on  a  non  seulement 

-2.<  ! 

T/-i        a 
d'après  ((3'),  mais,  en  vertu  de  (a',), 


H-J 


et,  pour  j  =  i  —  i , 


<iij 


a 


La  question  que  j'avais  à  résoudre  se  posait  d'ailleurs  d'une  manière 
un  peu  différente.  Il  s'agissait  de  trouver  une  limite  supérieure  de  t, 
connaissant  la  valeur  de  l'intégrale 


T-    f\f(x)\*dx, 


bien  connue  par  les  recherches  récentes  sur  la  «  convergence  en 
moyenne  »,  et  en  particulier  d'examiner  le  cas  où  la  fonction  y  varie 
de  manière  que  T  tende  vers  zéro. 

A  elle  seule,  la  connaissance  deT  ne  fournit  aucune  limite  supérieure 
pourr;  mais  il  en  est  autrement  si  l'on  connaît  t,  (ou  une  limite 
supérieure  de  xi). 

On  établira  aisément,  comme  précédemment,  l'inégalité 


(3) 


«fa* 


Celle-ci,  dans  une  première  hypothèse,  celle  où 


(4) 
donne 


ce  qui  peut  s'écrire 


(-Y  -^ 


Dans  l'hypothèse  contraire,  on  trouve 

2  y    a 


Si  l'on  est  constamment  dans  la  première  hypothèse,  l'élimination 
de  Ti,  r2,  ...  entre  (a")  et  (a')  donnera 


-     -':/     — -       1(1-3  rT,iT7 

Pour  i  très  grand,  le  second  membre  (t,  restant  constant)  tend  vers 

zéro  à  peine  plus  lentement  que  y/T. 

Si  l'on  a  (|3"),  ou  s'il  existe  une  valeur  de  i  qui  donne  lieu  à  ((3"), 

T  tend  vers  zéro  comme  yT. 

M.  Lebesgue  :  Sur  le  problème  des  isopérimètres  et  sur  les  do- 
maines de  largeur  constante. 

Le  problème  des   isopérimètres   peut,   comme  l'on   sait,  être  ainsi 

L2 

posé  :  tracer  un  domaine  pour  lequel  le  rapport  -^-  ?  du  carré  du  péri- 
mètre à  l'aire  du  domaine,  soit  le  plus  petit  possible.  C'est  sous  cette 
forme  que  je  l'envisagerai. 

J'admets   démontré,   ce  qui   est  facile,  que  la  solution  de  ce  pro- 
blème ne  peut  être  donnée  que  par  un  domaine  convexe.   Le  contour 
convexe  qui  limite   un  tel  domaine,   étant  supposé  parcouru  dans  le 
sens  direct,  admet  parallèlement  à  toute  direction  une  et  une  seule 
tangente   dirigée;  en   entendant  par  tangente  au  contour  une  droite 
qui  a  des  points  communs  avec  le  contour,  mais  aucun  point  intérieur 
au   domaine.    Un  contour  convexe   est  défini   par  l'ensemble  de  ces 
tangentes  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  un  ensemble  dénombrable 
de  tangentes  correspondant  à  des  directions  denses  dans  tout  angle. 
Si  l'on  compte  les  directions  à  partir  d'une  origine  quelconque,  et  si  y. 
désigne  un  arc  incommensurable  avec  ix,  toutes  les  tangentes  paral- 
lèles aux  directions  mot  où  m  est  entier  suffiraient  à  déterminer  le 
contour.  Les  directions  al9  cc2,  a3,  ...  étant  choisies  pour  les  tangentes, 
chacune  des  tangentes  correspondantes  dépend  d'un  paramètre,,  par 
exemple  sa  dislance  à  un  point  fixe.  Le  problème  des  isopérimètres, 
problème  du  calcul  des  variations,  est  remplacé  par  un  problème  de 
minimum  pour  une  fonction  de  ces  paramètres  en  nombre  infini.  C'est 
là  une  transformation   purement   formelle  et   très   banale,  mais  elle 
mérite  cependant  d'être  signalée  parce  que,  ici,  on  peut  raisonner  sur 
les   paramètres  comme   s'ils  étaient  indépendants.  Je  veux  dire  que 
Ton  peut  déterminer  chaque  paramètre  par  la   condition  que  le  rap- 
port -^-  considéré   comme   fonction  de  ce    paramètre,    supposé   seul 
variable,  soit  minimum. 
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Soit  G  un  contour  convexe  solution  du  problème  des  isopérimètres. 
Un  tel  contour,  à  supposer  qu'il  existe,  n'est  déterminé  qu'à  une 
similitude  près;  mais  peu  importe,  raisonnons  sur  un  contour  C 
déterminé.  Soient  T,,  T2,  T3,  ...  les  tangentes  à  ce  contour  de  direc- 
tions ctt,  a2,  a3,  

Considérons  le  polygone  ïïp  convexe  limité  parles  tangentes  diri- 
gées T,,  T2,  ...,  Tp.  Je  suppose  ce  polygone  fini,  c'est-à-dire  ne  s'éten- 
dant  pas  à  l'infini,  ce  qui  est  vrai  dès  p  —  3  si  a,,  a2,  «:i  sont  bien 
choisies.  Le  polygone  II ^  admet  p  côtés  ou  du  moins,  s'il  admet  moins 
de  p  côtés  et  s'il  n'admet  pas,  par  exemple,  de  côté  porté  par  T/o 
c'est  que  TA.  passe  par  un  de  ses  sommets,  que  ce  sommet  est  un 
point  de  C,  car  sans  quoi  T,.  ne  serait  pas  tangente  à  C.  On  peut  donc 
toujours  dire  que  II,,  a  p  côtés,  à  condition,  peut-être,  de  considérer 
des  côtés  infiniment  petits.  Ceci  va  se  préciser  de  suite  :  passons 
de  II,,  à  11^+,  en  coupant  \\p  par  Tp+1  ;  on  sait  à  l'avance  que  les  côtés 
de  II/;,  qui  seront  coupés  par  Tp+l,  sont  ceux  qui,  dans  la  rose 
des  directions,  comprennent  la  direction  ap+1.  Soient  AB,  AC  ces 
deux  côtés,  qui  sont  finis  ou  infiniment  petits,  peu  importe;  la  tan- 
gente T^,  coupe  certainement  AB  entre  A  et  B  et  AC  entre  A  et  C, 
mais  elle  peut  passer  par  A,  par  B  ou  par  C.  Dans  tous  les  cas,  pour 
passer  de  TLp  à  Jlph[  on  enlève  de  TLp  un  triangle  et  non  un  polygone 
plus  compliqué;  c'est  la  remarque  essentielle  . 

Ce  triangle  enlevé  pour  passer  de  Up  à  np+1  est  de  grandeur 
inconnue,  mais  il  est  connu  à  une  homothétie  près.  Si  \Jp  et  S/;  sont 
la  longueuret  l'aire  dell;,  et  si  l'on  coupe  II,,  par  une  parallèle  à  Tp+, 
qui  |iasse  entre  A  et  B  et  entre  A  et  C,  on  remplace  l\p  pnrII'/JH_,  et  hp 
et  Sp  respectivement  par  Lp  —  Al,  Sp  —  k-s;  l  et  s  étant  des  nombres 
qu'on   peut  calculer  dès  que  a.u  a2,  ...,  ap+x  sont  donnés.  Par  suite 


est  au  moins  éeal  au  minimum  de  — ^ -, —  ;  cherchons 


S/,+i  S„  —  A -s 

minimum.  On  l'obtient  pour 

•xi  i  les 


ce 


Lp-kl       Sp- 

-k*s 

ou 

(I) 

L,,— /./          Ai 

L/. 

Sp-  k*s  ~  k*s 

~  S,. 

Et  ce  minimum  est 

(,)    <ï*-*0"    s 

■L„-A71  =  ii  T 

1 
i  —  - 

Ainsi,  quand   on   passe   de  II/,   à    n/)+|,  on    gagne   au    plus—   =  £,,, 


quantité  connue  à  l'avance  et  ne  dépendant  que  de  a,,  a.,.  .  .  . ,  a/J+1  ; 
et  l'on  ne  gagne  cette  quantité  que  si  l'égalité  (i)  est  vérifiée  par  la 
tangente  Tfl.  Cette  égalité  s'interprète  géométriquement  d'une  façon 

très  simple  :  - — -  est  le   rayon  d'un  cercle  inscrit  dans  un  polygone 

>' 

i  /. 2  s 
de  longueur  Lp  et  d'aire  Sp  ;  est  le  rayon  du  cercle    exinscrit 

dans  le  triangle  enlevé  pour  passer  de  II,,  à  ÏI^.^  et  inscrit  dans 
l'angle  A  de  ce  triangle,  c'est-à-dire  dans  celui  des  angles  de  Hp  dont 
le  sommet  n'est  pas  sommet  de  Tlp+i.  Si  donc  11^  est  un  polygone  cir- 

conscriptible  et  si  l'on  gagne—  —  ep  en  passant  de  II,,  à  11^,,  II/)+1 

est  circonscrit  au  même  cercle  que  J\p. 

Ceci   étant,  et   supposant,  comme   précédemment,  que   «],   a2)    &.3 

La 

soient  choisies  de  manière  que  II3  soit  un  triangle,  soit  m  le  rapport  — 

pour  ce  triangle,  m  est  connu,  puisque  le  triangle  est  connu  à  une 
homothétie  près.  Le  rapport  -^-  pour  11/,+,  sera  au  moins 


et  il  ne  sera  égal  à  cette  quantité  que  si  la  condition  (i)  est  constam- 
ment remplie,  c'est-à-dire  si  II4,  II5,  ...,  11/,+  ,  sont  circonscrits  au 
cercle  inscrit  dans  Iï3.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie  par  11^+,, 

ayant  été  remplie  par  IIV,  fl5,  ...,  Il/,,  ...,  II, 


L- 


serait  au  moins 


ip+i,  s 

m  —  £3—  e4 — .  .  . —  EA-i—  s/.+i —  •  •• — zP — 1, 

avec  ri  •<  e*.  Et  ce  «  manque  à  gagner  »  £/,  —  y]  ne  pourrait  jamais  être 
rattrapé  dans  la  suite. 

-K-  pour  le  contour  C  étant  la  limite  du  rapport  correspondant  pour 

les  polygones  II,,,,  on  voit  que  le  cas  où  C  est  un  cercle  est  une  solu- 
tion du  problème  des  isopérimètres  et  que  c'est  la  seule  solution. 

L2 
Chemin   faisant,   nous  avons   vu   que   le   minimum   de  —  pour    un 

polygone  dont  les  côtés  ont  des  directions  données  est  toujours  fourni 
par  un  polygone  circonscriptible.  Signalons  encore  une  quantité 
de  curieuses  expressions,  savoir  toutes  celles  qui  résultent  de  la 
formule 

4  tt  =  m  —  e:,  —  t;  —  e5  —  ...  ; 

inutile  de  les  expliciter  ici. 
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J'ai  déjà  parlé  à  la  Société  mathématique  des  domaines  de  largeur 
constante  et  des  courbes  convexes  qui  les  limitent  appelées  orhi- 
formes.  J'ai  annoncé,  à  cette  occasion,  que  de  toutes  les  orbiformes 
de  même  largeur,  orbiformes  qui  ont  toutes  la  même  longueur,  celle 
qui  a  la  plus  grande  aire  est  l'orbiforme  circulaire,  ce  qui  est  évident 
d'après  le  théorème  des  isopérimètres  et  que  celle  qui  a  la  plus  petite 
aire  est  l'orbiforme  équilatérale.  Cela  peut  se  démontrer  très  facile- 
ment par  le  procédé  précédent. 

Je  définis  comme  précédemment  l'orbiforme  par  des  tangentes  de 
direction  a{,  <x.2>  ...  ;  seulement  je  considérerai  toujours,  en  même 
temps  que  la  tangente  Tp,  de  direction  a,,,  la  tangente  T'^  de  direction 
ot.p-\-  7i.  Parllpje  désignerai  main  tenant  le  polygone  convexe  de  ip  côtés, 
dont  certains  pourront  être  infiniment  petits,  circonscrit  à  l'orbiforme, 
et  formé  par  les  tangentes  T,,  T,,T2,  T'2,  ...,  Tp,  T^.  Pour  passer 
de  IIj,  à  Hp+i  il  faudra  maintenant  retrancher  de  Hp  deux  triangles 
et  non  plus  un  seul.  Ces  deux  triangles  AMN,  A'M' Y  ont  leurs 
côtés  parallèles  et  de  sens  contraires;  ils  sont  homothétiques,  le 
centre  d'homothétie  est  le  point  de  rencontre  de  AA',  MM',  NY. 
D'ailleurs  AA'  est  un  axe  de  symétrie  pour  la  figure  formée  par 
les  droites  indéfinies  AM,  A'M';  AN,  A'N',  parce  que  ces  droites 
sont  deux  à  deux  parallèles  et  que  la  distance  de  AM  à  A'M 
est,  comme  celle  de  AN  à  A'N',  la  largeur  constante  de  l'orbi- 
forme. Donc  AA'  est  bissectrice  de  M  AN  et  le  centre  O  d'homothétie 
des  triangles  AMN,  A'M'N'  est  le  centre  commun  de  deux  circonfé- 
rences exinscrites  respectivement  dans  MAN,  M' A'N'. 

La  somme  des  longueurs  MN  +  M'N'  est  la  base  d'un  triangle 
semblable  à  MON.  dont  les  côtés  ont  donc  des  directions  connues 
dès  que  l'on  connaît  a,,  a,  •••>  a/>>  et  dont  la  hauteur  est  la 
largeur  de  l'orbiforme.  De  même  AM-hA'M'  a  une  valeur  connue,  et 
aussi  AN  +  A'N'.  De  là  résulte  que  la  longueur  de  ïlp+l  est  la  même 
pour  toutes  les  orbiformes  et  de  là  résulte  une  démonstration  peut-être 
nouvelle  du  fait  connu  et  déjà  rappelé  que  toutes  les  orbiformes  de 
largeur  d  ont  la  même  longueur  izd. 

Je  reviens  à  la  question  de  l'aire.  On  a,  je  l'ai  dit, 

(3)  UN  4-M'N'=  G, 

C  étant  une  constante.  La  somme  des  aires  des  deux  triangles  AMN, 
A'M'N',  différence  entre  II,,  et  Mp+l,  est 

(4)  /.  '  MN"2  +  rôFÎN 
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k  étant  connu  et  ne  dépendant  que  des  a,-.  Le  minimum  de  l'ex- 
pression (/j),  MN  el  M'N'  étant  liés  par  la  relation  (3).  s'obtient  pour 
MN  =  M'N' et  le  maximum  pour  MN  ou  M'N'  =  0.  Dans  le  premier 
cas,  O  est  au  milieu  de  A  A.  ,  MM',  NN'  et  les  deux  triangles  AMN, 
A'M'N'  sont  circonscrits  au  même  cercle  ;  dans  le  second  cas,  ou  bien 
MN  passe  par  A  ou  bien  MN  passe  par  A'. 

Ceci  étant,  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que  l'orbi- 
forme  d'aire  maximum  est  celle  pour  laquelle  tous  les  polygones  II,, 
sont  circonscriptibles,  mais  cela  est  évident  d'après  le  théorème  des 
isopérimètres. 

Pour  avoir  l'orbiforme  d'aire  minimum,  je  pars  de  a,  =  o,  a2=:  -— , 

ce  qui  me  donne  pour  II2  un  losange.   Si  a3=  -r>  l'une  des  tangentes 

T3  ou  Tj  doit  passer  par  un  sommet  du  losange;  on  voit  ainsi  que 
II3  est  un  triangle  équilatéral.  On  peut  supposer  qu'il  est  formé  par 
rJ\  T.,  T3,  les  tangentes  T',,  T"2,  T"3  passant  par  les  sommets  de  ce 
triangle.  Quel  que  soita^il  faudra  maintenant  queT4  ou  T"4  passe  par 
un  sommet  du  triangle,  et  de  là  on  conclut  de  suite  que  l'orbiforme 
cherchée  est  constituée  par  les  trois  arcs  de  circonférences  tracés  res- 
pectivement de  chacun  des  trois  sommets  de  IIj  pour  centres  et  sous- 
tendus  respectivement  par  les  trois  côtés  de  TI3. 


M.  J.  Coblyn  :  De  l'anallagmatisme  des  transformations  qua- 
dratiques. 

La  transformation  quadratique 

..  _   U(.r,  y)  ,  _  V(.r.  y) 

fait  correspondre  à  chaque  point  M  (.v,  y)  du  plan  un  point  M'(.r',  y'). 
L'auteur  étudie  le  déplacement  de  la  droite  MM'. 

Il  détermine  les  transformations  quadratiques  à  pôle  qui  possèdent 
des  courbes  anallagmatiques. 

Dans  les  transformations  dépourvues  de  pôle,  il  recherche  les 
droites  anallagmatiques. 

Il  applique  ses  résultats  à  la  transformation  perspective. 


SÉANCE   DU    8   JUILLET    1914. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    VESSIOT. 

Communication  : 

M.  Coblyn  :  Sur  la  perspective  du  cercle. 


SEANCE   DU  28  OCTOBRE    1914. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    FOUCHÉ. 

Communications  : 

M.  Bioche  :   Sur  une  construction  géométrique  fournissant  une 
valeur  approchée  du  nombre  e. 

M.  Fouché  :  Sur  les  transformations  de  Malus. 


SEANCE   DU  23    DÉCEMBRE    1914. 


PRESIDENCE    DE    M.    VESSI01  . 


Rapport  de  la  Commission  des  Comptes. 
(MM.  G.  Fouret,  G.  Humbert;  <'.  Bioche,  rapporteur.) 


Messieurs  et  chërs  Collègues, 

Conformément  à  l'article  16  de  nos  Statuts  et  aux  articles  33 
et  3i  de  notre  Règlement  administratif,  j'ai  l'honneur  de  vous 
présenter  le  résultat  de  l'examen  auquel  a  procédé  la  Commission 
chargée  par  votre  Conseil  d'administration  de  vous  faire  un 
Rapport  sur  la  gestion  de  notre  trésorier  et  sur  la  situation  morale 
et  financière  de  notre  Société. 
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Les  comptes  de  l'exercice  clos,  s'élendant  du  iep novembre  191  2 
au  3i  octobre  191  3,  s'établissent  comme  il  suit  : 

État  des  recettes  et  des  dépenses  courantes. 

fr 

Solde  actif  au  ier  novembre  1  g  1 1>. 1936,86 

Recettes. 

Cotisations \\\5     » 

Abonnements,  ventes  de  volumes i386,go 

Boni  sur  facture  Gauthier-Villars  de  1912 g5, 10 

Subvention  du  Ministère 4°°     ■ 

Intérêts  et  revenus i5io,6o 

Total  de  l'actif 9444, 46 

Dépenses. 

fr 

Bulletin  (T.  XLI)  :   impression,  brochage,  expédition 5j63,44 

Tirages  à  part 433,75 

Traitement  de  l'agent,  gratifications 55o     » 

Frais  de  bureau,  île  poste  et  divers 458, o5 

Souscription  aux  œuvres  d'Eu  1er 129,80 

Traduction 100     » 

Total  des  dépenses  ....  7435, 04 

Excédent  de  l'actif 2009,42 

Total  comme  ci-dessus. ..  .  9444546 


Réserve  disponible. 

Il   y  avait  au    Ier   novembre  1912,  à   titre  de  réserve  disponible,  rr 

498fl  de  rente  3  pour  100  sur  l'Etat,  ayant  coûté i63i3,09 

Excédent  d'actif  disponible  en  espèces 2009,42 

Réserve  inaliénable. 

La  réserve  inaliénable  se  composait  au  1e1' novembre  1912  de  : 

1"  En  portefeuille  :  886fl  de  rente  3  pour  100  sur  l'Etat; 

»  3    obligations    du    Chemin    de    fer    de 

l'Ouest  3  pour  100; 

»                     ■>.  obligations  des  Chemins  de  ferdu  Sud  ;  rr 

ayant  coûté  ensemble 23677 1  56 
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fr 

•2°  En  espèces  :  A  la  Société  Générale 280, 33 

»  En  Caisse 2 Jo, oc- 

Dans  le  cours  de  l'année  1912-1913  il  a  été  encaissé,  connue  dioits 
d'entrée   et   souscriptions  perpétuelles  (droits  d'entrée   i8ofr, 

souscriptions  perpétuelles  6oofr) 780.00 

ce  qui  constituait  au  3r  octobre  191 3  un  total  en  espèces  de  :        1 3 to, 33 

J'ai  cru  devoir  signaler  à  part,  au  lieu  de  les  faire  entrer  dans 
les  comptes  de  dépenses  diverses  :  i°  une  souscription  aux  œuvres 
d'Euler;  2"  des  frais  de  traduction;  ces  dépenses  sont  un  peu 
spéciales  et  il  peut  y  avoir  intérêt  à  les  mentionner. 

La  subvention  du  Ministère  qui,  en  1912,  avait  élé  porter  à 
iooofl  n'a  été  en  19 1  3  que  de  4°°fr'  comme  daus  les  années  anté- 
rieures à  1912.  Le  trésorier  se  propose  de  faire  des  démarches 
pour  lâcher  d'obtenir  un  relèvement  de  la  subvention. 

La  Commission  des  comptes  vous  propose  de  voter  une  gratifi- 
cation de  i5ofr  à  M.  Vézinaud  et  une  autre  de  ioofl  à  la  secrétaire 
du  trésorier.  Elle  vous  prie  aussi  de  voter  des  remercîments  à 
notre  trésorier  ainsi  qu'aux  secrétaires  qui  donnent  leurs  soins  à 
l'administration  de  la  Société  et  à  la  publication  du  Bulletin  et 
d'approuver,  avec  les  comptes  qui  vous  sont  présentés,  la  con- 
clusion du  présent  Rapport. 

Ch.  Bioche. 
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SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE    FRANCE, 


SUR  UNE  FONCTION  IMPLICITE; 
Pau  M.  En.   Gouiisat. 

Dans  une  séance  de  la  Société  mathématique  i  8  janvier  un  i  >, 
M.  Andoyer,  à  propos  d'une  question  classique  d'Astronomie,  a 
posé  la  question  suivante  :  Trouver  les  rayons  des  cercles  de  con- 
vergence associés  des  séries  entières  qui  représentent  les  dévelop- 
pements des  fonctions  implicites  zt  (a?, y),  z2  (x,y),  se  réduisant 
à  zéro  pour  x  =  y  =  o,  et  vérifiant  les  deux  équations 

(r)  X=Zie^-zi,  7  =  -;^:,-:.. 

Lue  combinaison  immédiate  ramène  la  résolution  de  ce  système 
à  celle  de  l'équation  unique 

(2)  x  ev-\-  y  e-"=  t>, 

où  r=  z(  —  s2.  Soit  v  =  S(x,  y)  la  série  entière  qui  représente 
le  développement  de  la  racine  v  de  l'équation  |  2)  qui  esl  nulle  à 
l'origine.  Tout  système  de  deux  nombres  positifs  R,  R',  tels  que 
la  série  S  (a?,  y)  soit  convergente  >i  l'on  a  à  la  fois  |  x\  <R,  |  r|<R', 
et  divergente  si  l'on  a  à  la  fois  |.r|>>R,  |)|>-R',  constitue  un 
système  de  rayons  de  convergence  associés.  La  question  sera  ré- 
solue si  l'on  connaît  la  courbe  Y  du  plan  (\e^  X\  décrite  par  le 
point  de  coordonnées  X  =  R,  \  =  R'.  R  et  R'  étant  deux  nombres 
positifs  satisfaisant  à  la  condition  précédente.  La  détermination  de 
cette  courbe  F,  qui  est  en  général  difficile,  est  très  facile  dans  le 
cas  actuel. 

Lemme.  —  Soient  R,  R' ,  p  trois  nombres  positif s  tels  </iw  l'on 
\1111.  1 


2  

ait  en  même  temps 

(3)  ReP-t-R'e-pgp,         He-p+RfeP^:; 

l'équation  (2)  a  une  racine  et  une  seule  de  module  inférieur 
à  p,  pourvu  que  l'on  ait  \x\  <R,  \r\  <<R  • 

Il  suffit  de  prouver  que,  tout  le  long  du  cercle  de  rayon  p  décrit 
de  l'origine  comme  centre  dans  le  plan  de  la  variable  r,  on  a 

|  xev-\-y  e~v  |  <  p. 
Or  on  a,  le  long  de  ce  cercle, 

|  x  e"-f-  y  e~v\  <  R  ePeos?-i-  R'<?-pcos?, 

o  désignant  l'argument  de  r,  et  le  maximum  du  second  membre 
est  l'un  des  deux  nombres  R  e?  -h  R'e~P,  R  e_P-h  R'  eP,  suivant 
que  l'on  a  R^R'.  Si  les  inégalités  (3)  sont  vérifiées,  l'équation  (2) 
a  donc  une  racine  et  une  seule  c,  (  x,  r)  de  module  inférieur  à  p. 
Cette  racine  est  une  fonction  holomorphe  des  variables  x  et  j',  à 
l'intérieur  des  cercles  de  rayons  R  et  R'  respectivement  décrits 
des  points  x  =  o,  y  ■=.  o,  dans  les  plans  de  ces  deux  variables,  et 
l'on  peut  avoir  son  développement  en  série  par  la  formule  de 
Lagrange  généralisée.  Soit  II  (r)  une  fonction  holomorphe  dans  le 
cercle  de  rayon  p  ;  on  a,  d'après  la  théorie  des  résidu>, 

/ )  "(<>,)  =  _i_   r        x\{v)dv       ^ 

1  —  x  el'i  -+-  y  e_t'>        2iti  J    v  —  x  ev — y  e~v 

l'intégrale  étant  prise  suivant  le  cercle  de  rayon  p. 

La  méthode  classique  d'Hermite  pour  établir  la  formule  de 
Lagrange  s'étend  sans  aucune  difficulté  à  l'intégrale  (4)  et  prouve 
que  cette  intégrale  est  développable  en  série  entière  convergente 
dans  les  cercles  de  rayons  R  et  R'  respectivement.  En  particulier, 
si  Ton  pose  U(  v)  =  v(\ —  xev-\- ye~1'),  il  vient 


(5)  Pi(a?,^)=2 


(m  —  n 


~m  i,n 


y" 


en  excluant  de    la  sommation   la  combinaison  wi  =  /i  =  o,  el  en 
posanl  0!  =  ï. 

La  série  (5)  est  donc  absolument  convergente  pour  un  système 


de  valeurs  des  variables  x  et   y,  s'il  existe  un  nombre  positif  p 
satisfaisant  aux  deux  conditions 


(6) 


\x\e?-h\y\e-?<  ?,         |  x  \  e~P-+-  \  y  |  ep<  p. 


Pour  interpréter  géométriquement  ces  conditions,  considérons  la 
famille  de  droites  représentées  par  l'équation 


(7) 


XeP+  Y  e-p 


où  o  est  un  paramètre  auquel  il  suffit  de  donner  des  valeurs  posi- 
tives. L'enveloppe  de  ces  droites  est  une  courbe T représentée  par 
les  deux  équations 

(8)  X=P±ie-P>  =! 


Y  = 


eP; 


lorsque  p  varie  de  o  à  -+-  oo,  le  point  (X,  \  )  part  du  point  P  de 
coordonnées  (  -, )  et  décrit  une  branche  infinie  PAQ  asymp- 
tote à  l'axe  des  y,  tournant  sa  convexité  vers  le  bas,  et  coupant 
l'axe  QX  au  point  A  d'abscisse  -•  L'enveloppe  de  la  droite 

Xe-P-+-  Y  e?=  p, 

symétrique  de   la   première  par  rapport  à  la  bissectrice  île  l'angle 


XOV,  est  une  courbe  P'A'Q'  symétrique  *  1  « ■   PAQ  par  rapport  à 

la  même  droite.  Ces  deux  brandies  de  courbe  se  coupent  en  un 


point  B  situé  sur  la  bissectrice,  et  la  valeur  de  p  correspondante 

est  racine  de  l'équation  (p —  i)  e2P=p  -{-  i  ;  cette  racine  p,,  cal- 
culée par  Stieltjes,  a  ponr  valeur  approchée  1,199-  •  ■  • 

La  courbe  Y  formée  par  la  réunion  des  deux  arcs  AB,  BA'  est 
la  courbe  séparatrice  cherchée.  Soit  en  effet  m  un  point  de  coor- 
données X,  ^.  situé  à  l'intérieur  du  contour  OABO  ;  la  droite  Ont 
rencontre  l'arc  AB  en  un  point  M  de  coordonnées  (R.  R'j  pour 
lequel  R>X,  R' >>  \  .  Soit  0  la  valeur  du  paramètre  qui  cor- 
respond à  ce  point  M.  Le  point  m  étant  situé  du  même  côté  que 
l'origine  par  rapport  à  la  tangente  en  M  à  l'arc  AB.  on  a  bien 

Xcp-f-  YrP-?  <o, 
et  par  suite  on  a  a  fortiori 

X  e-p-i-  Y  e?—  p  <  o, 
puisque  X  >  Y. 

La  série  (5)  est  donc  absolument  convergente  si  l'on  a 

\X\  =  \,  |jr|=Y. 

Le  raisonnement  serait  le  même  pour  un  point  situé  de  l'autre  côté 
de  la  bissectrice,  et  par  suite  la  série  (5)  est  absolument  conver- 
gente si  le  point  de  coordonnées  |#|,  \y\  est  situé  entre  l'ori- 
gine et  la  courbe  ABA'. 

La  série  (5)  ne  peut  être  absolument  convergente  pour  un  point 
situé  en  dehors  de  cette  région.  Il  suffit  de  prouver  que  la  racine 
P»  (a?,  y)  qui  est  nulle  pour  x  =  y  =  o  n'est  pas  holomorphe  dans 
le  voisinage  du  système  de  valeurs  x  =  R,  y  =  R'.  R  et  R'  étant 
les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  séparatrice  T.  Si  nous 
posons  en  effet  x  =  hH,  y  =  A  R ',  v  devient  une  fonction  de  la 
variable  A,  définie  par  l'équation 

v  =  X(Re"+  R'c-"), 

que  l'on  peut  encore  écrire,  en  désignant  par  p  la  valeur  du  para- 
mètre qui  correspond  au  point  M  de  T, 

(9)  X  =  - " 


1 
—  e- 


La  discussion  de  cette  équation  est   facile,  en  construisant  par 
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exemple  la  courbe  représentative.  A  toute  valeur  réelle  de  X  com- 
prise entre  o  et  i  correspondent  une  racine  de  l'équation  en  v 
inférieure  à  p  et  une  racine  supérieure  à  p.  Ces  deux  racines 
viennent  se  confondre  pour  A  =  i ,  qui  est  par  conséquent  une  va- 
leur critique  pour  la  fonction  implicite  v  de  \  définie  par  l'équa- 
tion (9).  La  fonction  vK  (#,  y)  ne  peut  donc  rester  une  fonction 
holomorphe  des  variables  x  et  y  dans  le  voisinage  du  système  de 
valeurs  x  =  R,  y  =  R'. 

Remarques.  —  I.  La  droite  AA' est  située  tout  entière  au-dessous 
de  la  courbe  ABA'.  Par  conséquent,  la  série  (5)  est  certainement 

convergente  si  l'on  a  |  x  |  +  \y  |  <C  —  Ce  résultat  est  facile  à  établir' 

directement  en  partant  de  l'équation  (2).  Il  est  clair  en  effet  que  lu 
fonction  (x  -+- y)ev  est  majorante  pour  le  second  membre.  Par 
suite  la  série  (5)  sera  certainement  convergente  si  le  développe- 
ment en  série  entière  de  la  racine  V( x, y)  de  l'équation  auxiliaire 

(10)  V(ïj)  =  (.r+7)ev 

est  lui-même  convergent.  Or  ce  développement,  donné  par  la  for- 
mule de  Lagrange,  est 

V<  m'"-1  . 


En  posant  x+y=u,  on  a  une  série  entière  en  u  qui  e>l 
convergente,  d'après  la  règle  de  D'Alembert,  si   l'on  a  |  u  |  <C  — 

Considérée  comme  une  série  entière  à  deux  variables  x  et  r,  elle 
est  donc  absolument  convergente   ^i  l'on  a 

l*l-Hrl<~ 

II.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  |  x  |  =  \y  |,  le  poinl  de  coor- 
données \x\,  [  > - [  est  sur  la  bissectrice,  el  la  sériel  5)  sera  conver- 
gente pourvu  que  ce  point  soil  situé  entre  l'origine  et  le  point  B, 
c'est-à-dire  pourvu  que  |  a?  I  soit  plus  petit  que  l'abscisse  du  point  B. 
Or  cette  abscisse,  calculée  aussi  par  Stieltjes,a  pour  valeur  appro- 

■    ,      0,662.  /-,  .  • 

cliee  — •   Cette    circonstance    se    présente    justement    pour 


a  —  a  sin 


l'équation  de  Képlei 

que  Ton  peut  écrire,  en  posant   z  =  a  -+-  u', 


v  —  a ev  —  a  e~v . 

1  2 


Les  valeurs  de  x  et  dey  ont  ici  le  même  module,  et  l'on  se  trouve 
bien  dans  le  cas  particulier  considéré.  On  en  déduit  bien  aisément 
les  résultats  classiques. 

III.  La  méthode  précédente  s'étend  sans  difficulté  à  une  équa- 
tion de  la  forme  v  =  xf  {v)-\-y^  (e),  f  (v)  et  <p  (t>)  étant  des  fonc- 
tions holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine,  pourvu  qu'on 
puisse  déterminer  le  maximum  du  module  du  second  membre, 
lorsque  v  décrit  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre. 


SUR  LES  TRANSFORMATIONS  DE  BÀCKLUNO: 
Par  M.   E.   Caktajv. 

Cet  article  a  pour  but  de  démontrer  un  théorème  relatif  aux 
transformations  de  Bàcklund.  Etant  donnés  deux  espaces  E 
et  E' à  n  -+-  i  dimensions,  et  un  certain  nombre  rS.n  -+-  i  de  rela- 
tions entre  les  éléments  de  ces  espaces  : 

{  Fi(*/i  z,  Pti  *h  *\  P'i)  =  °i 
j  Fr(xh  z,  pr,  x't,  s' ,  p))  =  o 

il  peu!  exister  des  familles  de  multiplicités  d'éléments  unis  à 
n  dimensions  M  de  l'espace  E,  auxquelles  les  formules  (î)  font 
correspondre  des  multiplicités  d'éléments  unis  à  //  dimensions  de 
l'espace  E'.  Une  telle  correspondance  définit  une  transformation 
de  Bàcklund. 

Les  multiplicités   M   son!   les  intégrales  générales  i\'\\\\  ou  de 


plusieurs  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  de  E  à 
chacun  desquels  correspond  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  de  E'. 

Ce  qui  fait  l'intérêt  de  ces  transformations,  c'est  (pie  deux 
systèmes  différentiels  qui  se  correspondent  de  cette  manière 
peuvent  fort  bien  ne  pas  être  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une 
transformation  de  contact.  Les  transformations  de  Bàcklund  four- 
nissent ainsi  vin  moyen  plus  général  que  les  transformations  de 
contact  pour  la  transformation  des  systèmes  différentiels. 

Le  théorème  que  je  démontre  dans  les  pages  qui  suivent  esl 
que.  dans  le  cas  où  r=2/i-|-i,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les 
formules  (i)font  correspondit'  à  tout  élément  de  E  un  élément 
bien  déterminé  de  E'  et  réciproquement,  deux  s\ sternes  diffé- 
rentiels correspondants  sont  toit  fours  réductibles  l'un  à  l'autre 
par  une  transformation  de  contact.  Le  théorème  va  même  beau- 
coup plus  loin.  Etant  donné  un  des  systèmes  différentiels  qui 
définissent  les  multiplicités  M  de  l'espace  E  et  le  système  dif- 
férentiel qui  définit  les  multiplicités  correspondantes  M'  de 
l'espace  E',  il  existe  une  transformation  de  contact  bien  déter- 
minée (S)  transformant  chaque  multiplicité  intégrale  du 
premier  système  dans  la  multiplicité  intégrale  correspon- 
dante M.1  du  second  système.  Autrement  dit.  la  transformation 
de  contact  (S)  produit  sur  toutes  les  multiplicités  M  exactement 
le  même  effet  que  la  transformation  d'éléments  donnée  (i  ). 

Si  les  multiplicités  M  sont  fournies  par  plusieurs  systèmes 
distincts  d'équations  aux  dérivées  partielles,  il  est  possible  que  ce 
ne  soit  pas  la  même  transformât  ion  de  contact  (S)  qui  convienne 
à  tous  ces  systèmes.  Néanmoins,  la  même  transformation  (S) 
convient  éi  tous  les  systèmes  qui  contiennent  les  mêmes  équa- 
tions aux  dérivées  purtiel/es  du  premier  ordre  (ou  à  tous  ceux 
qui  n'en  contiennent  pas). 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  la  transformation  (S)  et  la 
transformation  (i)  produisent  le  même  effet  sur  une  multipli- 
cité M,  regardée  comme  un  être  géométrique  indivisible,  mais 
il  est  bien  évident  qu'un  élément  particulier  de  M  n'est  pas 
transformé  de  la  même  manière  par  les  deux  transformations. 

Je  ne  fais  appel,  dans   la   démonstration  du  théorème,  à  aucun 


résultat  relatif  à  l'existence  et  au  degré  d'indétermination  des  inté- 
grales d'un  système  différentiel.  Je  me  sers  simplement  de  la 
remarque,  à  peu  près  évidente,  que  tout  système  de  relations  entre 
des  variables  données  qui  annule  une  expression  de  Pfaff  annule 
aussi  son  covariant  bilinéaire.  La  démonstration,  donnée  dans  les 
paragraphes  II,  IV  et  V,  est  précédée  de  quelques  considérations 
auxiliaires  sur  les  formes  bilinéaires  alternées;  ces  considérations 
sont  exposées  sous  une  forme  purement  analytique,  mais  elles 
pourraient  être  énoncées  géométriquement,  car  elles  se  rapportent 
au  fond  à  la  théorie  de  certains  faisceaux  de  complexes  linéaires. 
Le  paragraphe  III  est  consacré  à  rappeler  l'énoncé  et  la  démonstra- 
tion d'un  théorème,  d'ailleurs  classique,  sur  les  systèmes  de 
Pfaff. 


I. 


1.  Rappelons  d'abord  certaines  propriétés  des  formes  bilinéaires 
alternées.  On  désigne  sous  ce  nom  une  forme 


F  =   ^    "'*Ê/1* 


à  deux  séries  de  m  variables,  jouissant  de  la  propriété  de  changer 
de  signe  quand  on  échange  entre  elles  les  variables  des  deux  séries  ; 
une  telle  forme  est  caractérisée  par  les  relations  suivantes  entre 
les  coefficients  : 

a//,  =  —  a/,/  (  i,  h  =  i ,  •>,    .  .  . ,  m  ). 

Si  l'on  effectue  sur  les  variables  des  deux  séries  la  même  subs- 
titution linéaire,  on  obtient  encore  une  forme  bilinéaire  alternée. 

On  peut  employer  une  notation  symbolique  qui  a  l'avantage 
de  ne  faire  intervenir  qu'une  série  de  variables,  en  convenant  de 
poser 

la  forme  F  s'écrit  alors 

[i,k\ 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux 
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des  indices  i,  2,  ...,  m.  Si  l'on  effectue  sur  les  variables  ;  une 
substitution  linéaire,  la  forme  transformée  s'obtient  en  remplaçant 
les  anciennes  variables  en  fonction  des  nouvelles,  développant  les 
expressions  [H/;*]  suivant  les  règles  du  calcul  algébrique  comme 
si  c'étaient  des  produits,  mais  avant  soin  de  ne  pas  changer  l'ordre 
des  facteurs  variables  dans  les  produits  partiels,  ou  tout  au  moins 
de  changer  en  même  temps  le  signe  du  coefficient  correspondant. 
Nous  conviendrons  d'appeler  dérivée  partielle  de  la  forme  F 
par  rapport  à  E,-  la  forme  linéaire 

k  =  m 

55  =  2i  ■»**■ 


2.  On  appelle  rang  de  la  forme  bilinéaireF  le  rang  du  système 

,  ,  ,.    .  .         à¥  dF        ,        ,    ,.       . 

des  m  tonnes  linéaires  —r-  >  ••■>  —7—  >   c  est-a-dire   le  nombre  <lc 

celles  de  ces  formes  qui  sont  linéairement  indépendantes.  On 
démontre  facilement  que  ce  rang  est  toujours  pair,  soit  in,  eA 
que  la  forme  F  est  réductible  par  une  substitution  linéaire  ù  la 
forme  canonique 

Si  le  rang  in  de  la  forme  F  est  inférieur  à  m,  il  existe,  entre 
les  m  dérivées  partielles  de  la  forme,  m  —  in  relations  linéaires 
indépendantes. 

3.  JNous  conviendrons  de  dire  qu'un  système  d'équations 
linéaires 

k  —  m 

V  *//.;/,  =  o         (1  =  1,  2,  ...,  h) 

/.  =  1 

annule  la  forme  F,  si  F  s'annule  en  tenant  compte  de  ces  équa- 
tions. Un  système  de  h  <  n  équations  linéaires  indépendantes, 
qu'on  peut  toujours  supposer  rament''  à 

y  6    _  i-     „ 

Çl  =  «  =  •..=  Ç//=  °> 

réduit  le  rang  de  F  de  1  h  unités  au   plus.    En  effet,  si    F  désigne 

ce  que  devient  F  quand  on  y  annule  ç, ;>,,  la   forme   F  n'a 

plus  que  m  —  //  dérivées  au  lieu  de  m,  et  l'annulation  de  ;i ;/, 
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introduit  entre 

d¥  o¥ 

h  relations  au  plus  qui  n'avaient  pas  lieu  entre  les  dérivées  cor- 
respondantes de  F;  il  reste  donc  au  moins  in —  ih  dérivées  indé- 
pendantes de  F. 

En  particulier,  une  tonne  F  de  rang  in  ne  peut  être  annulée 
que  par  un  système  de  n  équations  au  moins.  On  démontre  facile- 
ment, en  recourant  par  exemple  à  la  forme  réduite,  qu'il  va  effec- 
tivement une  infinité  de  systèmes  de  n  équations  annulant  F,  et 

,  ,          ,           .      n  (  n  -+- 1  )  en    •  i  • 

même  que  ces  systèmes  dépendent  de  — ■ coefficients  arbi- 
traires. 

4.  Nous  allons  examiner  le  problème  analogue,  non  plus  pour 
une  forme  bilinéaire,  mais  pour  un  système  S  de  r  formes  bili- 
néaires  (linéairement  indépendantes  ou  non), 

F,,     F2,     ...,     F,.. 
Ni  mis  distinguerons  ici  : 
i°  Le   rang  o  du  système  S  :  c'est,  par  définition,  le  nombre 

des  formes  linéaires  —^-  indépendantes;   c'est  encore    le  nombre 
à\k  r 

minimum  de  variables  au  moyen  desquelles  peuvent  s'exprimer 
les  r  formes  F,  par  une  substitution  linéaire  convenable  effectuée 
sur  les  variables  ; 

2°  Le  rang  in  de  la  forme  bilinéaire 

F  =  X1F1-+-XîFa-4-...-+-X,.Fr, 

où  a,.  /,., i,r  désignent  des  paramètres  indéterminés  :  c'est,  en 

somme,  la  forme  bilinéaire  la  plus  générale  du  faisceau  de  formes 
bilinéaires  déterminé  par  le  système  S. 

1 1  est  évident  que  l'on  a 

p  1  i-  a  ■ 

5.  Il  est  manifeste,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  qu'il  est 
impossible  d'annuler  simultanément  toutes  les  formes  F, Fr 


-  Il  - 

par  un  système  de  moins  de  n  équations  linéaires.  Nous  nous  pro- 
posons de  déterminer  tous  les  systèmes  de  n  équations  qui  les 
annulent.  Mais  nous  n'avons  pas  besoin,  pour  la  suite,  de  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème  qui,  du  reste,  n'est  pas  toujours 
possible.  Nous  allons  nous  contenter  de  le  ramener  au  cas  où  le 
rang  p  de  S  est  égal  au  rang  in  de  F.  D'une  manière  plus  précise, 
nous  allons  montrer  que  tous  les  systèmes  cherchés  de  n  équa- 
tions linéaires  contiennent  un  certain  nombre  v^n  d'équations 
fixes  qu'on  peut  former  par  un  procédé  régulier,  de  telle 
manière  que,  si  Von  tient  compte  de  ces  v  équations,  le  rang  p 
du  système  S  obtenu  soit  égal  au  rang  in  —  av  de  la  forme 
correspondante  F  :  les  n  —  v  équations  inconnues  doivent  alors 
être  choisies  de  manière  à  annuler  les  r  formes  du  système  S. 

6.  Pour  démontrer  ce  théorème,  supposons  donc  p  >•  in.  Remar- 
quons que  les  dérivées  partielles  de  la  forme  F  satisfont  à  m  —  in 
relations  linéaires  indépendantes  dont  les  coeflicients  sont  des 
fonctions  de  A|,  . . .,  Ar,  qu'on  peut  supposer  algébriques  entières. 
Soient 

à¥  ô¥ 

(0      A,li)1)-+..,+  A(„ia)-r=o        (t=  i,  a,  ...,  m  — an) 

ces  relations.  Introduisons  m  variables  auxiliaires  ut,  ....  u„,  et 
considérons  les  m —  in  expressions 

A,-i(  X)  ui-h. .  .-f-  A/,„(Xj  u,„        (i  =  i,  a,  .. .,  ira  —  an); 

ce  sont  des  polynômes  entiers  en  A,,  . . .,  À,-,  dont  les  coeflicients 
sont  linéaires  en  ut,  . . ..  um.  Annulons  les  coefficients  de  tous  ces 
polynômes  supposés  ordonnés;  nous  aurons  ainsi  un  certain 
nombre  p  d'équations  linéaires  à  coefficients  constants  (indépen- 
dants des  X)  : 

(a)  a/i  w,  -+- . . .  -+-  a/,„  um  =  o        ( i  =  i,  a,  . . . ,  p ). 

Considérons  enfin  les  pr  équations  linéaires  en  E,,  ....  ;,„  : 

, , x  à¥k  d¥k  . 
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Ce  système  d'équations  linéaires  est  évidemment  lié  d'une  manière 
ri  (variante  au  système  2. 

Montrons  d'abord  que  ces  relations  (3)  ne  sont  pas  toutes  véri- 
fiées identiquement.  On  peut  supposer,  à  l'aide  d'une  substi- 
tution linéaire  sur  les  u  (et  de  la  substitution  contragrédiente 
sur  les  £),  que  les  équations  (2)  se  réduisent  à 

U j  =  «ï  =  .  .  .  =    11,,=  O. 

Les  formes  F,.  ...,  F,  ne  contiennent  alors  explicitement. 
d'après  (3),  aucune  des  variables  ç,,  ...,  \p.  D'autre  part,  les 
équations  (1)  ne  contiennent  pas  non  plus  de  terme  en 

dF  oF 


Le  rang  111  de  l&  forme  F  en  ç^+i-  •  •-,  \m  est  donc  exactement 
égal  à  m  —  p.  Le  rang-  p  du  système  S  est,  d'autre  part,  au  plus  égal 
à  m  — p.,  puisque  les  formes  bilinéaires  de  S  ne  contiennent  que 
les  m — p  variables  £TO+i,  ...,  \p.  Il  en  résulte  que  p  est  au  plus 
égal  à  2/;.  ce  qui  est  contradictoire  avec  l'hypothèse  p  >»  2/?. 

7.  Les  équations  (3)  n'étant  pas  toutes  des  identités,  nous 
allons  maintenant  montrer  qu'elles  doivent  faire  partie  de  tout 
système  de  n  équations  linéaires  annulant  à  la  fois  F,,  F2,  ...,  Fr. 
Soit,  en  effet,  un  tel  système  qu'on  peut  toujours  supposer  ramené 
à  la  forme 

(4)  Èi  =  Si  =  . ■.=  &.  =  <>. 

Les  dérivées  partielles 

dF  dF 


sont    manifestement   des    combinaisons    linéaires    de    \K ;„. 

puisque,  pour  chacune  des  formes  F/,  et  par  suite  pour  la  forme  F  . 
tous  les  coefficients 

aij        ( »,  j  =  a  -4-  1,  . . . ,  m) 

sonl  nuls.  Il  existe  donc,  entre  ces  m  —  n  déri\ ées  partielles,  au 
moins  m —  in  relations  linéaires  indépendantes.  Gomme, d'autre 
part,  il  existe  entre  les  m  dérivées  partielles  de   F  exactement 
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m —  a/i  relations  indépendantes,  il  faut  qu'aucune  de  ces  rela- 
tions ne  contienne 

En  se  reportant  aux  équations  (i),  (2)  et  (3),  on  voit  que  lc> 
premiers    membres    des    équations   (3),    étant    des    combinaisons 

linéaires  de  —, —  >  ■••>  77—  >   sont  des    combinaisons   linéaires  de 

ç,,  . . .,  ç„.  Les  équations  (3)  font  donc  partie  des  équation-     1    . 

8.  D'après  cela,  si  Ton  veut  obtenir  tous  les  systèmes  de 
ji  équations  linéaires  qui  annulent  les  r  tonnes  de  S,  on  formera 
les  p  équations  (3).  En  tenant  compte  de  ces  équations,  les 
formes  F,- deviendront  des  formes  F;  à  m — p  variables.  La  nou- 
velle forme  F  se  déduisant  de  l'ancienne  F  en  tenant  compte 
de  p  équations  linéaires  indépendantes,  son  rang  sera  au  moins 
2/1  —  ip  ;  par  suite  il  faudra  adjoindre  aux  p  équation-  1  3  1.  pour 
annuler  les  formes  de  S,  au  moins  11 — p  équations  nouvelles.  Si 
l'on  suppose  possible  le  problème  d'annuler  les  formes  de  S  par 
n  équations,  il  faut  donc  que  F  soit  de  rang  2/1  —  2p.  Si  le 
rang  0  de  S  est  égal  à  211  —  ip,  on  sera  ramené  au  même  pro- 
blème pour  le  système  S.  Sinon,  on  fera  pour  S  ce  qu'on  a  fait 
pour  S  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  système  réduit  S0  pour  lequel 
le  rang  p0  soit  égal  au  rang  2n0  de  la  [forme  F„.  Tout  système 
de  n  équations  linéaires  annulant  toutes  les  formes  de  S  contiendra 
donc  n  —  «0  équations  fixes,  les  autres  pouvant  dépendre  de 
coefficients  arbitraires. 

9.   Eclaircissons   ce  qui  précède   par  un   exemple   numérique. 
Prenons  le  système  S  des  trois  formes  à  sept  variables 

F.=  [ç.^]-r^]-[:<;:|. 
F^tÉiU  +  lMsl, 

On  a  manifestement  ici 

p  =  7,         n  —  3. 

Il  existe  une  relation  linéaire  entre   les  sepl    dérivées  partielles 


—  u  - 

de  la  forme 

F  =  X1F1-f-XïF2-i-X,F3; 

on  trouve  sans  difficulté  que  celte  relation  est 
.    dF       .     dF  ,    dF 

Les  équations  (3)  sont  donc 

d¥k       dFk       dFk 

a  -j—  =-—  =  -—=  o         (A •=  i,  i,  3), 
àU  à*,,  d%s 

c'est-à-dire 

Si  a  est  différent  de  zéro,  le  problème  d'annuler  F,,  F2,  F3  par 
un  système  de  trois  équations  linéaires  est  impossible.  Si  a  est 
nul,  on  doit  d'abord  prendre  les  deux  équations 

5,  =  b  =  o; 
on  a  alors 

Fl  =  [Ê6$7], 

F2=  F,=  o. 

Comme   p  =  2n  =  2,  on  est  ramené  à  annuler  F,   par  une  équa- 
tion, ce  qui  donne 


II. 


10.  Considérons  deux  espaces  à  «  -+-  i  dimensions  E  et  E'et  une 
transformation  (T)  des  éléments 

(a?!,  .r2,  .. .,  a?„,  *,/>,,  . ..,  pn  I 
de  (E)  dans  les  (déments 

(a?'„  a?2,  ...,  x'n,  z',  p\,  ...,  p'„) 

de  (E').  Soient 

i   x)—  X,(a?,  z,  />), 
(i)  <    ^'  =  Z  (.r,  z,p), 

'   p',  =  P,(r,  «,  p) 
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les  formules  qui  définissent  la  transformation,  ces  formules  étant 

supposées  résolubles  par  rapport  à  xt ; pn. 

Comme  on  sait,  la  transformation  (T)  est  dite  de  contact  si  une 
multiplicité  quelconque  à  //  dimensions  d'éléments  unis  de  (E) 
est  changée  en  une  multiplicité  à  //  dimensions  d'éléments  unis 
de  (E'),  autrement  dit  si,  grâce  aux  équations  (i),  on  a  une 
identité  de  la  forme 

dz  —  p\  dx\  — ...  —  p'„  dx'„  =  p  (  dz  —  px  dxx  —  .  . .  —  pn  dxn  ) . 

Supposons  que  la  transformation  (T)  ne  soit  pas  une  transfor- 
mation de  contact.  Il  peut  arriver  qu'il  existe  néanmoins  des 
multiplicités  M  à  n  dimensions  d'éléments  unis  de  (E)  qui  soient 
transformées  en  des  multiplicités  M'  d'éléments  unis  de  (E').  L< :s 
multiplicités  M  sont  dans  ce  cas  les  intégrales  d'un  certain  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles.  Notre  but  est  de  démontrer  que, 
si  ce  système  ne  contient  aucune  équation  du  premier  ordre, 
c'est-à-dire  sil  passe  une  multiplicité  M  par  tout  élément  de 
l'espace  (E),  il  existe  une  transformation  de  contact  bien 
déterminée  (S)  telle  qu'appliquée  à  toute  multiplicité  M,  elle 
fournisse  exactement  la  multiplicité  M'  qui  correspond  à  M 
par  la  transformation  (T). 

H.  Les  multiplicités  M  et  M' étant  formées  d'éléments  nuis,  on 
a,  pour  tout  déplacement  sur  ces  multiplicités, 

dz  —  px  dxi  —...  —  p„  drn  =  o, 
dz'  —  p\  dx\  —  ...  —  p'n  dx'n  =  o. 

Si  l'on  tient  compte  des   formule-,  m),  on  obtient  ainsi  deux 

équations  de  Pfaff  en  dxt dz dpn  et  ces  deux  équations 

de  Pfaff  sont  linéairement  indépendantes,  puisque  la  transfor- 
mation (T)  n'est  pas  de  contact.  L.t  multiplicité  M  est  donc  une 
intégrale  à  n  dimensions  d'un  système  de  deux  équations 

u>i=  o, 

(');=    O 

à  >./?+  i  variables.  11  en  résulte  que  les  covariants  bilinéaires 
de  w,  et  de  w2  sont  nuls  en  tenant  compte  <\*'^  équations  de  la 
multiplicité  M  «i  de  ses  équations  différentiées  totalement.  En 
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tenant  compte  en  particulier  des  équations  w,  =  co2  =  O,  Ces  COVa- 
riants  deviennent  deux  formes  bilinéaires  alternées  à 


variables  (les  variables  étant  ici  211 —  1  des  différentielles dx{ 

ilnn.   ou    :>.n  —  i    combinaisons    linéaires   de   ces    différentielles). 
Nous  désignerons  ces  variables  par 

te  >■ 

?li        Ç2,        •  •  •  i       s2/i-l 

et  les  deux  tonnes  bilinéaires  par  F,  et  F2. 

Quand  on  se  déplace  sur  M,  il  existe  n  -h  î   relations  linéaires 

entre  les  in  -+-  i  différentielles  (/#,,  ...,  dp„;  deux  de  ces  relations 

sont  toi  =  to2  =  o;  par  suite  on  voit  que  les  deux  j  ormes  F,  et  F 2 

s'annulent  par  un  système  de  n  —  i  équations  linéaires  entre 

les  variables  ç. 

Le  rang  de  la  forme 

F  =  XtFi-H  À2F2 

est  au  plus  égal  h»  —  2,  puisque  p  est  ici  au  plus  égal  à  211  —  1 . 
Mais  ce  rang  ne  peut  pas  descendre  au-dessous  de  2/1  —  2,  car  F, 
par  exemple  se  déduit  de  la  forme  bilinéaire  de  rang  211 

—  [dpi  dxt  ]—...—  {dpn  dxn  ] 

par  une  seule  relation  linéaire  entre  dxt,  dpt,  ...,  dxn,  dpa, 
savoir  celle  qu'on  obtient  en  éliminant  dz  entre  u)t  =  o 
et  o)2  =  o. 

On  est  donc  dans  le  cas  étudié  précédemment,  où  il  s'agit  d  an- 
nuler F,  et  F  o  par  un  système  de  11 —  1  équations  linéaires,  le  rang 
de  F  =  X|  F,  +  A2  F2  étant  2(11  —  1). 

12.  (  iomme  on  l'a  vu  plus  haut,  le  système  d'équations  cherchées 
comprendra  un  certain  nombre  v  d'équations  fixes  (ce  nombre 
pouvant  être  réduit  à  zéro),  les  formes  F,  et  Yz  se  réduisant,  si 
l'on  tient  compte  de  ces  équations,  à  deux  tonnes  1^  ,  et  1"  2 
à  2/1 —  1  — v  variables,  le  rang  du  système  S  de  ces  deux  formes 
étant  égal  à  :>{//  —  1)  —  2V,  ainsi  que  le  rang  de  la  tonne 

F  =  X,F,  +  XîFi. 
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Soit,  ce  qu'on  peu!  toujours  supposer, 

les  v  équations  obtenues.  Ce  sont  de  nouvelles  équations  de  Pfaff 
auxquelles  satisfait  la  multiplicité  M. 

ïl  en  résulte  que  M  annule  le>  covariants  bilinéaires  de  leurs 

premiers  membres.  Désignons  par  F3 Fv-2  ce  cIue  deviennenl 

ces  covariants  quand  on  y  tient  compte  des  équations 

La  tonne 


F  =  X,  F,  +  X,  F,  ■+-  X3  F3  -+- . . .+  Xv    .  F 


V-i-2 


doit  être  au  plus  de  rang  \>A  n  —  i  —  v)  puisqu'elle  peut  s'annuler 
par  n —  i — v  équations  linéaires;  mais  comme  d'autre  pari  la 
forme 

X1F1+XÎF2 

est  exactement  de  rang  i(n  —  i  —  v),  il  en  est  de  même  de  b .  On 
a  donc  un  nouveau  système  de  v  +  2  formes  bilinéaires  auxquelles 
on  peut  appliquer  le  même  raisonnement  que  plu>  haut.  On  en 
déduira  en  général  l'existence  de  nouvelles  équations  linéaires 
fixes  entre  les  ç,  c'est-à-dire  de  nouvelles  équations  de  P fa fT aux- 
quelles doit  satisfaire  M,  el  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le 
procédé  ne  soit  plus  applicable. 

\   ee  moment-là,  on  sera  arrivé  à  un  certain   nombre  h       2 
d'équations  de  Pfaff  fixes 

CO|  =  10-2  =  .  .  .  =  W/i-i-2  —   " 

auxquelles  satisfait  toute  multiplicité  M..  En  tenant  comptede 
ces  h  —  2  équations .  les  covariants  bilinéaires  de  leurs  premiers 
membres  forment  un  système  ~  de  h       2  formes  bilinéaires 

*1,        'i'2,         *A+Î 

telles  que  la  forme 

soit  île  rang  in  —2/1-  >.  le  système  -  étant  lui  aussi  de 
même  rang  >.u  —  2  A        >.. 

M.lll.  2 
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III. 


13.  \.vant  d'aller  plus   loin,  il  est  nécessaire  il»-  rappeler  un 
théorème  classique  sur  les  systèmes  <le  Pfaff. 

Etant  donné  un  système  de  r  équations  de  Pfaff  à  m  variables 

(  l)  0)|  =  w2  =  .  .  .  =  ior=  o, 

on  peut  exprimer  les  co variants  bilinéaires  de  leurs  premiers 
membres  comme  des  formes  bilinéaires  alternées 

F„     F2,     ...,     Fr 
de  <"t i<>r  et  de  m  —  /•  autres  expressions  de  Pfaff 

777,.  .   .   .  ,         TXm-r 

indépendantes  entre  elles  et  indépendantes  des  w.  Le  théorème 

en  question  exprime  que  les  équations 

(2i        tol  = . . .  =  (or=  o,         - —  =  o         (  i  =  i  ,...,/•  ;   A.  =  i ,  .  .  . ,  m  —  r) 

OW/c 

sont  complètement  intégrables  et  que.  de  plus,  si 

yu     •••>    y?+ç 

constituent  un  système  d'intégrales  premières  indépendantes 
de  ces  équations,  les  équations  (  i)  peuvent  s'écrire  sous  la 
foi- me 

A=/--i-p 

( 3 )  2^  A'*  dW>  —  °        (i  =  i,  2,  . . . ,  r), 

/.  =  i 

les  coefficients  A  m  ne  dépendant  que  de  yK .  yx .»>  «. 

14.  La  démonstration  repose  d'abord  sur  la  remarque  que  le 
système  (2)  est  lié  d'une  manière  covariante  au*  équations  (1), 
c'est-à-dire  reste  invarianl  soit  par  un  changement  de  variables, 
soit  par  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  les  premiers 
membres  de  l'équal  ion  (1). 

Ce  point  étant  admis,  !<•  théorème  es!  vrai,  lorsque  r  es!  donné. 


-  19  - 

pour  m  =  r.   Supposons-le  vrai  pour   /»  =  r,    r  -h  i u.,    et 

clé  montrons- le  pour  m  =  ijl  -h  i .  Regardons  l'une  des  variables, 
^Vh  par  exemple,  comme  un  paramètre,  sa  différentielle  étant 
alors  regardée  comme  nulle;  nous  pouvons  supposer  qu'on  a  pris 

Le  système  (i)  devient  alors  un  système  à  m  variables,  pour 
lequel  les  nouvelles  formes  F,-  se  déduisent  des  anciennes  F,  en 
supprimant  les  termes  qui  contiennent  tn(1+)_r.  En  appliquant  le 
théorème,  supposé  vrai,  au  nouveau  système  (i),  on  peut  le  mettre 
sous  la  forme  (3)  et  même  sous  la  forme  plus  simple 

<«  

\  dyr-+-  -xr,\  dyr+l-\-..  .—  ïr]7rf/r+(,=  o. 

11  est  bien  évident  que.  si  l'on  regarde  de  nouveau  oo^+i  comme 
variable,  le  système  (i)  prendra  la  forme  complétée 

/  dyi-hcit,!   dyr^-ir.  ..-r-xu^  drr^^'xidxv^l=o. 

(5) 

'  dy,.  -+-  aril  dy r+i  -+-...-*-  ar>7  dyr+r; -+-  ar  cfe^,  =  o, 

les  coefficients  x,a  dépendant  seulement  des  y  et  de  #|>+t,  mais  les 

coefficients  a,.  aa a, pouvant  dépendre  de  toutes  les  variables 

primitives,  c'est-à-dire  pouvant  dépendre,  en  outre  des  y  et  ^a+), 
de  certaines  autres  variables  zK.  c2<  — 

Si  les  %i  ne  dépendent  que  des  y  et  de  a?|x.+  (,  les  équations  |  ■>  | 
contiennent  r+ffOU/'-f-î+i  équations  par  rapport  aux  r-\- 9  +  i 
variables  y  et  x^,+,  :  elles  sont  donc  sûrement  complètement. 
intégrables. 

Si  les  olï  dépendent  d'autres  variables  que  les  y  et  x(1+1,  on  voit 
sans  difficulté  que  les  équations  <  2)  se  ramènent  à 

dyi<  =  o,         t/xu.-t-i  =  o,         d-x,  =  0         (  k  =  1  ....,/•  -+-  1  ;  i  =  1 ,...,/)  ; 

elles  sont  donc  encore  complètement  intégrables. 

La  première  partie  du  théorème  étant  ainsi  démontrée  et 

yu      ...,    yr+9 
désignant  des   intégrales    indépendantes  du    système    (a),    il    e>t 
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évidenl    que    les   équations  in.   faisanl   partie  des  équations 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

t  dyx  +  pn  dyr+1-h. . .-+-  plp  dyr+0  =  o, 
(6)  ...... 


f  dy,.-+-  3,.,  dyr+\  -»-...+  Prp  ^/-+p  =  «, 

et  tout  revient  à  démontrer  que  les  coefficients  |3a  ne  dépendenl 

que  des  j'.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  verrait  en  effet  facile menl 

que    le    système    (2)    contiendrait    d'autres    équations    que    les 

équations 

dyl  =  ...=  dyr+p=  o. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  démonstration 
directe  par  le  calcul,  en  utilisant  Y  identité  fondamentale. 

Remarquons  enfin  que  l'entier  désigné  par  p  n'est  autre  que  le 
rang  du  système  des  formes  F,.  ....  Fr,  dans  lesquelles  on  a  sup- 
primé tous  les  termes  en  o_>, ior. 


IV. 

15.  Appliquons  ce  théorème  aux  h  -\-  2  équations  de  PfalV 
auxquelles  nous  étions  arrivés  à  la  fin  du  paragraphe  II  et  aux- 
quelles satisfait  toute  multiplicité  M.  Ici  le  nombre  p,  qui  n'est 
autre  que  le  rang  du  système  des  formes  <!>,,  . ...  ^+21  est  égal 
à  111  —  2 h  —  2.  On  peut  donc  trouver  'in  —  h  fonctions 

yu    y*,     ...,    y-m-h 
de 

•E 1  j       *  2}        •  •  •  1       •*"  n  1       "*i        •  •  •  t      P  ni 

telles  que  le  système  des  A  -f-  2  équations  de  Pfaflf considérées  soil 
susceptible  d'être  mis  sous  la  forme 

/,      m -li 

(1)        p<=    Zj   A,7,(  r, ,  —  ym-fi )  dyk  =0       ( i  =  1 ,  2 h -4-  1). 

On  aura  les  multiplicités  Al  en  cherchai! t  toutes  les  inté- 
grales à  n  —  h  —  1  dimensions  de  ce  système  de  Pfaff.  La 
même  intégration  donne  les  multiplicités  correspondantes  M  qui 
sonl  définies  par  les  mêmes  //     -  1  relations  entre  les  v. 
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L'équation 

(  2  )  dz  —  />!  r/a?!  —...  —  pn  dxn  =  o 

('■tant  une  conséquence  des  équations  (i)  peu!  s'écrire  sous  la 
tonne 

(2')  2 ira,  +  a2T7T2— .  .  .—  a/i+27B/i+2  =  O. 

//  es£  facile  de  voit-  qu'aucun  des  coefficients  1.  n'est  nul  et  que 
leurs  rapports  mutuels  sont  des  fonctions  indépendantes  entre 
elles  et  indépendantes  des  y.  Si.  en  effet,  on  suppose,  ce  qui  est 
permis,  a,  ^zé  o,  le  premier  membre  de  l'équation  (2'),  divisé 
par  a,,  doit  dépendre  de  -2/1  -h  1  variables  indépendantes  au  moins, 
pour  que  l'équation  (2')  soit  équivalente  à  l'équation  (2).  Les 
variables  y  étant  au  nombre  de  -±n  —  /t,  il  faut  que  les  rapports 

*2  'J-h+1 

a/  a, 

fournissent  h  +  1  (onctions  indépendantes  nouvelles. 
Il  résulte  de  là  qu'on  a  deux  identités  de  la  forme 

|    dz  />!    dX\  — ... pn  dxn  =  p  (Wl-t-  U  iTBs  -+-...-+-  ltA-t-««*A+s)i 

/   dz'  —  p\  dr\  —  ...  —  p'n  dx'lt  =  p'  (rni  -+-  v 2  nj2  -H .  .  .  -+■  v/,+*  "A+2  >> 

les  coefficients  wL> "A+2  étant  indépendants  entre  eux  et  des  y, 

et  de  même  les  coefficients  c2 ^A+2- 

16.    Cela  posé,  soit 

yk=  Yk(x,  z,  p)  =  Yi(a?',  s',  //)        \k  =  i,  ...,  an  —  /m 

les  formules  qui  expriment  les  r  en  fonction  des  r.  s,  p  et  en 
fonction  des  x' ,  z',  /?'.  Les  2«  +  1  relations 

l  Y&(ar,  z,p)  =  Tk(x',  z',p'),        (k  =  1,  . . .,  in  —  h) 

(4) 

I     "2=   »'2,         •  •  -i        «/n-2  =  «'A+ii 

où  les  a  sont  supposés  exprimés  au  moyen  des  ./ .  ;,  p,  et  les  v  au 
moyen  des  a?',  z',  //,  sont  résolubles  aussi  bien  par  rapport 
aux  >.n  H-  1  quantités  ./,.  z,  p;  que  par  rapport  aux  2/1  \-  1  quan- 
tités  x'r  z',  //,.  Elles  définissent  donc  une  transformation  (S)  des 
éléments  de  E  dans  le^  éléments  de  E'.  C'esl  une  transformation  de 
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contact,  puisqu'elle  entraîne,  d'après  (3),  l  identité 

-  (  dz  — pi  dxï  — ...  —  pn  dxn  )—  —  (dz  —  p\  dx\  — ...  —  p'n  dx'n  ). 

P  P 

De  plus,  elle  change  tonte  multiplicité  M  dans  la  multiplicité 
correspondante  M',  puisque  ces  deux  multiplicités  sont  définies 
par  les  mêmes  relations  entre  les  y. 

Il  existe  donc  bien  une  transformation  de  contact  déter- 
minée (S)  produisant  sur  chaque  multiplicité  M  le  même  effet 
que  la  transformation  donnée  (T). 


17.  Nous  avons  exclu  essentiellement  de  nos  raisonnements 
précédents  toutes  les  multiplicités  M  qu'on  obtiendrait  en  annulant 
certaines  fonctions  déterminées  de  #,  3,  p.  Nous  avons,  en  effet, 
regardé  les  coefficients  des  formes  bilinéaires  F/  que  nous  avons  eu 
à  considérer  comme  des  constantes,  ne  supposant  pas  que  ceux  qui 
ne  sont  pas  identiquement  nuls  puissent  s'annuler,  ou  que  certaines 
relations  identiques,  qui  changeraient  par  exemple  les  rangs  de  ces 
formes,  puissent  être  vérifiées. 

Il  nous  reste  donc  à  examiner  en  quelque  sorte  les  multipli- 
cités M  singulières,  c'est-à-dire  celles  qui  satisferaient  à  un  sys- 
tème d'équations  aux  dérivées  partielles  parmi  lesquelles  figure- 
raient une  ou  plusieurs  équations  du  premier  ordre. 

On  peut  toujours  supposer  que  ces  équations  du  premier  ordre 
sont  en  involution  ainsi  que  les  équations  transformées  par  (T). 
On  peut  enfin,  par  une  transformation  de  contact  dans  l'espace  E 
et  une  transformation  de  contact  dans  l'espace  E'.  supposer  que 
ces  deux  systèmes  en  involution  sont  définis  par  les  équations 

(i)  /Vm  =py+t  =•••=/>«  =  o, 

(?-)  />v+l  =/>C+2  =  •••  =  />«  =<>• 

Chaque  multiplicité  M  (de  la  famille  considérée)  est  alors 
définie  parv  -h  i  relations  entre  #,,  ...,#V}  r.  />, /*v.  Ces  rela- 
tions définissent  également  une  multiplicité  d'éléments  unis  à  v 
dimensions  ///  de  L'espace  e  à  v   t-  i  dimensions  dont  les  éléments 
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ont  pour  coordonnées  (#,,  —  ./,,.  z,  />{ y>v).  11  y  a  une  corres- 
pondance univoque  entre  les  multiplicités  M  et  les  multiplicités  ///. 
ces  dernières  constituant  l'intégrale  générale  d'un  certain  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  aucune  n'est  du  premier 
ordre.  Il  y  a  de  même  une  correspondance  univoque  entre  les 
multiplicités  M'  de  l'espace  E'  et  certaines  multiplicités  ni'  d'un 
espace  e'  à  v  -+-  1  dimensions. 

18.   Les  formules  qui  définissent  la  transformation  (T  i  devien- 
nent, quand  on  tient  compte  des  équations  (i)  et  (2), 

x\=  Xi(tu  ....  ,r.„  s,  pu  ..  .,/>.,;  xy+u  ...,  xn) 
(»  =  i,  2,  ...,  n), 

(3)  {    z'  =  Z  (a?!,  . ..,  xy,  z,j>i,  . ..,  p-,;  37V+1,  •  •  •■>  #n), 
p t •  =  r , ■  (a-!,  . .  . ,  3\>  z,  pi,  . . . .  p^  ;  a?v+i]  • .  •  •  ■?*«  * 

(t  =  1,  ...,  v). 

Soient 

(4)  F/(a:/1,  ...,  a?'v, s',  />i,  ...,  />v)  =  o        (e  =1,  2,  ...,  v  +  i) 

les  v  -h  1  équations  qui  définissent  une  des  multiplicités  M';  la 
multiplicité  correspondante  M  est  évidemment  définie  par 
les  v  -1-  1  équations 

(5)  F/(X,,  ..  ..  Xv,  ...,  Z,  P,,  ...,  Pv)  =  o        (i  =  i,a v  +  i). 

On  sait  d'avance  que  ces  équations  entraînent  v+  1  relations  Indé- 
pendantes entre  #,,  ...,  :rv,  s,/>i,  •■••  /V  Par  suite  #v+n  —  xn 
n'entrent  qu'en  apparence  dans  les  équations  (5)  et  le  système  de 
ces  équations  ne  change  pas  si  l'on  y  donne  à  a?v+<,  ••■■>  %n  des 
valeurs  numériques  arbitraires  fixes  2\°+l,  ....  a?°.  11  résulte  de  là 
qu'on  peut  passer  des  multiplicités  M  aux  multiplicités  M',  ou  plus 
exactement  des  multiplicités  m  aux  multiplicités  ni' ,  par  les  for- 
mules 

/  x]  =  \i(Xi,  . ..,  a?v,  c.  pt pw\  x{i+l,  . .  .,  x%) 

\  (i  =  i,  ...,  v), 

(G)  •    z'=Z(j7l5 rv,-',/^,  ..../',:/ïTl...../!|l. 

/>,=  P/(a?i,  .. .,  arv,  -•  /'i-  •  •  ••  Pv  ;  ^v+n 
(i=i,  ....  v), 
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qui   naturellement   sont,   d'après  ce  qui   précède,  résolubles  par 

rapport  à  X\ r,.  s,  p\ p,-  Mais  ces  formules  définissent 

une  transformation  |  /  i  des  éléments  de  e  dans  les  éléments  de  e1 
el  comme  les  multiplicités  ///  d'éléments  unis  de  e  qui  sont  trans- 
formées dans  des  mull  iplicités  m' d'éléments  unis  de  e'  ne  satisfont 
à  aucune  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  on 
peut  appliquer  le  théorème  démontré  plus  haut.  !l  existe  donc  une 
transformation  de  contact  bien  définie  (s)  de  l'espace  e  dans 
l'espace  e'  jouissant  de  la  propriété,  qu'appliquée  a  toute  multipli- 
cité m.  elle  donne  exactement  la  multiplicité  m'  que  fournit  la 
transformation  (t.).  En  complétant  cette  transformation  (5)  par  !<•-> 
formules 

x'J+l.  =  CPy+/c,  /?v+/,  =  py,+k  (/f  =  1 ,...,»  —  v), 

on  obtient  enfin  une  transformation  de  contact  1  S  1  produisant  sur 
les  m  11  lt iplicités  M  le  même  efièt  que  la  transformation  donnée  (T). 
(Test  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  sommes  donc  arrivés  au  théorème  général  suivant  : 

S'il  existe  des  multiplicités  d'éléments  unis  M  transformées 
par  (T)  en  multiplicités  d'éléments  unis  M.1 }  les  multiplicités  M 

appartiennent  à  une  on  plusieurs  familles  distinctes,  dont 
chacune  est  formée  par  l'intégrale  générale  d'un  certain 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Considérons  un 
de  ces  systèmes  ou  même  plusieurs  de  ces  systèmes,  tels  du 
moins  que  dans  tous  ces  systèmes  celles  des  équations  qui  sont 
du  premier  ordre  soient  les  mêmes.  A  ces  systèmes  on  peut 
faire  correspondre  une  transformation  de  contact  bien  déter- 
minée (S)  telle  qu'appliquée  à  l'une  quelconque  des  inté- 
grales M  de  l'un  quelconque  de  ces  systèmes,  elle  produise  h> 
même  effet  que  la  transformation  donné-,'  1  T  1. 

Il  est  bon  de  faire  remarquer  que  nous  avons  supposé  que  les 
formules  définissant  la  transformation  (T)  ne  cessaient  pas  d'être 
résolubles    tant    par  rapport   aux  ./•.   c,  p.  que    par  rapport  aux 
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HÉLIGOÏDES    DE    SECONDE    ESPÈCE  : 
Par  M.  Barré. 

I.  —  Surfaces  générales  (1  ». 

1.    Définition.  Vous   désignerons   sous    le   nom    d'héli- 

coïdes  de  seconde  espèce  les  surf  aces  engendrées  par  des  hélices 
circulaires  de  même  axe.  Elles  peuventêtre  représentées  cano- 
niquement  par  les  équations 

I    X  —  p  COS'J, 

(i)  y  =  p  sinç, 

(    s  =  /(p)-+-*<  P)?- 

Lorsque  A"  se  réduit  à  une  constante,  <m  retombe  sur  les  héli- 
coïdes  ordinaires. 

Remarques.  i"  Si  l'on  -> ii| >| »i ><  i i i  p  constant,  on  trouverait 
un  cylindre  droit  :  /,  devrait  alors  être  pris  comme  variable  indé- 
pendante; il  est  rvidenl  que  si  on  le  supposait  constant,  les 
équations  (i)  représenteraienl  mw  hélice; 

a0  Quand  nous  parlerons  suis  autre  indication  d'hélice  généra- 
trice, ou  simplement  de  génératrice,  il  est  entendu  qu'il  s'agira 
des  hélices  p  =  eonst. 

!2.  Formules  générales.  -  Les  paramètres  différentiels  de 
Gauss  pour  ces  sur/aces  sont  : 

(i)  \ 


Il  =  [p2(y_t_£'<p)2-f-  p!  -  **]*, 

(    D    =_p2(/'-l-^o)] 

(3)  (  D  -     '        **<?)p, 

(')  J'.ii  présenté  an  résumé  rapide  <l<-  l'étude  de  ces  surfaces  dans  une  Noir  insérée 
aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  l.  1~>7.  ~  juillet    igi3,  p.  3i. 


—  26  — 
et  Vêlement  linéaire  est 

(  2  6i5  )  ds*-  =  E  rf?2  -+-  2  F  cfo  tfp  -+-  G  rfp2. 

L'équation  du  [dan  tangent  au  point  (p,  co)  e*/ 

(  4  )       A  (  a?  —  p  cos  <p  )  -i-  B  (j^  —  p  si n  <j>  )  -4-  C  [z  — /(  p  )  —  k( p )«p J  =  o 

avec 

|   A  =  p  cos  o  (/"'  -(-  A*'  a  )  ■ —  /c  sin  », 

(5)  < .   B  =  p  sin  »(/''-+-  //o)  -t-  k  cos», 

(  C  =—  p. 

Ces  formules  montrent  que  la  surface  ne  présente  de  pi  tint 
conique  que  lorsque  k (o)  est  nul;  l'axe  est.  alors,  au  inoins  en 
général,  un  lieu  de  points  coniques. 

Formules  relatives  à  l'inclinaison  i  d'une  courba  sur  la 
génératrice  passant  au  point  considéré.  —  On  obtient  sans 
difficulté,  en  partant  de  la  considération  de  l'élément  linéaire 

COS  i  =  (  p»  +  A"2  )"*  ^  H-  k  (  p*  •+-  A'2  )~  3  (/'  +  /f'o)  ^P , 

H  dp 

,n'= Ï5T 

d'où 

i 

hn„;  _      [p'(/'+A-'?)»-t-pg-4-*«]2</p 

Angle  du  plan   tangent  avec   la   normale  principale  à  la 

génératrice.  —  Cet  angle  rrr  est  donné  par  la  formule 

(8)  costo  = —  jj-(/'-4- A-'<p). 

Angle  du  plan  langent  avec  le  [dan  directeur  de  la  sur- 
face. —  Nous  appellerons,  conformément  à  une  définition  que 
nous  avons  déjà  donnée  dans  des  cas  plus  généraux,  plan  direc- 
teur de  la  surface  le  plan  ./Or.  L'axe  Oz  sera  dit  l'axe  de  la 
surface  <-i  les  plans  passant  par  Oz  seronl  les  plans  méridiens. 

L'angle  \  du  plan  tangenl  .i\r<-  le  plan  directeur  esl  donné  par 
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l'une  des  formules 

;  k1 

(9)  cosV=yj-         ou  tang2V  =  -+(/'+/,  Ui-. 

ou,  en  introduisant  un  nouvel  angle  Y\  . 

/     .    v    .    __  k 

1    sin  V  sin  \\  = —  — , 

\  a 

(10)  (sinVcosW==       ^(/'-j-Ar'o), 

„.           k         • 
tangW  = 


P  /'  +  *'<? 

Des  formules  (9)  on  déduit  que   l'angle  V  tend   vers   -    lorsque 

le  point  s'éloigne  indéfiniment   sur  une  génératrice  de  pas  non 
stationnaire. 

Elément  d'aire.  —  L'élément  d'aire  est  donné  par  la  for- 
mule 

(11)  <£<&  =  [p*Jf*œ»-+-ap2AV'?-4-p*(/'*-t-i)-t-À:*]2rfp«*tp. 

Nous  appliquerons  cette  formule  à  la  recherche  de  l'aire  de  la 
surface  comprise  entre  deux  plans  méridiens  9  =  94,0  =  03  et 
deux  hélices  génératrices  p  =  p,.  p  =  p2.  Nous  appellerons  spire 
annulaire  la  surface  comprise  entre  deux  génératrices  p,.  p2  et 
limitée  au  même  méridien  pour  les  valeurs  ot  =  ©0  et  v2--';0 — ■>.-. 

Laissons  de  côté  le  cas  des  hélicoïdes  ordinaires  pour  Lesquels 
la  question  est  classique.  On  peut  alors  écrire 

1. 
(n  bis)  d*X=çk'    (y  ■+-  Ç  Y  -+-  k*  "^  p*  1 2  dp  df  ; 

d'où,  par  une  première  intégration. 

?  =  =.  N 

I.,;!  formule  (12)  donne  Paire  de  la  couronne  élémentaire  corn- 
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prise  entre  deux   méridiens  quelconques   ©4,  ©2  ei   deux  hélices 
infiniment  voisines  p  et  o  •+-  do. 

Une  seconde  intégration  effectuée  sur  la  différentielle  dX  de 
la  seule  variable  p  entre  les  limites  p,  et  p2  donnera  l'aire  cher- 
chée. Tl  faut  observer  que  l'aire  d'une  spire  varie  essentielle- 
ment avec  son  méridien  origine,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu 
pour  les  hélicoïdes  ordinaires.  Cela  résulte  immédiatement  de  La 
formule  (12). 

3.  Plan  tangent  a  la  surface.  —  Sa  répartition  aux  divers 
points  d'une  génératrice.  Paramètre  de  distribution.  Ligne 
de  striction  de  première  espèce.  Problèmes  divers.  —  Désignons 

par  /»-,  le  pas  angulaire  (  -  )  de  l'hélice  génératrice;  la  seconde  for- 
mule (9)  peut  s'écrire 

(i3)  tang*V  =  £f-+-  tang2U  =  tang'Vj-f-  tang2Tj 

en  posant 

(14)  tangU  =/'•+-  k'v,  tangVt  =  /f|. 

Donc  : 

Théorème  1.  —  L'angle  (')  du  plan  tangent  en  un  point 
d'une  hélice  génératrice  avec  le  plan  directeur  est  toujours 
supérieur  a  l'angle  \  ,  de  la  génératrice  avec  la  section  droite 
de  son  cylindre  principal ,  sauf  au  point  de  cette  génératrice 
défini  par  la  valeur  de  co  donnée  par  la  formule 

(A)  ,  —  Ç 

En  ce  point  l'angle  du  plan  tangent  à  lit  surface  avec  le 
plan  directeur  de  celle-ci  est  précisément  égal  à  \,.  Nous 
donnerons  à  ce  point  le  nom  de  point  central  de  première 
espèce. 

(')    Il    s'ayit    ici   de    la    détermination    des    divers    angles   comprise    entre   0 

et    —  • 
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i  •    ,  à  tangU  i  .   •       ,  i  ,  , 

La  quantité  — — - —  sera  désignée  sous  le  nom  de  paramètre  de 

distribution  de  la  génératrice  (  '  >. 

Cette  définition  suppose  que  cette  expression  est  constante  en 
tous  les  points  de  la  génératrice.  C'est  bien  ce  qui  a  lieu,  car 

ù  tangU 


d<o 


K'. 


Ce  paramètre  est  nul  dans  le  cas  des  liélieoïdes  ordinaires. 

Le  lieu  des  points  centraux  de  première  espèce  défini  en  coor- 
données polaires  par  la  relation  [(A),  th.  1]  est  la  ligne  de  stric- 
tion de  première  espèce. 

DeVELOPPABLES   D'ÉGALE    PENTE    PAU    RAPPORT     U     PLAN    de    base.   — 

Nul  \  0  L'angle  de  pente  donné  :  la  développable  correspondante 
sera  définie  par  la  relation 

(i5)  -;  -4-(/'H-Ar'(p)*=tang*Vo, 

qui  détermine  la  ligne  de  contact.  Cette  équation  n'esl  autre  que 
L'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  projection  sur  le  plan  de 
hase  de  cette  ligne  de  contact. 

On  voit  que  la  ligne  de  contact  d'une  surface  d'égale  pente 
rencontre  chaque  hélice  génératrice  en  deux  points  distincts,  sauf 
pour  les  génératrices  définies  par  l'équation  en  p 

(16)  &2(p)  —  p2tang2V0=o. 

Ces  points  sont  réels  si 

/.-'    ;p2lang*V0. 
imaginaires  si 

£2>pUang*V0. 

Les  hélices  définies  par  L'équation  |  16)  forment  ligne  sépara- 
trice. Pour  aller  plus  loin,  il  faudrait  connaître  dans  chaque  cas 
la  forme  de  k(p).  Dans    le    cas   des   surfaces  de    vis  de    seconde 


l1)  Conformément  <i  lu  <l<;liniti"n  que  nous  avons  donnée  antérieurement  pour 
le  cas   des    surfaces    générales   engendrées    par  une  hélice  circulaire   (Cf.  C.B. 

de   l'Académie   des   Sciences   de   Paris,    1907,  e'   série,    p. et    Bulletin 

de  la  Société  mathématique  de  France.  I.  \l.l.  tgi3,  |>.  '^7  |.  M. us  dans  le  c;i< 
général,  la  définition  devait  faire  intervenir  aussi  le  point  choisi,  car  l'expression 
en  quest ion  dépendai  1  de  f. 
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espèce    (voir    ci-iiprès    :    II),    la    séparatrice    se    réduit  aux  deux 

hélices 

h(p  —  p0)  =  ±  ptangVo. 

Si  tangV0  =  ±  /i,  l'une  de  ces  hélices  s'évanouit. 

Plans  tangents  issus  d'un  point  de  l'axe  de  la  surface.  — 
Soient  c.  s  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'un  plan  tangent 
à  la  surface  plan,  passant  par  le  point  de  l'axe  (o,  o,  c).  En  écri- 
vant que  l'équation  (4)  est  vérifiée,  on  trouve  la  condition 

(17)  /+£©  — c  — (/'-(-*' <p)p  =  o. 

Cette  équation  peut  être  considérée  comme  représentant  la 
projection  horizontale  (sur  le  plan  directeur)  de  la  courhe  de 
contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface  de  sommet  (o,  o,  c). 

Cette  équation  peut  en  général  être  résolue  en  a  et  donne 

c_l_  f'?—f 
(l<bls)  ?  =     k  +  k'p    ' 

Il  est  dès  lors  facile  de  construire  la  courhe  lorsque  les  fonctions/ 
et  k  sont  explicitées. 

Il  est  toutefois  un  cas  où  la  résolution  en  co  n'est  pas  possible, 
c'est  lorsque  k —  k'  p  est  nul.  Si  cela  n'a  lieu  que  pour  des  valeurs 
isolées  de  0,  on  obtient  une  courhe  en  spirale,  au  moins  en 
général.  Mais  lorsque  /.  —  k'  0  est  constamment  nul,  l'équation  (  17) 
ne  dépend  plus  de  es.  Elle  se  réduit  à 

(i7ter)  f  —  pf'  =  c? 

d'où  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  le  pas  est  proportionnel  au  rayon 
(ou  encore  lorsque  le  pas  angulaire  est  constant),  les  courbes 
de  contact  des  cônes  circonscrits  ayant  leur  sommet  sur  l'axe 
de  la  surface  sont  constituées  par  des  hélices  génératrices. 

Il  faut  observer  que,  dans  ce  cas,  les  diverses  hélices  généra- 
trices sont  toutes  semblables  ('). 


(')  En  se  fondant  sur  cette  observation,  on  peut  donner  du    théorème  II   une 
démonstration  géométrique  directe  très  simple. 
Considérons  en   effet,  d'une   façon   générale,   un  point   S  pris  sur  l'axe  d"une 
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Il  est  à  prévoir  que.  si  !,i  courbe  de  contact  correspondant  ;i  un 
poial  de  Taxe  est  une  méridienne,  celle-ci  doit  se  réduire  à  une 
droite.  C'est  ce  que  montre  le  calcul  :  si  l'on  écrit  que  la 
valeur  (  i~  bis  >  de  a  est  indépendante  de  p  et  égale  à  s0-  on  obtient 
sans  difficulté  la  condition 

/  =  c  —  <p0  /,  —  À 0  p        ( o0,  ^o  =  cons t .  . 

et  par  suite  l'équation  semi-polaire  de  la  surface  est 

(18)  c  = /l(ç  —  ç0)  -+-  c  -f-X0p. 

Sur  cette  équation  on  voit  de  suite  que  la  méridienne  o  =  o0  se 


surface  hélicoïdale  de  seconde  espèce  quelconque,  et  le  cône  avant  ce  point 
pour  sommet  et  une  génératrice  H  quelconque  de  la  surface  pour  directrice.  Ce 
cône  coupera  un  cylindre  de  révolution  coaxial  de  la  surface  suivant  deux 
hélices  H'  semblables  à  H:  l'une  d'elles  seule  est  directement  semblable  à  H. 

Cela  posé,  considérons  une  surface  dans  laquelle  le  pas  angulaire  est  constant  :  la 
génératrice  reste  constamment  directement  semblable  a  elle-même;  soient  {Jig.  1 1 


A  1  origine,  sur  le  méridien  initial,  d'une  génératrice  H:  H'  une  autre  généra- 
trice de  la  surface.  A' son  origine.  Menons  V'V  qui  coupe  l'axe  en  S;  d'après 
ce  qui  a  été  exposé  ci-dessus,  le  cône  du  sommet  Set  de  directrice  H  contient  11. 
Lorsque  H'  tend  vers  II.  le  point  S  tend  vers  une  position  limite  S0  :  chacune 
des  génératrices  du  cône  (S0,  il  esl  tangente  à  la  méridienne  située  dans  le 
plan  qu'elle  forme  avec  l'axe,  car  les  points  correspondants  M  el  M  sonl  alors 
confondus.  En  d'autres  termes,  H  est  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonsi  rit 
de  sommet  S„.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  cône  circonscrit  complet  <le 
sommet  S0  se  composera  en  général  île  plusieurs  cônes  tels  que  celui  qui  \ieni 
d'être  défini.  Il  n'\  en  aura  qu'un  s. -ni  <l.i  n-  le  seulcasoù/—  yf  se  réduit  a  une 
fonction  du  premier  degré.  <»n  trouve  sans  peine  que  les  surface-  le-  plus  gêné 
raies  correspondantes  sont  délinies  par 

/,      hy         /  =  a?  logp  (a.  /'      const. 
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réduit   bien  à  une  droite.  Ce  fait  peut-il   se  présenter  pour  plu- 
sieurs méridiennes  ? 

Si  cela  arrive  pour  deux  méridiennes  o0  et  o,  (®t^o0),  on  doit 
avoir 

(19)  3  =  £(<p  —  tpo)  +  c0-+-X0p  =  k(y  —  ©1)  -f-  c,4-X,p, 

où  ce,,  f),  Ai  sont  trois  constantes  analogues  à  ©0,  c,  A0.  On  déduit 
de  la  dernière  égalité  ( cp0  =zé  <p , ) 

,         v  ,  c0—  Ci-4-(X0—  >>|)P 

(20)  /c=- 


<?o—  ?! 

d'où  la  conclusion  : 

Théorème  III.  —  Si  la  surface  admet  plus  d' une  méridienne 
rectiligne,  le  pas  et  la  fonction  f  sont  linéaires  par  rapport  au 
rayon  p.  On  vérifie  de  plus  que  dans  ce  cas  toutes  les  méri- 
diennes sont  rectilignes. 

Ces  surfaces  sont  les  surfaces  de  vis  de  seconde  espèce  que 
nous  étudierons  spécialement  (cf.  ci-après,  II).  Revenons  au  cas 
général;  le  dénominateur  du  second  membre  de  a  admet  des 
racines  (0,,  p2.  ...,  pn.  . . .)  qui,  en  général,  n'annulent  pas  le 
numérateur.  La  courbe,  avons-nous  dit,  affecte  en  gros  la  forme 
dune  spirale  avec  cercle  asymptote.  Qu'arrive-t-il  si  l'une  des 
racines  p«  annule  le  numérateur?  On  voit  de  suite  que  la  courbe 
de  contact  se  décompose  en  une  courbe  pour  laquelle  o  =  pn  est  ou 
n'est  plus  une  singularité  et  est  une  hélice  génératrice  0  =  o„.  On 
déduit  immédiatement  de  là  que  : 

Théorème  IV.  —  Les  hélices  génératrices  correspondant  aux 

valeurs  de  p,  pour  lesquelles  le  pas  angulaire  (-  j   est  station- 

naire,  sont  les  courbes  de  contact  (ou  une  partie  de  la  courbe 
de  contact)  de  cônes  circonscrits  ayant  leur  sommet  sur  l'axe 
de  la  surface. 

Ce  théorème  est  la  généralisation  du  théorème  11. 

Plan  tannent  parallèle  à  un  plan  donné.  -  -  Soient  a.  'i.  y 
les  cosinus  directeurs  de  !;;  normale  au  plan  donné.  On  trouve 
vins  peine,  pour  définir  les   points  de  contact  i\'un  plan  tangent 
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parallèle  au  plan  donné,  les  relations 

p  cosvff'-h  k' 'i )  —  /:  sine;  = °j 

(21) 

ftp 

p  sino  (/'-+-  A-'c  )  +  k  cosco  =  —  —, 

Y 

entre  lesquelles  l'élimination  de  o(fr-\-k'o)  donne 

(22)  a  si n  o — Bcoso=  — -■ 

P 

On  obtient  ensuite  sans  peine 

(•i3)  Y(/'~^  ^''?)  ■+-  P  s'n?  -+■  *  coso  =  o. 

On  peut,  pour  résoudre  le  problème,  remplacer  les  équa- 
tions (21)  par  les  équations  (22)  et  (23).  L'intérêt  de  cette  trans- 
formation est  le  suivant  :  On  est  ramené  à  rechercher  V inter- 
section d'une  droite  (22)  et  d'une  courbe  (23).  77  est  à  noter 
que  celle-ci  peut,  dans  certains  cas,  être  facile  à  construire  et  le 
problème  peut  être  considéré  comme  résolu  graphiquement. 

Cas  particulier.  —  Les  formules  (21)  supposent  y=éo;  on 
voit  directement  qu'il  n'y  a  de  plan  tangent  parallèle  à  Oc,  que 
pour  p  =  o.  Le  plan  tangent,  perpendiculaire  à  la  direction  a,  B,  o, 

a  pour  équation 

a  x  -T-  3jk  =  o  ; 

la  valeur  correspondante  de  cp  est  donnée  par 
a  cosœ  H-  [i  sino  =  o. 

4.  Cercles  principaux  de  la  surface.  --  Génératrices  a  pas 
stationnaire  : 

i°  Cercles  principaux.  —  Pour  les  valeurs  de  p  qui  annulent 
/«(p),  l'hélice  génératrice  dégénère  en  un  cercle.  Nous  donnerons 
à  ces  cercles  le  nom  de  cercles  principaux  de  la  surface. 

Le  plan  tangent  au  point  central  d'un  cercle  principal  est  paral- 
lèle au  plan  directeur.  Les  formules  [(22)  et  (23)  montrent  que 
cette  propriété  est  caractéristique  des  points  centraux  des  cercles 
principaux.  Il  suffit  pour  le  voir  de  faire  a  =  (3  =  o  dans  ces  for- 
mules. Ce  résultat  est  encore  donné  par  les  formules  (g  l. 
XLIII.  3 
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Les  équations  de  la  normale  en  un  point  d'un  cercle  principal 
sont  particulièrement  simples  : 

/   x — pocostp        y —  p0sin<p  z  —  f 

coscs  sin©  1 

(2i) 


;  (p0  valeur  de  p  pour  ce  cercle). 

La  normalie  correspondante  a  pour  équation 

i 

p0  —  (x^-^-y'1  )- 


(25)  z=/(p0)  + 


/'(Po)-+-  k'(?o)  arc  tang^- 


Si,  en  outre,  le  pas  eststationnaire,  cette  normalie  se  réduit  à  un 
cône  de  révolution,  résultat  qu'on  pouvait  prévoir  par  application 
du  théorème  IV  : 

Dans  le  cas  général  les  sections  horizontales  de  cette  nor- 
malie sont  des  spirales  cV  Archimède  dont  une,  celle  corres- 
pondant au  plan  z  =y'(o0)  réduite  à  un  cercle,  le  cercle  prin- 
cipal étudié. 

2"  Génératrices  à  pas  stationnaire.  —  Ce  sont  les  hélices 
pour  lesquelles  k'(p)  =  o.  Ces  génératrices  jouissent  de  propriétés 
particulièrement  intéressantes.  Nous  signalerons  ici  les  suivantes 
que  l'on  tire  sans  aucune  difficulté  des  résultats  précédents  en  v 
introduisant  l'hypothèse  k'  =  o. 

Théorème  V.  --  i°  Pour  tous  les  points  d'une  hélice  à  pas 
stationnaire,  Vangle  du  plan  tangent  avec  le  plan  directeur 
de  la  surface  est  le  même. 

2°  Le  long  d'une  hélice  à  pas  stationnaire,  Vangle  du  plan 
tangent,  à  la  surface  et  du  plan  oscillateur  à  la  courbe  reste 
constant. 

Ou  : 

Les  hélices  à  pas  stationnaire  sont  à  la  fois  des  cercles 
géodésiques  et  des  courbes  à  torsion  géodésique  constante  de 
la  surface. 

3°  Le  paramètre  de  distribution  des  hélices  à  pus  station- 
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naire  est  nul  (analogie  avec  certaines  génératrices  particulières 
des  surfaces  gauches). 

o.  Points  centraux  et  lignes  de  striction  de  seconde  espèce. — 
Nous  avons  montré  que  ('),  en  un  point  d'une  génératrice  de 
paramètre  p,  la  dislance  à  la  génératrice  infiniment  voisine  o-\-dp 
était  stationnaire  quand  on  avait 

do  =  —  —  <a?p. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  pouvait  assurer,  la  forme  de  l'élément 
linéaire  étant  définie  positive,  que  cette  détermination  correspon- 
dait bien  à  un  minimum.  En  se  reportant  toujours  au  Mémoire 
cité,  on  voit  alors  que  cette  distance  minima  sera  maxima.  lumima 

ou   stationnaire  en  même  temps  que  G j7"(2)-  En  particulier, 

T?2 

pour  les   minima  de  G rr,  on   sera   sûr  d'avoir   une    distance 

minima.  Or  ici 

On  conclut  immédiatement  de  la  considération  de  la  for- 
mule (26)  la  proposition  soixante  : 

Théorème  VI.  —  Sur  chaque  génératrice  il  existe  un  point 
et  un  seul,  défini  par  la  relation  /'—  À'cp  =  0,  pour  lequel  la 
distance  à  la  génératrice  infiniment  voisine  est  minima. 

Ce  point  pourra  prendre  le  nom  de  point  central  de  seconde 
espèce  (3)  :  on  voit  qu'il  coïncide  avec  le  point  central  déjà  défini 
antérieurement.  L'existence  d'un  point  central  de  chaque  espèce, 
unique  et  identique  pour  les  deux  espèces,  est  une  analogie 
remarquable  avec  les  surfaces  réglées.  Le  lieu  de  ce  point  est  la 
ligne  de  striction  de  seconde  espèce  qui  coïncide  avec  celle  déjà 


(')  Cf.  Application  de  la  Géométrie  cinématique  (Journal  de  l'École  Poly- 
technique. 1912.  n°  9). 

C1)  De  telle  sorte  qu'en  général  on  ne  sait  sur  le  résultai  définitif  qu'une 
chose  :  c'est  qu'il  correspond  ii  un  élémenl  linéaire  stationnaire. 

(3;  Conformément  à  une  définition  antérieurement   adoptée  {C.B.  Acad.  Se, 

•"1  i)\  îil    njo-  ). 
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définie  de  première  espèce.  Le  théorème  \  I  est  en  défaut  pour  les 
génératrices  à  p;i>  stationnaire,  mais  il  peu!  alors  être  remplacé 

par  le  suivant,  : 

Théorème  \JI.  —  La  distance  d'un  point  d'une  génératrice 
de  pas  stationnaire  à  la  génératrice  infiniment  voisine  est 
constante  en  tous  les  points  de  la  génératrice  considérée. 

Angle  de  la  ligne  de  striction  avec  la  génératrice  passant  e> 
chacun  de  ses  points-  —  Si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (7)  on  a. 
pour  cet  angle  e, 

l- dp  _  1   


(27) 

ou  enfin 

1  27  bis) 


tange  ==  (?2-t-  £2) 


d% 


ItU 


v+»r{%) 


v+*t(Ç) 


On  en  conclut  que  la  ligne  de  striction  sera  une  trajectoire 
d'angle  e0  des  génératrices  si  les  fonctions  f  et  k  sont  liées  par 
la  relation 

/'V  COt£0 

f) TT  =  °' 

On  peut  se  donner  arbitrairement  la  fonction  /  et  l'on  aura 

-r-  ak'         (a  =  const.  ) 


*    ,\       r9     d? 

f   =k     cote0  f     ! f 

L        '"    (p« +*»)'*: 


et,  en  supprimant  une  constante  d'intégration  dont  la  présence 
revient  à  donner  une  translation  parallèle  à  O^, 


do  -+-  ak. 


En  particulier,   la   ligne  de  striction  sera  une  trajectoire 

orthogonal  ■  dans  le  seul  cas  où  l'on  aura 

f  =  ak. 
La    limie   de   striction   est    alors    \.\   méridienne   située   dans    !»• 
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plan  o  = —  a.  On  voit  alors  sans  peine  que  les  équations  de  cette 
surface  peuvent  être  mises  sous  la  forme  canonique 

(ibis)  x=pcoso,         y  =  p  sine;,  z  =  k(p)o, 

forme  qui  rappelle  celle  des  équations  de  l'hélicoïde  gauche 
[auquel  se  réduit  cette  surface  quand  la  fonction  k(p)  dégénère 
en  une  constante].  La  ligne  de  striction  est  alors  la  méri- 
dienne (S  =  o. 

On  aura  un  exemple  simple  de  la  solution  du  problème 
général  en  considérant  les  surfaces  dont  le  pas  angulaire  des  géné- 
ratrices est  constant  (k  —  h0p,  k0=  const.);  on  trouve  ainsi  des 
surfaces  dont  les  équations  peuvent  être  mises  s  ms  la  forme  cano- 
nique 

i         x  =  pcosy,         yz=zpsinta, 

z  =  li0  p    e  -+-     ,  Log    —  )    • 


(i ter) 


Ces  surfaces  ne  diffèrent  pas  de   celles  qui  sont  signalées  à  la  fin 
de  la  note  du  n°  3. 

6.  Equation  des  lignes  \s\  wptotiques  et  des  lignes  ue  cour- 
bure. —  a.  L'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques 
est 

(  28  )      p2  (/'  -+-  k'  ç)  rf<p2  —  a( k  —  k'  p  )  dp  d®  —  (/*  h-  k"  œ )  p  dp*-  =  o . 

La  considération  de  cette  équation  met  de  suite  en  évidence 
la  propriété  suivante,  qui  se  déduit  d'ailleurs  du  théorème  IL  en 
appliquant  le  théorème  de  M.  Koenigs. 

Théorème  VIII.  —  Dans  les  hélicoïdes  de  seconde  espèce  dont 
le  pas  angulaire  des  génératrices  est  constant .  les  génératrices 
et  les  méridiennes  forment  un  réseau  conjugué. 

Si  dans  l'équation  (28)  on  t'ait  dp  =  <>.  on  trouve 
p*(/'+*'?)  =  o. 

Si  on  laisse  de  côté  la  solution  p-  =  0  de  cette  égalité  on  en  tin- 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  IX.    —    Chacune   des   génératrices   touche   l'une 
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des  asymptotiques  de  la  surface  en   un  point  et  un  seul,  son 
point  central. 

Ce  théorème  est  en  défaut  dans  le  cas  do  génératrices  à  pas 
stationnaire  ;  il  est  remplacé  par  le  suivant  : 

Théorème  V  -  En  général,  il  n'existe  aucun  point,  sur 
une  génératrice  à  pas  stationnaire,  où  cette  génératrice  soit 
tangente  à  une  asymptotique.  Si  cela  arrive,  la  génératrice 
est  elle-même  une  asymptotique. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  génératrice 
soit  une  asymptotique  de  la  surface  est  que  \e>  équations 

(29)  /'(P)=<>,        £'(p)  =  o, 

admettent  au  moins  une  solution  commune.  Cela  arrive  en  parti- 
culier pour  les  hélicoïdes  (  '  ). 

b.  Lignes  de  courbure.  —  L'équation  différentielle  des  lignes 
de  courbure  est 

(30)  <*p«![Â-p(/ff-H**9)-H(*— *'p)(/'4- *»](/'+ *»+(*  —  A-'p)| 

-+-  dp  do f(  p»  +  k*  )  (/"  -4-  k" ç)  —  p (/' -h  k'o) [1  -+-  (/'  -+-  k'of  ]  p 

—  rf<p*  [(  p*  +  r-  )  ( k  —  //  p  )  -+-  k  f-  (/'  -4-  k'  ?)»]  =  o. 

On  déduit  de  la  considération  de  cette  équation  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  Kl.  —  Sur  chacune  des  génératrices  il  existe  deux 
points  également  distants  (distance  comptée  sur  l'hélice) 
du  point  central  tels  que  la  génératrice  y  touche  une  ligne 
de  courbure.  Vous  donnerons  le  nom  de  stries  au  lieu  de  ers 
points  (2). 

Remarque.  —  Ces  points  sont  en  général  distincts;   ils  sonl 

confondus  avec  le  point  central  lorsque  /.  —  k1  a  est  nul.  Dans  les 
surlaces  dont   les  génératrices  sont  à  pas  angulaire  constant,  ces 


(')  Cf.  à  ce  sujet  notre  Mémoire  Contribution  à  la  théorie  des  hélices 
(Bévue  du  génie  militaire,  2*  semestre  kjio)  et  notamment  le  théorème  \l 
de  ce  Mémoire. 

(:)  Définition  employée  par  MM.  Demarlres  et    Besserbe. 
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points  sont,  sur  toutes  les  génératrices,  confondus  avec  le  point 
central.  Comme  en  ce  point  la  génératrice  touche  à  la  t'ois  une 
ligne  de  courbure  et  une  asvmptotique,  la  ligne  de  striction  est 
un  lieu  de  points  paraboliques,  résultat  obtenu  directement  d'autre 
part  (•). 

Si  l'on  recherche  quelles  sont  les  génératrices  qui  peuvent  être 
lignes  de  courbure,  on  ne  trouve  aucune  solution  réelle  autre  que 
les  cercles  principaux  dont  le  pas,  nul,  est  en  même  temps  station- 
na ire. 

7.  Problème.  —  Chercher  :  i°  si  une  section  méridienne 
peut  être  une  ligne  de  courbure  ;  20  si  certains  hélicoïdes  de 
seconde  espèce  peuvent  admettre  leurs  courbes  méridiennes 
comme  famille  de  lignes  de  courbure. 

i°  Soit  z>0  l'azimut  de  la  section  droite  ligne  de  courbure. 
En  introduisant  la  condition  d®  =  o  dans  l'équation  des  lignes 
de  courbure  on  trouve  que  les  fonctions /et  ©doivent  être  reliées 
par  la  relation,  nécessaire  et  suffisante  : 

(3i)    [kp(f'+  ^©0)  -4-  (k  -  k'p)(f'-+-k'f0)]  ('/'-!-  *'?o)  ■+■  k  —  k'p  =  o. 

20  Pour  que  la  surface  admette  une  famille  de  lignes  de  cour- 
bure formée  de  méridiennes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (3i) 
soit  une  identité  par  rapport  à  cp0,  c'est-à-dire  que  les  fond  mus  / 
et  k  satisfassent  aux  trois  relations 

(  32 )  k' ( kk" p  -+-  k' (  k  —  k'  p)  ]  =  o, 

( 33  )  [*p  /."  +  ( k  —  k'  ?  )  *']/'  "+-  *' ( *  ?f" "+-  kf  —  k'  ?/'  '  =  °' 

(34)  kpff'+{k-k'p)(f*+i)  =  o. 

L'équation  (32)  se  décompose  : 

a.  On  prend  A-'=o.La  surface  est  un  hélicoïde.  L'équation!  33) 
est  vérifiée  d'elle-même  et  l'équation  (34)  s'intègre  aisémenl  une 
première  fois  et  donne 

(35)  (/'*-r-  '  )?'=■  a~         (a  =  constante  positive  i 


(')  Cf.  ci-après,  n'  9. 


ou 

(35  bis) 
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/'=       (al_p.)2. 


Le  problème  admet  donc  une  solution;  un  hélicoïde  dont  la 
méridienne  est  définie  par  l'équation  (35);  l'intégration  de  cette 
équation  ne  présente  aucune  difficulté  et  donne,  en  termes  finis, 
dans  le  plan  z-Ox  et  avec  un  choix  convenable  de  l'origine, 


(36) 


=  (a« 


<2)2 Log     v 

2  \_a  —  v/«2  —  ;r2J 


Cette  courbe  a  la  forme  représentée  ci-dessous  {fig.  2)  avec 
deux  points  d'arrêt  #  =  a,  .z  =  o.  Oz  est  asymptote  et  axe  de  symé- 
trie; Ox  est  tangente  à  la  courbe  aux  deux  points  d'arrêt. 

Cette    surface    est     un    exemple     intéressant    de     surface    de 


Fig.  2. 

Joachimsthal.  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  que  l'on  peut 
obtenir  sans  aucune  intégration  son  second  système  de  lignes  de 
courbure;  il  est  constitué  par  les  courbes  de  contact  des  cônes 
circonscrits  à  la  surface  et  dont  le  sommet  décrit  O;.  Elles  sont 
sphériques  comme  on  le  sait. 

b.   On  satisfait  à  l'équation  (32)  en  prenant 

( 3?.  6m )  /.A" p  -+-  k' ( k  —  /. ' p )  =  o. 

L'équation  (33)  donne  alors,  après  exclusion  de  la  solution  Â'=o 
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déjà  étudiée, 

(  33  bis)  k p/' + /'  (  k  —  k'  o  )  =  o. 

Des  équations  (33  bis)  et  (34)  on  tire 

(37)  /*=o,        k  —  #'p=o; 

l'équation  (32  &«)  est  satisfaite  d'elle-même.  Mais  on  voit  sans 
difficulté  que  la  surface  est  un  cône  dont  l'équation  peut  être  mise 
sous  la  forme  canonique 

±  y 

(38)  ;  =  (x--T-y-)-  arc  tang  —  • 

La  base  horizontale  de  ce  cône  est  une  spirale  hyperbolique. 

8.  Trajectoires  orthogonales  des  génératrices.  —  On  trouve 
immédiatement  leur  équation  différentielle 

._  cfo  kk'  kf 

ap        p2 h-  A-  '        p2  —  /. 2 

Cette  équation  est  linéaire  et  permet  de  définir  o  en  fonction 
de  p  au  moyen  de  quadratures.  Cette  propriété  c>t  une  nouvelle 
analogie  avec  les  surfaces  réglées. 

9.  Courbure  totale  en  un  point  oe  la  surface.  —  La  courbure 
totale  en  un  point  de  la  surface  est  donnée  par  la  formule 

(to)    _L_   =  ?3 *' *" y^-t-  p3 (/' k" +/•' k' ) O  +  p3/'/" -  ( /,  -  /,-' p )» 
^     ;     R.R-2  [p2(/'-+-A'?)2  +  (p24-A-2)l2 

De  cette  relation  on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XII.  —  i°  Sur  une  génératrice  quelconque  il  existe 
quatre  points,  réels  ou  non.  distincts  ou  confondus^  pour 
lesquels  la  courbure  totale  ait  une  valeur  donner  non 
nulle  ('  ); 

2°  Sur  une  génératrice  quelconque  il  existe  en  généraldeux 
points  paraboliques. 

(')  Résultat  identique  à  ce  que  l'on  obtient  <i.i  n^  les  surfaces  réglées.  Si  A'  =  o, 
c'est-à-dire  pour  les  génératrices  dont  le  paramètre  de  distribution  est  nul,  ce 
nombre  se  réduit  à  un.  tandis  qu'il  est  nul  dan-  les  surfaces  réglées.  L'analogie 
ne  se  poursuit  pas  pour  les  points  paraboliques. 
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Eludions  d'une  façon  plus  particulière  la  détermination  des 
points  paraboliques.  L'équation  qui  détermine  ces  points  <M 

(40         p»*' *»?*-+-  pz(f'k'-^fk')(o-h  :jf'f"—(k  —  k'py-=u. 

Cette  équation  est  en  général  du  second  degré.  Si  on  laisse  de 
côté  les  valeurs  infinies  de  co,  peu  intéressantes,  <>n  obtient  les 
résultats  suivants. 

L'équation  (40  se  réduit  au  premier  degré  lorsque  /•'/,'  est  nul; 
donc  : 

Théorème  XIII.     -  77  n'y  a  qu'un  point  parabolique  sur  les 

génératrices  dont  le  pas  est  stationnaire  ou  dont  la  dérivée 
seconde  est  nulle.  S'il  existe  des  valeurs  de  a  satisfaisant 
à  l'un  des  systèmes  (42)  ou  (43),  ce  point  disparaît  pour  les 
génératr  ices  correspondant  à  ces  valeurs  de  p, 

(42)  k'=o,        J'k"=o.  ff'f-fryéo; 

(43)  k"=o.         f"k'=o,         P»///*-(*-*'P)*^°- 

Si,  au  contraire,  la  troisième  relation  du  système  (42)  ou  (  i ■'») 
intéressé  est  remplacée  par  une  relation  d'égalité,  les  génératrices 
correspondantes  sont  des  lieux  de  points  paraboliques. 

Si  l'on  cherche  dans  quel  cas  une  méridienne  peut  appartenir 
au  lieu  des  points  paraboliques,  on  peut  toujours  prendre  son 
plan  pour  z-Qx;  on  a  de  la  sorte  la  solution  la  plus  générale  du 
problème,  solution  qui  s'obtient  en  écrivant  que  la  relation  (41) 
est  vérifiée  pour  <p  =  o.  On  trouve  ainsi,  pour  définir  les  surfaces 
dont  une  méridienne  est  un  lieu  de  points  paraboliques,  la 
relation 

(44)  pW"-(*~*'p)*±=o. 

Si,  dans  cette  relation,  on  introduit  la  relation  &'=  O,  on  retrouve 
la  condition  définissant  les  hélicoïdes  développables. 

Revenons  aux  systèmes  (42)  et  (43)|  si  l'on  suppose  que  l'on 
ait  identiquement  k'=o  (hélicoïdes),  les  deux  systèmes  (42) 
et  (  î .'!)  se  réduisent  à  une  seule  relation  qui  sera,  suivant  les  cas. 
une  relation  d'inégalité  ou  d'égalité.  Donc,  en  général,  sur  une 
génératrice  quelconque  d'un  hélicoïde  il  n'y  a  pas  de  point  para- 
bolique. Le   lieu  de   ces  points   sur   la   surface   est    forme  par  un 
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ensemble  discontinu  de  génératrices.  Au  contraire,  si  la  fonction/ 

est  reliée  au  pas  /  0  par  la  relation 

(44  bis)  /'/V -*§  =  <>, 

toutes  les  hélices  génératrices  seront  des  lieux  de  points  parabo- 
liques. L'hélicoïde  est  développable.  Nous  retrouvons  de  la  sorte 
une  démonstration  de  la  propriété  déjà  rappelée  de  l'équa- 
tion (  i  \  bis  i. 

Passon>  maintenant  à  l'étude  du  cas  où  /■"  est  nul  identique- 
ment; /  '  est  alors  une  constante  a  qu'il  n'y  a  plus  lieu  de 
supposer  nulle.  Donc  sur  les  génératrices  des  surfaces  en  ques- 
tion il  e\i>te  en  général  un  point  parabolique,  sauf  sur  celles  qui 
passent  par  les  points  d'inflexion  de  la  méridienne  o  =  o  ('), 
pour  lesquelles  ce  point  parabolique  disparait  généralement.  La 
génératrice  considérée  est.  au  contraire,  un  lieu  des  points  para- 
boliques dans  les  surfaces  dont  le  pas  angulaire  est  constant. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  les  fonc- 
tions k  et  f  sont  toutes  deux  linéaires.  L'équation  (/ji)  se 
réduit  à 

(45)  62=o         (k  =  ap-hb). 

La  surface  n'a  aucun  point  parabolique  (si  b  ^é  o)  ou,  au 
contraire,  c'est  une  développable  (b  =  o);  il  est  facile  de  montrer 
que  dans  re  dernier  eus  elle  se  réduit  à  un  cône. 

Nous  étudierons  ultérieurement  les  surfaces  générales  où  />  et  / 
sont  linéaires;  nous  les  désignerons  sous  le  nom  de  surfaces  de 
vis  de  seconde  espèce.  Ce  sont  des  surfaces  réglées  admettant  <  )  z 
comme  directrice  rectiligne. 

Revenons  à  l'équation  (4  i);  elle  s'écrit,  et  c'est  même  sous  cette 
forme  qu'elle  se  présente  directement, 

(4i  bis)  (/'-H  *'?)(/" +#»  —  (*  —  *»*  =  o. 

(l)  Ces  génératrices  sonl  d'ailleurs  >\><  lieux  des  points  d'inflexion  de  toutes 
les  méridiennes  comme  <>n  s'en  assure  aisément,  car  iii 

_       j    +*?s/=0. 

On  pouvait  le  prévoir  par  la  considération  même  de  la  propriété  étudiée  dans 
le  texte,  pour  laquelle  la  méridienne  <f  =  o  ne  joue  en  réalité  aucun  rôle  géomé- 
trique spécial. 


(45) 


Cette  équation  mel  en  évidence  le  fait  suivant  : 

Théorème  XIV.  —  Dans  les  surfaces  dont  le  pas  angulaire 
de  la  génératrice  est  constant,  le  lieu  des  points  paraboliques 
se  compose  de  deux  parties  distinctes  : 

i°  La  ligne  de  striction  des  hélices  génératrices; 

2°  Les  hélices  génératrices  passant  par  les  points  d'inflexion 
de  la  méridienne  initiale  et  lieux  des  points  d'inflexion  des 
diverses  méridiennes. 

10.  Courbure  moyenne.  —  La  courbure  moyenne  en  un  point 
de  la  surface  a  pour  expression 

J_        J_  __  V/-(f  ■+■  k'o)* -4-(/'-t-A-'o)(p»-4-  2 À-2  —  2  Ak'p) -+-(/" -+- /.'aif,a«  +  ^| 

[?*(/'-*-  *»•-»-  p*-*-*»!5 

De  cette  formule  on  déduit  immédiatement  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  X\  .  —  i°  Sur  chaque  génératrice  à  pas  non 
stationnaire ,  il  existe  six  points  distincts  ou  confondus,  réels 
ou  imaginaires  où  la  courbure  moyenne  de  la  surface  ait  une 
valeur  donnée  non  nulle,  et  trois  points  où  la  courbure  moyenne 
soit  nulle  ('); 

2°  Sur  une  génératrice  ci  pas  stationnaire,  il  existe  un 
point  et  un  seul  où  la  courbure  moyenne  ait  une  valeur 
donnée  nulle  ou  non. 

Remarque.  —  Le  2°  de  ce  théorème  est  en  défaut  si  en  même 
temps  k"  est  nul.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  compléter 
l'énoncé  dans  ce  cas  (voir  la  question  analogue  ci-dessus,  n°  9). 
En  particulier,  dans  les  hélicoïdes,  on  a  k' =  k"  =  o.  Le  lieu  des 
points  pour  lesquels  la  courbure  moyenne  est  nulle  est  un  ensemble 
d'hélices  génératrices  défini  par  l'équation 

(46)  pt/J3-+-/'(pî+2^)+/'(PîH-*§)  =  0. 

Si   cette  équation   esl    vérifiée   identiquement   l'hél.icoïde  cor- 


(l)  Propriété  identique  ii  celle  d'une  génératrice  d'une  surface  réglée  donl  le 
paramètre  de  distribution  n'esl  i>;ih  nul. 
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respondant  est  minimum.  On  retombe  sur  la  question  connue  de 
la  recherche  des  hélicoïdes  minimal.  Ce  son!  d'ailleurs  les  seuls 
hélicoïdes  de  seconde  espèce  minima. 

11.   Courbure  géodésique  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface.  — 

L'application  des  formules  générales  que  nous  indiquons 
ailleurs  [cf.  notre  Mémoire  :  Théorie  générale  des  surfaces 
engendrées  par  des  hélices  circulaires  (n°13)  inséré  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  en  191 4]  donne,  en  désignant  par  i  l'incli- 
naison de  la  courbe  sur  la  génératrice,  l'expression  suivante  de  la 
courbure  géodésique  : 

^7>  ~pZ~~  ds       Hé"  lŒ  ~  ils 

i ds  représente  l'élément  d'arc  de  la  courbe  étudiée  1. 

Cette  formule  prend  une  forme  très  réduite  dans  le  cas  de 
l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  (f'  =  k'  =  o)  el  dans  le  cas 
des  surfaces  dont  les  génératrices  ont  un  pas  angulaire  constant. 
Sur  ces  dernières  surfaces  la  courbure  géodésique  esl  donnée  par 
la  formule  suivante,  /.  étant  égal  à  a  p  (a  =  const.  1  : 

. ,     ,  .  .  [  di  1  do 

(  \l  OIS)  =    -; ; ,  ■     , : 7   ~- 

J        '  pff        ds        [(«?-«-/ ')*-{- a2 +  1]   ds 

Applications.  —  i°  Courbure  géodésique  d'uni-  génératrice. 
—  Introduisons  dans  la  formule  1  \-  )  la  condition  i=  o,  d  p  ==  o  ; 
nous  obtenons  l'expression  de  la  c  mrbure  géodésique  d'une 
génératrice 


(PffjH 


v7?'-  1-  kt  [p!_HA:ï-4-p!(/'-+-A:'«))s]: 


DoiK 


Théorème  XVI.        1"  La  courbure  géodésique  d'une  généra- 
trice à  pas  non  stationnaire  décroit  lorsqu'on  s'éloigne  dans 

un  se/is  ou  dans  faillir  a  partir  du  point  central.  Elle  admet 

en  ce  point   la   valeur  mon  ma   ^  _^       (')•   //  existe  sur  une 


(»)    Cette    valeur    esl     celle    du    rayon    de   courbure    de    la    génëratrici      1  1 
formule  (8)  permet  d'expliquer  simplement  ce  résultat  (cosa 
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telle  génératrice  deux  points  réels  à  égale  distance  du  point 
central  pour  lesquelles  la  courbure  géodésîque  ait  une  valeur 
donnée  inférieure  à  sa  valeur  maxima.  Toute  génératrice  à 
pas  stationnaire  est  un  cercle  géodésîque  de  la  sur/ace  dont  le 

/c2 

rayon  géodésîque  est  p  -\ (Cf.  Théorème  V.) 

P 
■2"   Courbure  géodésîque  des  méridiennes.  —  Elle  s'obtient  ea 

introduisant  l'hypothèse  d'-û  =  o  dans  l'équation  (4j ). 

3"  Courbure  géodésîque  des  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices.  ■ —  Pour  les  trajectoires  orthogonales  des  généra- 
trices on  a,  en  appliquant  la  formule  (4?)  et  en  observant  que  les 
formules  (6)  donnent 


dy 
7tJ 

=  — 

k(f- 

H  (  p2  - 

~k' 

?) 

l' 

dp 
ds 

Jf 

H 

> 

la  relation 

(48)             yt 

"(i 

-) 

k 

P2(/'  + 

k'f) 

l  ni. 

I      1 

i 

ÎY1\  n 

2_i_  1-2     < 

r.11  f 

'_!_   / 

'  m  \i  1 

Si  l'on  rapproche  cette  formule  de  celle  qui  donne  la  courbure 

vH=  (  —  )    de  la  génératrice,  on  obtient  la  relation 
'         \P«7n 

(49)  2j=*'(/'-+-*'<p)(p* +*«)*. 

Cette  formule  peut  prendre  une  forme  plus  intéressante  au 
point  de  vue  géométrique.  Désignons  par  \s  l'arc  de  l'hélice  géné- 
ratrice compris  entre  son  point  central  et  le  point  étudié  et  intro- 
duisons le  paramètre  de  distribution  m  de  cette  génératrice;  on  a 

-,  ,  .  ,  ,  Ai  777  As 

d'où 

Yr  =  (rayn)2  As, 

résultat  très   simple  qu'on  énoncerait  sans  difficulté  en  langage 
ordinaire. 

De  la  formule  (  {())  on  déduit  immédiatement  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  \\  II.       Si  la  ligue  de  striction  est  une  trajectoire 
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orthogonale  des  hélices  génératrices^  elle  est  une  géodésique 
de  la  surface. 

L'une  des  réciproques  seule  est  vraie;  ainsi  : 

Réciproque.  —  Si  une  ligne  géodésique  est  une  trajectoire 
orthogonale  des  génératrices,  c'est  la  ligne  de  striction. 

Cette  réciproque  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  (  Jq); 
on  peut  aussi  l'établir  directement  comme  il  suit  :  la  ligne  consi- 
dérée étant  une  trajectoire  et  une  géodésique  on  a.  d'après  la 
formule  (47)5 

(5o)  rf<p+-      -p^ ^<*?=o; 

cette  trajectoire  étant  orthogonale,  la  formule  (3p)  donne 
(si)  a  œ  h =— r— —  «  p  =  o . 

Des  équations  (5o)  et  (5 1)  on  tire 

(5a)  *'(/'+ *'?)  =  <,. 

La  solution  k'  =  o  donne  (le  cas  évident  des  hélicoïdes  étant 
écarté)  une  suite  discontinue  de  génératrices;  cette  solution  ne 
peut  donc  convenir,  car  elle  ne  peut  donner  une  trajectoire  ortho- 
gonale de  génératrices.  Il  reste  donc  la  seule  relation  y'  —  k1  œ  =  0. 
Ce  qui  démontre  la  proposition. 

{"  Courbure  géodésique  de  la  ligne  de  striction.  —  Si  l'on 
appelle  z  son  inclinaison  sur  la  génératrice  passant  au  point  que 
l'on  considère,  on  démontre  sans  difficulté  la  relation 

,.„  11  dt 

(p^Js         (p*)ll,  as 

eu  désignant  par la  valeur  de- — -  au  point   central  el  par 

- la  courbure  géodésique  de  la  ligne  de  striction. 

Problème.  —  Chercher  dan*  quel  cas  la  ligne  de  striction 
peut  être  une  géodésique. 
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On  trouve  de  suite 


cos£  ds  =  di  ou  — — J — j—cosz  ds  =  dt 


(pAr)H„  p2-}-^ 

ou  encore  [formules  (6),  pour  la  ligne  de  striction] 


p  cota 

dt 

p2  +  A-2 

dp 

et,  en  intégrant, 

(54) 

COSE  =    - 

a 

\ 

( 

p»r+-  A-2)- 

ou 

(54  bis) 

tang£  =  ^~ 

-+-  A2—  a2 

On  aura  les  trajectoires  orthognales  en  prenant  «  =  o;  suppo- 
sons a^o.  On  a,  d'autre  part  [formule  (27  bis)], 

(27  bis)  tange 


d  où  la  condition 


(»4)  jj-+-  al 


v/(p2-4-À-2)(p2H-  A'2—  a2) 


la  limite  inférieure  étant  intentionnellement  laissée  indéterminée. 
On  dispose  donc  d'une  fonction  arbitraire  k  par  exemple.  La 
formule  (  54),  par  une  nouvelle  intégration,  donne/.  Ces  surfaces 
possèdent  une  ligne  de  striction  qui  est  une  géodésique  sans  être 
une  trajectoire,  orthogonale  ou  non  (a  ^é.  o). 

12.   Détermination  des  hélicoides  de  seconde  espèce  divisés  en 
carrés  infiniment  petits  par  les  génératrices.  —  posoils 

R  =  p« -+-.*», 
nous  pouvons  écrire  sans  aucune  difficulté 
(  55  )  R  ds*  =  1 R  dy  -+-  k  (/'  +  k'y  )  dp  ]»  -+-  Il *  dp» 

ou 
(56)  R*.-H.j[iA±*îg±iSi4],+  d|).|. 
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Or,  si  les  génératrices  appartiennent  à  un  système  isotherme  et 
orthogonal,  on  doit  avoir 


'&' 


(5;)  Rds*  =  ,T(p,  o);[(rf*(ii,  <?)!*-+- V*(p)tfps|, 

relation  clans  laquelle  3  et  *  représentent  des  fonctions  de  u  et 
de  r  (<ï>  =  const.  représentant  d'ailleurs  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  génératrices ).  Il  faut  donc  et  il  suffit  pour  cela  qu'il 
existe  une  fonction  W(o  )  telle  que 

(58)  ^^[[R<*P +  *(/'-*- *>)<*p] 
soit  une  différentielle  exacte  :  on  aura  alors 

(59)  RA»=^(j[^[Rrf?  +  *(/,+  *'?)rfp]],-t-T«(p)rfp«h. 

Nous    écrirons    que   l'expression    (58)     est    une    différentielle 
exacte  en  assujettissant  la  fonction  W  à  la  condition 

(60)  AjLi  =  ,r"         H 


dp  dy 


En  posant 


(6i;  — ^ -=*, 

l'équation  (6o)  se  met  sous  la  forme 

(6,}       ^-Ir^1-m'h!+Ia(/-+^)^1  =  o. 

x  dp  i  àtf 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  un  polynôme  du  second 
degré  en  o.  En  annulant  le  coefficient  des  termes  en  oa  et  en  o,  et  en 
laissant  de  côte  les    solutions  /.'=(>  qui    donne   les   hélicoï< 
/'=  o  qui  conduit  à  un  cas  particulier  de  la  solution  que  nous  allons 
trouver,  nous  obtenons  les  deux  conditions 

(03)  /.yi>  =  ip«+/-î  )(/•'?  i' 

et 

o(o«-r-A-*)(/"/. 
(64)  >fp*  =  (p»-t-X:*y-4-  PiJ -^ 

XLIII.  4 
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De  la  comparaison  des  équations  (63)  et  (64)  <>n  tire 
(65)  /'/."  =  /"/,', 

d'où 

f  =  —  9o/'-+-  ai         C<po,  «i  =  const.  ). 

Un  choix  convenable  de  la  position  de  l'origine  sur  O^  et  de  la 
direction  des  axes  permet  de  supposernulles  les  constantes  a  et  ©0. 
La  solution,  si  elle  existe,  appartient  donc  au  groupe  particulière- 
ment intéressant  d'hélicoïdes  de  seconde  espèce  déjà  rencontré  et 
défini  par  la  relation 

(I)  .r=pcoso,         jK  =  psincp,         z  =  k(p\o- 

Si  maintenant  nous  écrivons  que  les  termes  indépendants  de  o 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (62)  disparaissent,  nous 
trouvons,  en  tenant  compte  de  l'équation  (63)  et  après  réductions, 

(  66  )  k"  ?  ( ps  -+-  k*  )  =  2  kk'*  p  —  k"-  k'. 

L'équation  (J)6)  détermine  la  fonction  k.  On  obtiendra  toutes  les 
surfaces  cherchées  en  prenant  dans  les  équations  (I)  pour  fonction 
k  (p)  une  solution  quelconque  de  l'équation  (66).  Cette  équation 
est  vérifiée  en  particulier  par  A' =  o;  la  surface  correspondante  est 
l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  Tout  revient  donc  à  trouver 
la  solution  générale  de  l'équation  (66).  L'équation 

*  =  *(P) 

représentera  l'une  des  méridiennes  dont  toutes  les  autres  se 
déduisent  (  *  ).  L'intégration  de  l'équation  (66)  ne  peut  se  faire  par 
les  fonctions  connues,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  réduction  suivante 
de  laquelle  nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

En  posant  k  =  mo,  puis  o  —  ef,  l'équation  (66)  devient 

(67)  (  m" +  m!  )  ( m--\-  1)  =  (m  -+-  m')  (m2-t-  '2mm'). 

Prenons  maintenant 

,       1 

m  =  —, 
it 

(')  Sans  entier  dans  le  détail  de  l'étude  de  ces  surfaces,  observons  qu'elles 
jouissent  d'une  propriété  intéressante  au  point  de  vue  de  leur  construction  : 
Toutes  leurs  méridiennes  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  dilatation  perpendi- 
culairement ;i   Oz. 


—  ol   — 

de  l'équation  (67)  nous  tirons 

,„„,  du  1111  2/n* — 1  m3 

(68)  -7 ! U  H ; ?/2H «5=0, 

dm        m2  -1-  1  /n2  -+- 1  m1  4-  1 

équation  d'Abel  définissant  u  comme  fonction  de  ni.  Cette  équa- 
tion n'appartient  pas  aux  types  intégrab  les  signalés  par 
M.  Liouville  (').  D'ailleurs,  si  l'on  suppose  m  déterminé  en  fonc- 
tion de  ni.  on  peut,  au  moyen  de  quadratures,  exprimer  p  el  h  en 
fonction  de  ni.  Devant  l'irréductibilité  de  l'équation  (  i3),  il  nous 
semble  intéressant,  pour  obtenir  un  développement  de  k  en  fonc- 
tion de  p,  d'opérer  comme  il  suit  :  l'équation  (12)  s'écrit  visible- 
ment 

/a  x  k"  (        k%\        d  fki 

que  l'on  peut  remplacer  par  le  système 


l  p  -+-  -  =  «r, 

1   /■" 

\         dp  / 

ou  enfin  par  le  suivant  : 

/  k' u'  =  I, 
<7'>                               \ea=(,  +  - 

(•-* 

En  posant  0  =  <?f,  on  remplace  le  système  (70)  par  le  suivant  : 
dk  du         a,  dk       . 

("2)  dï-dï=eit'     um  =  kt^eU' 

qui  admet  aux  environs  du  point  t  =  o  un  système  de  solutions 
liolomorphes  quelle  que  soit  la  valeur  initiale  adoptée  pour  /,  el 
pour  u  (exception  faite  de  u0  =  o).  La  méthode  des  coefficients 
indéterminés  permet  de  trouver  sans  difficulté  les  coefficients  du 
développement.  Les  calculs  étant  particulièrement  simples  pour  la 
solution    correspondant  à    k  =  o,  u=^.  pour  É  =  0,  nous  nous 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  1.  CV,  iSs:-  p    }6o. 
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arrêterons  plus  particulièrement  à  cette  solution.  En  posant 

on  obtient  sans  difficulté  les  conditions  de  récurrence 

pa,,bx~^  i( p  —  i)a/;_,è2-h. . . -j-ajè,, _,  =  P  -+-  - — __        > 


/>a,,      H-     Qo  —  ija^-^i  -+-...-(-  a,  è;)      = 


(/>  —  !)! 

dans  lesquelles  P  a  deux  formes  suivant  la  parité  de  p, 

(   P  =  2a,fl2„-)  +  ...+  2a„-ia„+i  +  a;l         si  p  =  in  —  i, 
(  "*5  )       < 

|   P  =  ia.\ain     +...  +  2an     ««-+-)  si/?  =  2/1. 

En  revenant  à  la  variable  p,  et  introduisant  le  rayon  initial  o0 
que  le  calcul  précédent  suppose  implicitement  pris  pour  L'unité 
de  longueur,  on  trouve  ainsi,  en  se  limitant  aux  quatre  premiers 
termes, 

(76)  Â-=p0      log^--4--Iog^_i-        log3  JL   +        log*il       . 

1.  PO  2  p0  2  G0  O  pUJ 

Si  l'on  voulait  une  représentation  complète  de  la  méridienne 
définie  par  l'équation  (76),  il  faudrait  étudier  l'approximation 
obtenue  en  l'arrêtant  à  ce  développement  (ou  d'une  façon  générale 

au    n,eme  terme),  pour  la  valeur  de  —  comprise  à  l'intérieur  d'un 
'    '  po  ' 

cercle  de  rayon  inférieur  au  rayon  de  convergence  du  développe- 
ment indéfini.  L'intérêt  de  cette  discussion  ne  nous  parait  pas 
justifier  les  développements  de  calcul  qu'elle  comporte. 


II.  —  Étude  particulière  des  surfaces  de  vis  de  seconde  espèce. 

1.  Définition.  —  Nous  désignerons  sous  le  nom  de  surfaces 
de  vis  de  seconde  espèce  les  surfaces  hélicoïdales  de  seconde 
espèce  à  méridienne  rectiligne. 


On   démontre    facilement   que    ces    surfaces    comportent    trois 
indes  classes  : 

i°  Les  surfaces  de  vis  ordinaires; 
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2°  Les  cônes  avant  pour  directrice  une  hélice  circulaire  et  pour 
sommet  un  point  de  l'axe  de  cette  courbe; 

3°  Des  surfaces  générales  dont  la  représentation  sous  forme 
réduite  est 

(1)  X  =  p  COS<p,  _y=pSÎnO,  î  =  /l(3(p  —  p0) 

(o0  constante  positive:  dans  le  cas  limite  où  o0:=o  on  retrouve 
les  cônes  définis  dans  le  2"). 

2.   Réseaux  conjugués  et  lignes  a.symptotiqi  ks.  — ■  Soit 

0  0 

l'équation  différentielle  d'une  famille  de  lignes  à  un  paramètre 
tracée  sur  la  surface.  La  famille  conjuguée  de  la  précédente  est 
donnée  par  l'équation  (') 

(2)  d<p[<Pp0-f-  op2]  -+-  po  dp  =  o. 

Si  $  se  réduit  à  une  fonction  de  ce,  cette  équation  définit  p  en 
fonction  de  0  par  une  équation  de  Riccati.  Si  l'on  se  reporte  à 
l'interprétation  de  la  forme  correspondante  de  l'équation  (1),  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  détermination  de  la  seconde  famille  du  réseau  conjugué 
dont  une  famille  est  formée  de  courbes  se  projetant  sur  le 
plan  de  base  de  la  surface  suivant  les  diverses  conchoïdes  de 
lune  délies ,  le  pôle  de  la  transformation  conchoïdale  ('tant 
le  pied  de  l'axe  sur  le  plan  de  base,  se  réduit  à  l'intégration 
d'une  équation  de  Riccati. 

Application.  —  Réseau  conjugué  des  hélices  génératrices.  — 
L'intégration  est  immédiate;  on  trouve 

1  I  O» 

(3)  =-*- 

P        Pi        2p0 

(ot  constante,  valeur  de  p  pour  cp  =  o). 

(')  Il  est  remarquable  que  l'équation  (  2  )  ne  dépende  pas  du  paramètre  h. 
Ce  résultat  s'explique  immédiatement  en  observant  que  toutes  les  surfaces  cor- 
respondant aux  diverses  valeurs  de  h  se  déduisent  <le  l'une  d'elles  par  simple 
dilatation  parallèlement  à  Oz.  (Otte  observation  s'applique  naturellement 
à  t'équation  des  asymptoliques.) 
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Cette  équation  représentant  la  relation  entre  p  et  ©  n'est  autre 
que  l'équation  polaire  de  la  projection  de  la  courbe  sur  son  plan 
de  base  (cette  remarque  s'appliquera  aux  divers  problèmes  suivants). 
Nous  ne  discuterons  pas  cette  équation,  que  nous  retrouverons  à 
peine  modifiée  ci-après. 

Asymptotiques.  —  Le  premier  système  est  formé  par  les  méri- 
diennes (©  =  const.);  le  second  système  est  donné  par  (') 

P       Pi       4po 

La  courbe  représentée  en  coordonnées  polaires  par  (4)  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire.  Elle  admet  l'origine 
comme  point  asymptote. 

Premier  cas  :  p,  >  o.  —  La  projection  horizontale  (sur  le  plan 
de  base  z  =  o)  n'a  ni  branches  infinies  ni  inflexion.  Elle  a  toujours 
Ja  forme  représentée  sur  la  figure  hors  texte  I  (asymptotique  I).  Lu 
projection  verticale  (sur  le  méridien  ©:=o)  est  symétrique  par 
rapport  à  la  ligne  de  terre. 

Si  04  >  p0  (cas  de  la  figure),  la  projection  verticale  possède  un 
point  double  réel  à  tangentes  distinctes.  Si  pi  <C  ?o->  cette  projec- 
tion n'a  plus  de  point  double  réel.  Si  o,  =  o0,  elle  a  un  point  de 
rebroussement  —  (©  =  o,  p  =  p0=  p().  Dans  tous  les  cas  la  pro- 
jection verticale  s'approche  asymptotiquement  de  la  projection 
verticale  de  l'axe  de  la  surface  en  ondulant,  par  sinuosités  d'épais- 
seur décroissante  autour  de  cet  axe. 


(')  On  rapprochera  ce  résultat  de  celui  qui  est  relatif  aux  surfaces  de  vis 
ordinaires  pour  lesquelles  l'équation  polaire  de  la  projection  sur  le  plan  de  base 
d'une  as\mptotique  du  second  système  est  de  la  forme 

I  I  -5 

P  Pi  ~  «" 
<>n  voit  que  ceci  suggère  l'idée  de  considérer  les  surfaces  de  vis  de  première 
espèce  et  celles  de  seconde  espèce  comme  les  deux  premiers  termes  d'une  famille 
de  surfaces  réglées  admettant  une  directrice  rectiligne  et  dont  les  asymptotiques 
du  second  système  aient  pour  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice rectiligne  des  courbes  qui,  en  coordonnées  polaires,  le  pôle  étant  le  pied 
de  la  directrice  sur  le  plan  de  projection,  aient  pour  équation 

=  -1—         (n  entier). 

P        Pi         « 

Nous  reviendrons  ultérieurement  sur  l'étude  de  ces  surfaces. 


FlR.  1. 
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Deuxième  cas  :  p,<<o.  —  La  projection  horizontale  possède 
des  brandies  infinies.  Posons,  pour  simplifier.  o\  =  |p,|,  et  dési- 
gnons par  œx  la  valeur  de  l'azimut  de  l'une  quelconque  des  direc- 
tions infinies.  Un  a,  en  appelant  SA  la  sous-asymptote, 


ox=±l\/^,  SA=y/^ 


A  chaque  direction  infinie  de  la  projection  horizontale  cor- 
respond, sur  la  projection  verticale,  une  branche  infinie  admettant 
une  asymptote  dont  l'équation  est 

/-n  /tc?=c  ,       /'  tango   \ 

La  projection  verticale  de  l'axe  est  encore  une  asymptote  de  la 
courbe  de  laquelle  celle-ci  s'approche  par  une  infinité  d'ondula- 
tions d'épaisseur  décroissante. 

Si  o,  >»  2  00,  la  projection  horizontale  n'a  pas  d'inflexion; 

Si  :'j  =  2s0,  la  projection  horizontale  possède  un  méplat  sur 
son  axe  de  symétrie  au  point  o  =  o,  p  =  p,  (deux  inflexions 
confondues)  :  c'est  le  cas  représenté  figure  I  (  asymptotique  II); 

Si  o',  <C  2p0,  la  courbe  possède  deux  inflexions  données  par 


Po  I 


Elle  est  alors   susceptible  d'une  infinité  de  formes  suivant  la 

valeur  de  *-£•  La   discussion  de    ces   formes    ne  présente  aucune 

Pi 
difficulté,  mais  est  assez  longue  :  nous  ne  pouvons  nous  y  arrêter. 

La  courbe    représentée   figure  I  sous   la  rubrique    «   asympto- 
tique III  »  correspond  au  cas  où 

4 

Pi  =  Zi?o  (?„  =  *)• 


3-   Élément  Lia  éaire.  Trajectoires  orthogonales  des  hélices.  — 
L'élément  linéaire  est  : 

ds*  =  [pî  -+-  A*(p  —  p0 )«  ]  r/<p2  -f-  2  A2  (  p  —  p0 ) o  </p  ^t?  -+-  (  h-  o2  -f-  i  )  dz 2. 

Les  trajectoires  orthogonales  des  hélices  génératrices  s'obtien- 
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nent  immédiatement  par  une  quadrature  élémentaire  : 


e  rp 

Lo<r- h  h1   I      — 

?i  Jr.     ?*- 


?o 


7,d?  =  °, 


que  nous  nous  dispenserons  d'expliciter. 

A.  Lignes  de  courbure.  Stries.  -  Il  existe  sur  chaque  hélice 
génératrice  deux  points  où  elle  touche  une  Ligne  de  courbure. 
Le  lieu  de  ces  points  est  donné  par  (M  : 


?» 


h*-{p  —  p0) 


Pa 


qui  représente  aussi  en  coordonnées  polaires  la  projection  de  la 
courbe  sur  le  plan  de  base.  Cette  projection  se  compose  de  deux 
branches  symétriques  par  rapport  à  l'axe  polaire  et  extérieures 
au  cercle  principal  p=p0.  Deux  tortues  suivant  que  h2^>-  ou 
que  h-^>  2- .  (Le  cas  de  l'égalité  donne  bien  uni'  même  forme 
que  le  cas  de  li2<^"?-.  mais,  en  réalité,  la  courbe  possède  un 
méplat.) 

Les  croquis  a  et  h    ci-dessous    représentent    schématiquemenl 
une  branche  dans  chacun  des  deux  cas. 


(a)     h-  £  27. 


(b)     /r>27. 


o.  Skctions  horizontales.  Construction  m  im.\\  tangent  eh 
un  point  de  la  surkace.  -  La  section  horizontale  ;  —  z0  a  pour 
équation  polaire 


(<)  Ce  résultai  s'obtient   en  introduisant    la  condition  dp  =  o  dans  l'équation 

des  lignes  de  courbure  qui  se  déduit  de  suite  de  l'équation  (3). 
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C'est  la  conchoïde  «Tune  spirale  hyperbolique.  Celte  courbe  est 
facile  à  construire  :  il  suffit  (railleurs  que  Ton  ait  obtenu  la 
spirale 

_   (~o)i 

correspondant  à  une  valeur  particulière  de  z0  pour  qu'on  puisse, 
par  simple  transformation  homothétique  par  rapport  a  l'origine 

dans  le  rapport  7— ^->  construire  un  point  de  la  spirale  correspon- 

dant  à  une  section  quelconque  z0  et  par  suite  un  point  de  cette 

section.  D'ailleurs,  on  sait  construire  la  sous-tangente  (  ST  = —  ^  ) 

et,  par  suite,  la  normale  à  la  spirale  hyperbolique  et,  en  consé- 
quence, à  sa  conchoïde.  On  a  donc  une  construction  géométrique, 
très  simple  et  que  nous  nous  dispenserons  d'énoncer,  de  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  d'une  section  horizontale  de  la 
surface.  Cette  droite  et  la  génératrice  rectiligne  permettent  de 
déterminer  le  plan  tangent.  On  aurait  pu  utiliser  évidemment  la 
tangente  à  l'hélice  génératrice,  mais  la  construction  précédente, 
qui  n'exige  le  tracé  complet  que  d'une  seule  spirale  hyperbolique, 
est  bien  plus  simple. 

6.    Equation    nu   plan    tangent.    Courbes    d'ombre.    Contours 
apparents.  —  L'équation  du  plan  tangent  est  : 

(1)  [p<p  cosçp  — (p  — p0)sincp]a7 

-1-  [  00  sinta  -H  (p  —  Po)  cosg  \  y  —  ^  z  —  0©o®  =  o, 

d'où  l'on  déduit  la  relation  entre  p  et  o  définissant  l'ombre  propre 
relative  à  la  direction  a,  (3,  y,  ou  d'une  façon  plus  générale  la 
relation  définissant  la  courbe  de  contact  du  cône  de  somnietx0r0:o. 
Chacune  des  équations  obtenues  représente  l'équation  en  coor- 
données polaires  de  la  projection  sur  le  plan  de  base  de  la  courbe 
correspondante.  Si  l'on  fait  a=  y=  o,  on  obtient  l'équation  cor- 
respondant au  contour  apparent  sur  le  méridien  cp  =  o;  cette 
équation  résolue  en  p  est 

t2) 


cp  sinœ  -f-  cosç 
Mais   ici,  ce  qui  esl   surtout    intéressanl  pour   la   représentation 


Fig.  II. 
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graphique,  c'est  la  projection  de  ce  contour  sur  le  plan  b>  =  o, 
cette  projection  est  définie  par 


s//  o2  sin  o 


cp  sincp  -+-  cosco  osino-Hcoscp 

Toutefois,  la  construction  de  sa  projection  horizontale  est  inté- 
ressante  pour  elle-même  d'abord,  car  c'est  la  projection  d'une 
ligne  remarquable  de  la  surface,  et  surtout  elle  sera  d'un  grand 
secours  pour  construire  la  projection  verticale  par  relèvement 
point  par  point.  Pour  avoir  les  asymptotes  de  la  projection  verti- 
cale il  suffira  de  remarquer  que  ces  asymptotes  seront  les  généra- 
trices rectilignes  correspondant  aux  directions  infinies  de  la  pro- 
jection horizontale  (co  sincp  -+-  coscs  =  o). 

On  étudiera  cette  projection  horizontale  très  simplement  en 
écrivant  l'équation  (2)  sous  la  forme 

(3)  -  =  — [1  -+-  9  tangcpj. 

P         ?o 

On  verra  ainsi  que  les  points  à  l'infini  de  cette  courbe  sont 
inflexionnels  et  que  ce  sont  les  seuls  points  d'inflexion  réels 
(voir fig.  II).  On  s'est  borné  en  projection  horizontale  à  l'inter- 
valle —  2—,  +  2—  :  en  projection  verticale  on  s'est  arrêté  à 
l'intervalle  —  tc,  -+-  ic  :  on  remarquera  combien  le  contour 
s'approche  des  génératrices  rectilignes  co  =  — t.  ou  2  =  +  -; 
on  peut  dire  que  graphiquement,  dans  la  partie  utile,  il  y  aurait 
eu  confusion  entre  le  contour  et  les  génératrices  ±2-. 

C'est  un  fait  analogue  qui  se  produit  (et  qui  est  bien  connu) 
dans  le  dessin  des  surfaces  de  vis  ordinaires,  mais  qui  s'exagère 
ici  lorsque  ©  croit. 

7.  Surfaces  de  vis  de  seconde  espèce  considérées  comme  sir- 
faces  réglées.  —  L'étude  des  surfaces  de  vis  de  seconde  espèce 
peut  se  poursuivre  en  se  plaçant  au  point  de  vue  qui  consiste  à  les 
regarder  comme  des  surfaces  réglées.  Nous  nous  bornerons  aux 
quelques  indications  qui  suivent. 

Ligne  de  striction  des  génératrices  rectilignes.  -  Elle  a 
pour  équation 

•  /,  i  co*  -|-  fi*  -if-  1 
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ou 

i        /* 2  -i—  i    i   ç'2 

?  /'*       Po  ~  Po  ' 

Elle  est  de  la  nature  des  as ympto tiques. 

Paramètre  de  distribution.  —  Ce  paramètre  a  pour  valeur 

/  =  p0A(l  —  /'-y'2). 

Surface  réglée  applicable  de  même  cône  directeur.  —  On 
peut  se  demander  si  la  surface  réglée  de  même  cône  directeur 
que  la  surface  étudiée  et  applicable  sur  elle  n'est  pas  une  surface 
simple,  ce  qui  donnerait  un  intéressant  théorème  d'applicabilité. 
Sa  détermination,  par  la  méthode  indiquée  dans  le  traité  de 
M.  Darboux  (t.  III)  ne  présente  aucune  difficulté.  Malheureuse- 
ment cette  surface  n'est  pas  simple.  Elle  est  engendrée  par  une 
droite  dont  les  paramètres  directeurs  sont  ceux  de  la  génératrice 
rectiligne  de  la  proposée,  et  qui,  lorsque  cp  varie,  s'appuie  sur  la 
directrice  dont  les  équations  paramétriques  sont  : 

dl  ,  „  sirvi  —  o  coscî 

do  ' 

do 

dl  , 

do  i  -I-  /*2-l-  //2ç2 

Cette  dernière,  avec  un  choix  convenable  de  l'origine,  s'écrit  : 

h 


h> 

©»-+- 

// 

2  H-  1 

C.OSO  -4- 

o 

sin  o 

hï 

ç>2-4- 

h 

-^-  i 

i  - 

-  ft*- 

lf*o*- 

t-**[l£ï 


arc  tang 


\';' 


Les  coordonnées  ç  et  t\  ne  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires.  On  peut  les  ramener  au  Logarithme  intégral 
par  l'introduction  des  imaginaires. 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  E.  PICARD; 
Par  M.  E.   G  au. 

M.  E.  Picard  a  démontré  que,  sous  certaines  conditions  qui 
seront  rappelées  plus  loin,  l'équation  différentielle 

dx*-  ~J\'7,dx 

admet  une  intégrale  unique  qui  prend  des  valeurs  données  A  et  B 
pour  x  =  a  et  x  =  b  respectivement  ('). 

Je  vais  établir  une  proposition  analogue  pour  une  équation  d'ordre 
quelconque  ;  la  méthode  d'approximations  successives  employée 
par  M.  Picard  s'étend  d'ailleurs  d'elle-même;  il  serait  facile  d'ob- 
tenir pour  les  conditions  de  convergence,  au  prix  de  quelques 
complications  de  notation,  des  inégalités  plus  avantageuses  que 
celles  auxquelles  je  me  suis  arrêté.  Je  me  suis  borné  à  l'étude  de 
l'existence  même  des  solutions,  sans  me  préoccuper  de  la  grandeur 
des  intervalles  de  convergence,  ayant  en  vue  une  application  de 
ces  résultats  à  la  théorie  des  caractéristiques  des  équations  aux 
dérivées  partielles  pour  laquelle  celte  grandeur  est  sans  intérêt. 

1.  Considérons  l'équation 

d»y         .(  dy  d"-iy\ 

('>  d^=f\X^^'""d^)' 

JNous  supposerons  que,  lorsque  x  varie  dans  un  intervalle  h  com- 
prenant a  et  6,  et  que  y,  y\  ....  r!/l_1),  restent  dans  un  inter- 
valle (  —  L,  +  E),  la  fonction  de  (»  -+-  i)  variables 

f(x,y,y,  ...,^(»-u) 
est  définie,  continue,  et  satisfait  à  une  condition  de  Eipschitz  : 

<*\y-yi\  +  Ç>\y-yl\+.--+i\yu,-l)-An-i)U 

(')  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  2e  édition,  t.  III.  p.  90. 


—  63 


les  coefficients  a,  [3,  ...,  X étant  fixes  et  positifs.  Dans  ces  conditions  : 

77  existe  une  intégrale  définie  par  les    n   conditions   aux 
limites  suivantes  : 


(?.)  jk  =  a0,    y=  Ai, 

(3j     y=B0,      y=B„ 


pj      ^yiA— D     =  Ajt_i  i  pour  .r==a), 

■»      j,-u*-A-i;=  B„_/,_,  (pour  .r  =  b) 


à  condition  que  les  intervalles  h,  ( — L,  -f-  L),  #//*.«'  çae  /<?.ç 
constantes  A  e£  B,  soient  suffisamment  petits  en  valeur  absolue. 
Cette  intégrale  reste,  ainsi  que  ses  (n —  i)  premières  dérivées , 
dans  l'intervalle  (  —  L,  -+-  L)  et  elle  est  la  seule  satisfaisant  à 
ces    conditions   si  f  admet  des   dérivées   par    rapport    à    r, 

vi  v(«-0 

j  »  •  •  •  j  j 

Nous  pourrons  toujours  supposer  A  ^  —  ;  en  outre,  en  choisissant 

convenablement  la  variable  indépendante,  on  pourra  supposer 
encore  a  =  o  et  o  -<  b  <  i .  Enfin,  en  ajoutant  à  y  un  polynôme 
facile  à  former  sans  altérer  en  rien  les  conditions  de  l'énoncé,  on 
pourra  remplacer  les  conditions  (2)  par  les  suivantes  : 


(4) 


V'  =  . .  .  =  y(*-D 


(  pour  x  =  o). 


2.  Je  dis  d'abord  qu'il  existe  un  polynôme  y  =  1*1  x  I,  de  degré 
(n  —  1),  satisfaisant  aux  conditions  |  3  I  et  (4  '•  Ce  polynôme  sera 
de  la  forme 

P(x)  =  a.ta?*-+-  a/H.i.r^1  -+-... -+-  a.n-xxn-*, 

les  coefficients  étant  déterminés  par  des  équations  Une, lires  de  la 
forme 


di 


(5)    ^-5[a*a?A--»-...-f-aH-lar«-1](x=*)=  B/        (t  =  o,  i, 


*-i). 


Ces  équations  ont  toujours  une  solution  si  h  a  r-.i  pas  nul  ;  en  effet, 
leur  déterminant  principal  est  égal  à  D(6),  en  posant 


D(x)  = 


x" 


•yA-Hl 


(  x/;  )' n-k-1)      ( '  xk-*-1  )(«—*—•) 


(r"-')' 


(ar«-») 


—  u  — 
on  voit  facilement  que  ce  déterminant  a  pour  valeur 

DO)  =  Ko?*'"-*', 

R  étani  une  constante  dont  la  valeur  ne  dépend  que  de  celles 
de  n  et  de  /.'.  Ce  déterminant  ne  peut  donc  être  nul  pour  x  =  b  que 
s'il  est  identiquement  nul  ;  mais  s'il  en  était  ainsi,  les  éléments 
d'une  même  colonne  vérifiant  une  même  relation  linéaire  et  homo- 
gène, on  voit  que  les  fonctions  xk,  xk+{ xn~}  seraient  (72 — k) 

intégrales  d'une  équation  différentielle  de  la  forme 

v    du  v  d"~''~l 

Xo  „  +  X,  ^  + . .  .  +  X„_^  ^^  =  o, 

conséquence  absurde  puisque  les  fonctions  considérées  sont  linéai- 
rement indépendantes. 

Donc  D  (b)yéo  et  Ton  pourra  toujours  résoudre  les  équations  1  5). 

Si  Ton  appelle  &pq  le  mineur  qui  constitue  le  coefficient  du 
terme  de  la  piime  ligne  et  de  la  qiimc  colonne  dans  D(#),  on  a 

xk[n-k) 


•*pq—  "pq  xJc-p-t.qf 

le  nombre  H^  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  des  valeurs 
de  n,  À:,  »,  q)  d'ailleurs,    d'après   les  hypothèses  faites,   on  aura 

toujours 

h ■(  n  —  k)  >  k  —  p  -t-  q. 

Les  coefficients  de  P  (x)  seront  donc  donnés  par  les  formules 

(  (/>  =  0,1,  ...,«  —  £  —  1). 

3.  Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

(7)  aJ«ç(*> 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 
P(#)  étant  un    polynôme   arbitraire  de    degré    (/* — 1).   On    voit 


—  6o  — 
aisément  que  la  fonction  y  vérifiera  les  conditions  aux  limites  (3) 

et  (4)  si  Ton  a 

P(o)  =  P'(o)  =  ...=  P-*->  '(o)  =  o, 
P(6)  =  C0,         P'(6)  =  C, p(«-*-i)(é)  =  C„_*_1, 

en  posant 

P(;z)  se  déterminera  donc  comme  il  a  été  indiqué  au  n°  2.  mais 
en  remplaçant  dans  les  calculs  les  constantes  B  par  les  constantes 
C  précédentes.  Les  formules  (8  |  montrent  que.  si  l'on  appelle  B 
la  plus  grande  des  quantités  |B,-|  et  M  une  limite  supérieure  du 
module  de  /  (x)  dans  l'intervalle  (o.  b).  on  aura 


C/|<B+M 


b"-' 


(n-iy. 


soit  Rie  plus  grand  des  nombres  — ^  ;  ona, d'après  les  formules  (6), 

,     ,<Rncoi    icii  ,    ,  i c"-*-' 1 1 


d'où 

(9) 


I  a/c+p  I 


BRU  — À)        MR(n  —  k)b» 


d*y 


dx« 


£*+/»(*  h- i)! 

Nous  allons  en  déduire  une  limite   supérieure  de  |y|  ei  de 
pour  a<  /£  —  i .  On  a  en  effet  : 

d*v        Cx'    ,    Ax  —  ci"-»-'  , 

_-^-   =     /         C0(5)- : rfib-4-  P(a'(^). 

<tea      Jo  '(»  — a  — i) 


L'intégrale  du  second  membre  est  inférieure  en  valeur  absolue,  à 

b"~x  •  -% r  n 

M -y  et  par  suite  à  Mo.  Lu  mitre. 


(»  —  «)! 


P«a)(^)  =  Aïa-*-*-+-  A ?+l  **+>-*-+-.  .  .+  A£_1a?«-«-«, 


en  posant 

Or 
donc 


A?+„  =  (* -+-/>)  (A:  -+-/>  —  i) . .-  (k+P  —  « -*-!)«*+/•. 

A -hp=  n  —  i         et         tin  —  i, 


XLIII. 
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En  se  reportant  à  l'inégalité  (9)  on  en  déduit 

|Aa      .<R(n-/c)(n-iy.  r  Mb»     1 

d'où 

et,  a  fortiori,  puisque  a^w  —  i , 

|^,K»"-»'->'[.^]. 
On  aura  donc 


«te* 


L, 


(10)    M6|^n--J -^^ -|  H-p— R(«-^(n-i)!<L. 

Il  esl  à  remarquer  que  cette  inégalité  ne  dépend  pas  de  a;  les 
calculs  s'appliquent  encore  pour  a  =  o  en  convenant  de  poser 
-~=Y-  H  est  clair  que  Ton  peut  choisir  B  et  b  suffisamment 
petits  pour  que  l'inégalité  (10)  soit  satisfaite  ;  dans  ces  conditions 
)'.  r\  . ..,  y('l-*>  resteront  compris  dans  l'intervalle  ( — L, +  L). 

4.  Pour  avoir  la  solution   cherchée  de   l'équation  donnée,  on 

partira  d'une  fonction  quelconque  y0,  pur  exemple  un  polynôme, 

vérifiant  les  conditions  (3)  et  (4),   et  l'on  formera  les  équations 

successives  : 

d*yt 


dx" 

dnYt 

d.r" 


/-•'••  r»,?'*,  •••,J'ô"-!  ), 


=  /(*»rn  r'u  ■••- j'i"  '  )i 


Chacune  de  ces  équations  est   de   la   forme  (7),  on  l'intégrer.» 
comme  il  a  été  indiqué  ;  toutes  les  fonctions  yt,  i  ...  . . .  resteront, 

ainsi  que  leurs  (w  —  1)  premières  dérivées,  dans  les  limites 
imposées  par  les  hypothèses  du  n"  1. 

Nous  allons  voir  que  la  série 

( ")  jo -h  < 71  —  j\> )-*-...+  {y,>+i  —  y >  >..+  ••• 

converge  uniformément  dans  un,  intervalle  (o,  //  1  qui  contient  b. 
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On  a  en  effet 

dn{y"d~  y,,)  =  /(*,  y»  yP,  -■  /r")-/(^  m,  yP-x,  -,  r^-V')- 

Soit  N  le  maximum  de  l'expression 

* \7p-yp-* I  +  ?lr;-/iH  I  -+-...  +  à lrrn-^"-V) I- 

L'équation  précédente  est  de  la  forme  (7)  et  son  second  membre 
a  pour  module  maximum  N  d'après  le  n°  1;  en  outre,  la  fonction 
(yp+i — yp)  s 'annulant  ainsi  que  ses  (n  —  /." —  1)  premières  dé- 
rivées pour  x  =  b,  on  aura  ici  B  =  o  et  les   conclusions  du   n°  3 

montrent  que 

|7/,+1-7?l<Ne 

en  posant 

R(n  —  k)*(n  —  i)!"l 


-[' 


(*-+-i)! 


Appelons    M'    la    quantité    correspondant    à    N    pour  jp  =  i.;    on 

voit  que 

\y%     -7,  |<M'8, 


\yP^-yP\<^^- 


Il  est  évident  que  l'on  peut  choisir  //  assez   petit   pour  que  8  •<  1 
si  b  est  compris  dans   l'intervalle  (o,  h).  Nous  prendrons   pour 
nombre  A  le  plus  grand  nombre  b  qui  rend  Q  inférieur  à  l'unité  et 
qui  satisfait  à  l'inégalité  (10). 
Soit  y  la  somme  de  la  série  (1 1). 

o.  Je  dis  que  y  est  l'intégrale  demandée.  En  effet  on  a 
yp{x)=J  fiz,yv-uy'P^,  .  •  • ,  y')?-xx  '  ) (  ^-xy'  dz  ^P>'(x)- 


Pp( x)  étant  déterminé  comme  au  n°  3,  en  taisant 

(b- 

(  n  —  i  —  1  )  ! 


r  (b  —  z  )"-'-i 


Cette  expression  devient  à  la  limite 

(x  —  z)'<- 


y=f  f<*>y,y',  ■  ••,r"'-1))  {n_l}l  dz  +  {i  r  ■ 
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Q(x)  étant  déterminé  par  les  constantes 

On  en  déduit  immédiatement  que  y  vérifie  bien  l'équation  diffé- 
rentielle (i),  ainsi  que  les  conditions  aux  limites  (3)  et  (4)- 

6.  Cette  intégrale  est  la  seule  qui  prenne  les  valeurs  données 
aux  limites  et  qui  reste,  ainsi  que  ses  (/£ — c)  premières  dérivées, 
dans  l'intervalle  (  —  L,  -f-  L).  En  effet,  supposons  qu'il  en  existe 
une  deuxième  ^  ;  on  aurait 

rf"(;L~Y)=/(a?'  ■* y'  •  ■  •»^,""i))  -/<*» Y' r'  •  •  •> Y"1"1')- 

Supposons  que  f  admette  des  dérivées  par  rapport  à  >% 
y\  . ..,  J'("~°,  et  appliquons  la  formule  des  accroissements  Bnis 
au  second  membre  ;  en  posant  Y  — y  =  a.  il  vient 

dnu       „       ■    n    du  „       rf"-1  u 


rt-i 


0o,  0,,  ....  9;i_,  étant  certaines  fonctions  de  x  qui  restent  finies 
dans  l'intervalle  (  o,  h)  d'après  les  hypothèses  faites. 

On  peut  considérer  la  relation  (ia)  comme  une  équation  diffé- 
rentielle en  u.  qui  est  linéaire  et  homogène  ;  la  fonction  (y  —  \  t  rsi 
une  intégrale  de  cette  équation  qui  s'annule,  ainsi  que  ses  (/>" — i) 
premières  dérivées  pour  x  =  o,  et  qui  s'annule  également  ainsi 
que  ses  (n  — h  —  i )  premières  dérivées  pour  x  =b. 

Soient  U,,  U2,  . . .,  Un,  /'  intégrales  linéairement  indépendantes 
de  l'équation  (12);  on  aura  donc 

y  —  Y  =  «t  Uj  -+-  aoUo-T-. .  .-f-  an\]„. 

Si  dans  cette  relation  et  dans  ses  (A"  —  1)  dérivées  premières,  on 
fait  x  =  0,  les  premiers  membres  étant  tous  nuls,  ou  aura /équations 
linéaires  et  homogènes  enat  . .  .,  an.  On  obtiendra  (/?  —  k)  autres 
équations  en  opérant  de  même  pour  x  =  h.  Le  déterminant  de 
ces  11  équations  doit  être  nul  si  les  fonctions  y  et  \  ne  sont  pas 
identiques.  Donc  il  existerait  une   relation   entre   les   valeurs  que 
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prennent,  par  exemple, 


Ut,     U',,     ...,     U  *-i',  pour  x  =  o, 

U|,     U',,      ...,     Ul"-*-1J,         pour  a?  =6, 

U(  étant  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (12)  ;  ceci  sérail 
en  contradiction  avec  les  propositions  démontrées  précédemment, 
puisque  nous  avons   vu  que  l'on   pouvait    choisir  arbitrairement 
ces  n  valeurs. 
Donc  y  =  Y. 


SUR  LES  SUBSTITUTIONS  FONDAMENTALES  DU  GROUPE  MODULAIRE; 
Par  M.   E.   C.vhen. 

1.  Il  s'agit  dans  ce  qui  va  suivre  de  substitutions  linéaires, 
homogènes,  à  coefficients  entiers,  sur//  variables  xt,  x2.  ....  x„. 

Parmi  ces  substitutions,  on  distingue  celles  qui  ont  un  déter- 
minant égal  à  ±1,  et  qu'on  appelle  substitutions  unités.  Elles 
forment  un  groupe. 

En  particulier,  les  substitutions  unités  de  déterminant  égala  -M  , 
sont  dites  modulaires.  Elles  forment  un  groupe  qui  est  un  sous- 
groupe  du  précédent,  et  qu'on  appelle  groupe  modulaire. 

On  appelle  substitutions  fondamentales  ou  génératrices  d'un 
groupe,  des  substitutions  S(,  So5  •••  telles  que  toute  substitution 
du  groupe  puisse  se  mettre  sous  la  forme  Sj"'S"'  ...  ;  /// , .  m2,  . . . 
étant  des  entiers  ^o. 

Dans  cette  définition,  on  n'exige  (pas  qu'une  substitution  du 
groupe  ne  puisse  se  mettre  sous  cette  forme  que  d'une  seule 
manière.  On  n'exige  pas  non  plus  que  le  nombre  des  substitutions 
fondamentales  ne  puisse  se  réduire. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  la  notation  Xh  ||  %k  désignera  l'échange 
des  deux  variables  X/,.  ./•/, . 

2.  Théorème.  —  Le  groupe  des  substitutions  unités  sur  n  va- 
riables #,,  X»,  ...,  xH  admet  un  système  'de  substitutions  fonda- 
mentales ainsi  compost-  : 

1"  Le  changement  de  ./•,  en       r,  : 
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2°  Les  échanges  de  X\   avec  chacune  des  attires  vu  viables 

•X  2  :  %S  i   •  •  •  "i  ^n  j 

3"  La  substitution  xh\x{  -\-  x2- 

Soit  S  une  substitution  unité.  Choisissons  un  système  de  //  formes 
linéaires  indépendantes  à  n  variables  et  à  coefficients  entiers* 
d'ailleurs  quelconques. 

Appliquons-lui  la  substitution  E;  nous  obtenons  un  nouveau 
système  de  formes,  équivalent  au  premier.  On  sait  (')  qu'on  ne 
peut  passer  du  premier  système  au  second  que  par  une  seule  subs- 
titution, laquelle  est  S.  D'autre  part  (2),si  l'on  examine  le  procédé 
par  lequel  on  passe  d'un  système  à  un  système  équivalent,  on  voit 
qu'il  consiste  en  une  suite  de  substitutions  des  formes  suivantes  : 

i°  Substitutions  de  la  forme 

&h\  #1*1-1-  qs&i -+-... -h&h -+"... ■+■  Çn&n 

(le  coefficient  de  Xh  au  second  membre  étant  i  ); 
2°  Echanges  de  deux  variables  :  Xh  ||  Xi  '•, 
3°  Changements  de  signe  de  variables  :  X/,  |  —  Xh- 

Donc  la  substitution  £  est  égale  à  un  produit  de  substitutions 
telles  que  les  précédentes. 

Maintenant  une  substitution  de  la  première  forme  : 

Xh  |  q\*i-+-  qiX%-*-.  .  .H-  x^-h.  ..-+-  qnxn 

est  égale  au  produit  des  n  —  i  suivantes  : 

Xh\  qiXi-+-xn         (i^h). 

Prenons  l'une  d'elles,  Xh\qi  Xi-+-Xh-  Si  qi~>o,  elle  est  égale 
au  produit  de  qi  substitutions  Xh  \  Xi  -+-  Xh- 

Si  ^,<[o,  elle  est  égale  au  produit  de  — q,  substitutions 

Xh  |  —  Xi-i-  X,,. 

Or  cette  dernière  est  égale  au  produit 

(x,- 1  —  &t)  x  (x,t  |  x,-+-  xh)  x  (Xi  |  —  Xi). 

(')  Voir  notre    Théorie   des   Nombres  (Paris,  A.  Hermann  et   fils,  iyi4).  t-  1. 
n°  288.  Cet  Ouvrage  sera  désigné  dans  ce  qui  va  suivre  par  T.  d.  N. 
(2)  T.  d.  N.,  n°-  285  et  suiv. 
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ÎNous  axons  dune  ramené  la  substitution  S  à  un  produit  de  substi- 
tutions des  trois  tonnes  suivantes  : 

(ia)  a?A|a7,M-a?A; 

(  3"  >  a?/*|  —  a?/,. 

.Maintenant,  la  substitution  .r/,|.r,  —  ./■/,  est  égale  au  produit 

U'i  II  vu)  x  (a?2  II  a?i)  X  (a?,  |  a:,  +  a?,)  x  (a%  ||  a:,)  x  (xi  ||  :r/4). 

saut  si  /  =  i . 

Si  i  =  i  et  h  -^é  2,  la  substitution  Xh  \  xK  -+-  Xh  est  égale  au  produit 

(x2  H  Xh)  x  (.rt  ||  x^  x  (xi  \  Xi -h  x^  x  O,  l|a?,)  X  («'s  li  3?a). 

Si    i  =  i    et  /*  =  2,    la  substitution    a?2la?1+a?2    est   égale    au 
produit 

(Xi  \\X.2)  X  (Xi  1*4-1-072)  X  (.ri  ||a?s). 

Donc,  dans  tous  les  eas,  toutes  les  substitutions  (ia)  se  ramènent 

à  la  substitution  X\  \  xK  +  x2  et  à  des  substitutions (2*). 

Ensuite  une  substitution  de  la  forme  I  >.a  ),  soit  Xh  ||  Xi*  est  égale 

au  produit 

(Xi  H  xh)  x  (Xi  II  Xi)  x  (a?i  H  a?/t). 

Et  enfin  une  substitution  de  la  forme  (  3a),  soit  X/,\  —  X/,.  peut 
se  remplacer  par  le  produit 

(Xi  H  xh)  x  (xt  \  —  Xi).X  (xt  H  Xl,  ). 

Finalement,  le  théorème  est  démontré. 

On  a  ainsi  n  -H-  1  substitutions  fondamentales  du  groupe  unité. 

3.  Autre  système   de   substitutions  fondamentales.  —    En 

remarquant  que 

(  xx  X/t\ 

Xi  H  Xh=[  X  (Xil—Xi), 

\xh     —Xi) 

on  voit  qu'on  peut  prendre  comme  substitutions  fondamentales  du 
groupe  unité  : 

(i'')  a?,|—  *iî 
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<••>/')  les  n  —  i  substitutions 


xh 


Xh 
—  Xi 


(3*) 


(A 
Xi\sei- 


:  2,    3, 

x2. 


.,  n); 


L'avantage  qu'il  y  a  à  considérer  ce  nouvel  ensemble  de  substi- 
tutions  fondamentales  est  le  suivant.  La  première  de  ces  substi- 
tutions seule  a  comme  déterminant  —  i  ;  toutes  les  autres  ont 
comme  déterminant  -+-  i.  Alors,  si  on  laisse  la  première  de  côté, 
il  reste  n  substitutions  qui  sont  fondamentales  du  groupe  modulaire. 
Ainsi  : 

4.  Théorème.  —  Le  groupe  modulaire  à  n  variables  #,, 
jo,  ...,  xn  admet  un  système  de  substitutions  fondamentales 
ainsi  composées  : 

Les  n  —  î   substitutions 


(ic) 


xh\ 


Xh 

Xx 


(h  =  2,  3,  ...,  n); 

Xi  |  Xi  -h  .To. 


Pour  le  démontrer,  nous  démontrerons  que  :  une  substitution 
u/iit<:  <;tant  décomposée  en  un  produit  de  substitutions  fonda- 
mentales comme  au  n°  3,  on  peut  toujours  supposer  que  le 
/'acteur  X\  |  —  x,  soit  unique  et  placé  «  la  fin  du  produit. 

En  effet,  si  cette  substitution  se  trouve  à  l'intérieur  du  produit  et 
suivie  d'une  substitution 

SB  h 


Xh 


on  pourra  la  faire  passer  après  en  faisant  usage  de  L'égalité 


(.r,  |  —  x^  X 


V/i 


X/t 


Xh 

3"! 


X  (a?,|  —  xi  k 


si  cette  substitution  est  suivie  de  la  substitution  .r,  |.r(  +  #2,  on 
la  fera  passer  après  en  faisant  usage  de  l'égalité 


(ri\—Xi)  X  (a-i|07i-Ha-2)  = 


x% 


■>•■> 


X    (3-1 


x  (Xilxi-hXt)  x 


a?i 


\xs 

x{\ 

—  X\ 

X(xx 

!      •'•>> 

-  73  - 

Les  substitutions  (:r,|  — ./ ,  >  ayant  été  ainsi  toutes  rejetées  à  la 
lin  du  produit,  se  réunissent  en  un  produit  (  x,  I—  x,  )'"  :  mais  par 
suite  de  l'égalité  (x,  | — -x{)2  =  i.  du  peut  réduire  L'exposant  m  à 
zéro  ou  à  un. 

L  ne  substitution  unité  avant  été  mise  ainsi  sous  tonne  de  pro- 
duit de  substitutions  i  i''i.  i  ■>c\  (lesquelles  sont  de  déterminant  -+-  i) 
sui\i  ou  non  d'une  substitution  X\  I — X\  (laquelle  est  le 
déterminant  —  i),  il  est  évident  que  la  substitution  esl  modu- 
laire ou  non  suivant  que  eette  dernière  substitution  ne  ligure  pas, 
ou  figure  dans  le  produit.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

En  conséquence,  à  partir  de  maintenant,  nous  ne  considérerons 
plus  que  des  substitutions  modulaires. 

5.  La  décomposition  qu'on  vient  de  trouver  d'une  substitution 
modulaire  en  substitutions  fondamentales  est  possible  d'une  infi- 
nité de  manières,  car  il  y  a  des  relations  entre  ce-  substitutions. 

En  posant,  pour  abréger. 


X\  j  Xi  ■+-  CCz  =  S, 


xu 


■Tl, 


=  T/i         (h  =  2,   >, 


"), 


on  a 


(i)     (TA)*=i,        (ST2)3  =  i,        (TATtT„)*=i,        T£T7  =  Tra 

(le-  relations,  qui  ne  sont  pas  d'ailleurs  toutes  distinctes,  permettent 
de  changer  la  forme   d'un   produit    sans  changer  sa  valeur.   Par 

exemple, 

TÎS,-T3=T^STÎST2S3T3. 

La  forme  de  la  seconde  relation  (  i  i  suggère  de  prendre 

*"i 


V  =  ST5 


a"i 


comme  substitution  fondamentale  au  lieu  de  S.  G'esl  possible,  car 
on  peut,  dans  tout  produit,  remplacer  S  par  \  T,'         \  T  j . 
De  même,  la  troisième  relation  (i  i  suggère  de  prendre 


•?'i 
U/t=TaTAT2=o7î 

a?/, 


—  a?, 

—  .//,         au  lieu  de    1"/,  (h  =  3,  i '>  '■ 
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(  )n  n'a  qu'à  remplacer  TA  par 

TVIVTt'  =  T1UAT|. 

6.  On  a  ainsi  un  nouveau  système  de  substitutions  fondamentales 
pour  le  groupe  modulaire,  à  savoir  (en écrivant  Tau  lieu  de  T2  I  : 


(i*)  T, 

i  2d)  Les  n  —  2  substitutions 


x2 


*1 

—  xt 

U/t  =  x2 

—  Xh 

(h  =  3,  4,  ...,  ra); 

*h 

X-2 

m                     v  =  " 

—  X\  -+-  a;2 

> 

—  37, 

avec  les  relations 

(T*=i,        Uft  =  , 

V3=I, 

(2)                          (T«UAT»)*=i, 

(u*t«)««=(t«Ua; 

(  (TAT8TA) 

2  j 

T|T?  =  T?T|. 

En  particulier,  les  trois  premières  relations  permettent  de  réduire 
dans  tout  produit  l'exposant  de  T  à  i .  a,  ou  3  ;  celui  de  V  à  i  ou  :>. 
celui  de  chaque  LU  à  i . 

Ainsi  la  substitution  prise  plus  haut  comme  exemple  T2S2T3 

s'écrit 

T.VT3VT3.T3U3T3        ou        TVT*VT*U3T3. 

7.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  que  les  résultats 
qui  viennent  d'être  obtenus  peuvent  se  transporter  aux  tableaux 
tonnés  par  les  coefficients  des  substitutions  et  répondent  à  une 
question  qui  se  pose  en  théorie  des  nombres  ('):  On  part  du 
déterminant  dont  les  éléments  de  la  diagonale  principal''  sont 
égaux  à  i ,  tous  les  autres  étan  t  égaux  à  o  ;  on  ajoute  en  tre  elles 
des  lignes  ou  des  colonnes,  on  échange  des  lignes  ou  des  colon  nés, 
on  répète  ces  opérations  autant  de  fois  qu'on  le  veut;  peut-on 
obtenir  ainsi  tous  les  déterminants  et  éléments  entiers,  êgaun 


(■)    T.  d.  N.,  t.  I,  n»  210. 


La  réponse  à  la  question  ainsi  posée  est  d'ailleurs  évidemment  : 
«non»,  car  on  n'obtient  de  cette  façon  que  des  déterminants  à 
éléments  tous  positifs;  or  on  \oit  immédiatement  qu'il  v  a  des 
déterminants  égaux  à  -j-  i ,  et  dont  les  éléments  ne  sonl  pas  tous 
positifs. 

Mais  il  suffit  de  modifier  légèrement  le  procède  indiqué  plus 
haut  pour  que  la  réponse  devienne:  ••  oui  ».  Il  suffit  d'adjoindre 
aux  opérations  indiquées  celle  qui  consiste  à  changer  de 
signe  tous  les  éléments  d'une  ligue.  Et  l'on  peut  alors  supprimer 
l'opération  qui  consiste  à  ajouter  des  lignes  (en  gardant  celle  qui 
consiste  à  ajouter  des  colonnes).  On  obtient  ainsi  tous  les  déter- 
minants égaux  à  -+-  i  ou  — ■  i . 

Plus  particulièrement  : 

Tout  déterminant  égal  à—  i  peut  s'obtenir  en  partant  du 

déterminant 

o    o     ...     o 


et  faisant  un  certain  nombre  de  fois  Les  deux  opérations 
suivantes  :  i"  échange  d'une  colonne  avec  la  première  suivie 
du  changement  de  signe  des  éléments  de  la  première  colonne 
ainsi  obtenue:  2°  addition  des  éléments  de  la  première 
colonne  à  ceux  de  la  seconde.  Tout  déterminant  égal  à—  i 
peut  s'obtenir  en  faisant  les  opérations  précédentes  et  en  les 
faisant  suivre  du  changement  de  signe  des  éléments  de  la 
première  ligne. 

Ce  n'est  pas  autre  chose  que  les  théorèmes  des  nos  3  et  \. 


8.  Maintenant  la  question  suivante  se  pose  :  La  décomposition 
d'une  substitution  modulaire  en  substitutions  fondamentales 
T,  UA  et  V,  les  exposants  de  T  étant  réduits  à  i,  2,  ou  3,  ceux 
des  Th  à  i .  et  ceux  de  V  à  i  ou  2,  n'est-elle  possible  que  d'une 
seule  manière  ? 

On  sait  en  effet  de  quelle   importance  est,   pour  les   nombres 
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entiers  positifs,  le  fait  qu'ils  sont  décomposables  en  facteurs 
premiers  positifs  d'une  seule  manière. 

De  même,  pour  tout  groupe  abélien,  chaque  élément  est  décom- 
posable  en  un  produit  d'éléments  fondamentaux,  et  cette  décom- 
position n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  lorsqu'on  réduit 
l'exposant  de  chaque  facteur  à  son  reste.  Donc,  pour  tout  groupe 
dont  les  éléments  se  décomposent  en  produits  d'éléments  fonda- 
mentaux, on  devra  chercher,  si  c'est  possible,  des  éléments  fonda- 
mentaux jouissant  de  cette  même  propriété. 

Cette  propriété  n'a  pas  lieu  pour  le  groupe  modulaire,  relati- 
vement aux  substitutions  T.  Ua  et  V,  lorsque  n  >>  3.  Il  suffit,  en 
effet,  de  considérer  les  relations  (2)  autres  que  les  trois  premières 
pour  avoir  des  exemples  de  substitutions  modulaires  décomposées 
de  deux  façons  différentes. 

Mais  pour  n  =  2,  comme  il  n'y  a  pas  de  substitutions  U/i,  de 
pareilles  relations  n'existent  pas  et  l'on  doit  se  demander  si  la 
propriété  a  lieu  pour  n  =  2.  Avant  d'aborder  cette  question, 
parlons  des  substitutions  homo graphiques . 

9.  Considérons  une  substitution  linéaire  homogène  à  n  variables 
(faisons  n  =  3  pour  simplifier  les  notations) 


(3)  xt 

X3 


aixx\->c-  dx^Xi-T-  al3x3, 

<t i\X \  ~\—  Cl^^X^  — \~  Cl±3X3, 
a313-|H-  «32^3-1-  «33^3, 


puis   considérons   les  rapports  des   variables   à   l'une  d'elles,  par 
exemple  à  xn,  soit 


X\  x» 

x3  ~~  x3 


On  voit  que  de  la  substitution  (3)  résuite  pour  zt   et  ;.j  la  substi- 
tution homographique 


(4) 


«H  -1  —  «lî-Zs-t-  «13 


#3!  ■S)  -T-  «32  C->  -+-  a33 

«21  *1  +  «22  *>  +  «23 

"il  S|  +  «32  -2  "+"  «33 


Nous    représenterons     cette    substitution    par     le     tableau     des 
coefficients  a,  et  les  calculs  sur  les  substitutions  homographiques 
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seront  identiques  à  ceux  sur  les  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire 
au  calcul  des  tableaux,  avec  cette  différence  cependant,  que  la 
substitution  (3)  dépend  des  coefficients  <t  eux-mêmes,  tandis  que 
la  substitution  (4)  ne  dépend  que  de  leurs  rapports.  On  peut  dans 
cette  dernière  remplacer  tous  le-  a  par  Xa  sans  qu'elle  change. 

Bornons-nous  aux  substitutions  linéaires  homogènes  unités. 
Alors  tous  les  a  sont  entiers  ;  de  plu^.  tous  les  a  d'une  même 
Ligne  sont  premiers  dans  leur  ensemble  (puisque  le  déterminant 
de  la  substitution  est  égal  à  zt=  i).  >>ou>  supposerons  que  cette 
condition  est  remplie  aussi  dans  les  substitutions  homographiques. 
Alors  X=±i.  Il  en  résulte  qu'à  deux  substitutions  linéaires 
homogènes  unités,  ne  différant  que  par  les  signes  de  tous  les 
coefficients,  ne  correspond  qu'une  substitution  homographique 
et  réciproquement. 

On  voit  aussi  que,  si  n  est  impair,  il  n'\  a  pas  lieu  de  distinguer 
les  substitutions  homographiques  modulaires  d'entre  les  substi- 
tutions unités,  puisqu'un  changemenl  de  signe  de  tous  les  coeffi- 
cients qui  ne  change  pas  la  substitution  change  cependant  le  signe 
de  son  déterminant.  Au  contraire,  si  n  esl  pair,  la  distinction  est 
à  faire. 


10.  A  partir  de  maintenant .  nous  supposons  n=^i. 
Les    substitutions    linéaires    homogènes    modulaires    sont    les 
substitutions 


et    les  substitutions  homographiques  modulaires  son!   les   - u L -> i  i - 

t  utions 

HZ  -t-  p 


avec,  dans  les  deux  en-,  y.o  —  jjjy  =  i . 

Le  groupe  modulaire  homogène  admet  pour  substitutions  fonda- 
mentales 


T 


y 


y,      w=*> 

—  x,  y 


—  *  +  y, 


avec  !<■>  relations 


T*  =  i.        V»=i. 
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Le  groupe  modulaire  homographique  admet  pour  substitutions 

fondamentales 

i 


T  =  z 
avec  les  relations 


V  = 


T2  =  i ,        V3  =  i. 


FI  n'y  a  pas  de  contusion  à  craindre  parla  désignation  des  substi- 
tutions fondamentales  homogènes  et  homographiques  par  les  mêmes 
lettres  T  et  V,  mais  il  faut  remarquer  la  différence  entre  les 
relations  à  laquelle  satisfait  T  dans  chacun  des  cas.  Pour  les 
substitutions  homogènes,  on  a 


x 

y 


-y- 


11.  Nous  allons  nous  occuper  des  substitutions  modulaires 
homographiques.  Une  telle  substitution  se  met  sous  forme  d'un 
produit  de  substitutions  T  et  V,  l'exposant  des  facteurs  T  étant  i, 
celui  des  facteurs  Y  à  i  ou  2  (  ').  El  nous  allons  montrer  que  cette 
décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Pour  cela  nous  allons  démontrer  que  deux  produits  différents  ne 
peuvent  être  identiques. 

Examinons  la  forme  d'un  tel  produit.  Il  se  compose  de  facteurs 
V  ou  Y-  ou  T,  et  il  v  a  toujours  un  facteur  T  sur  deux  consécutifs. 
Par  exemple  : 

TV*,     TVTVTV'-TVT,     TVTV2,     VTV2TV*TV2TVTVTV. 

Réunissons  dans  une  parenthèse  les  facteurs  \  T  et  les  facteurs  \  -  I  ; 
de  plus,  quand  ni  facteurs  \  T  se  suivent,  réunissons-les  en  (\  T  i'". 
de  même  pour  les  facteurs  \  -  T  :  nous  pourrons  écrire  ces  produits  : 

TV2,     T(VT)2(V2T)(VT),     T(VT)V2,    (VT)(V*T)»(VT)»V. 
En    définitive,   tout  produit  est  de    l'une    des    quatre    familles 


(')  La  substitution  unité  fait  exception.  Il  <-n  es!  de  rn.éme  dans  la  décompo- 
sition des  entiers  positifs  en  facteurs  premiers.  Si  l'on"  n'admet  pas  le  nombre  i 
parmi  1rs  facteurs  premiers,  la  décomposition  en  facteurs  premiers  ne  s'applique 
pas  au  nombre  i.  Kl  si  on   l'admet,  la  décomposition  esl  possible  d'une  infinité 

de  fai  uns. 
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suivantes  : 


A  =  (V  T)'".(V2T)«.  ...(V*T)»i    commençant  par  VT    et  finissant  par  V*T, 
B  =(V  T)'".(V2T)«.  ...(V  T)"'.-  »  VT  »  VT, 

G  =(VJT)".(V  T)"'....(V  T)'".-  »  V2T  »  VT, 

D  =  (V*T)".(VT;«....(V*T)»i  »»  V2T  »  V2T, 

ou  de  l'une  des  quatre  familles  précédentes  suivies  de  \  ou  de  \  '-. 
c'est-à-dire  de  l'une  des  huit  familles 

AV,     BV,     CV,     DV.     A.V1,     BV2.     CV*,     DV», 

ou  enfin  de  l'une  des  douze  familles  précédentes,  précédée    de  T, 
c'est-à-dire  de  l'une  des  douze  familles 

TA,     TB,     TG,     TD,     TAV,     TBV,     TGV,     TDV, 
TAV*,     TBV*,     TGV2,     TDV», 

en  tout  vingt-quatre  familles.  ISous  allons  montrer  que  : 

i"  Deux  produits  appartenant  à  une  même  famille  ne 
peuvent  être  égaux  que  s'ils  sont  composés  des  mêmes  facteurs, 
dans  le  même  ordre  : 

2°  Deux  produits  appartenant  à  deux  familles  différentes 
m-  peuvent  être  égaux. 

i°  Comparons  deux  produits  de  la  première  famille  : 


On  a 


Donc 


VT  =  z 

S--4-I, 

V*T  =  z 

I 

—   -+-  I 

3 

A  =  (  VT)'".(V*T  )"....  (V*T)».-, 
A'  =  (VT)'»i(V*T)»î . . .  (V'T)»Î. 

donc  (VT)'"=s 

donc  (V*T)»=.z 


m  ; 


«i  H H. 

m* 


ou      z\  [mil  "i ";•  a  | 


en  employant  la  notation  des  fractions  continuelles. 


On  peut  écrire 


\  =z 
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P5+  R 


Q*-+-S 


P        I', 


en  posant  *■  et  ^  respectivement  pour  la  dernière  et  l'avant-dernière 
réduite  de  la  fraction  continuelle 


[m,,  //,,  . . .,  mu  tu\. 


On  aurait  de  même 


1»'       R' 


\'=z' 


P's+R' 


Q'^+S' 


en  posant -r-r  et  ^7  pour  la  dernière  et  l'avant-dernière  réduite  de 

\tn\ ,«',,...,  m'i,  ii/]. 

Les  entiers P,  P',  ...,  S,  S' étant  tous  positifs,  les  deux  substitutions 
ne  peuvent  être  identiques  que  si 


P  =  P\ 


S  =  S'. 


D'après  la  théorie  des  fractions  continuelles,  cela  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  les  entiers  /«,,  nt,  ...,  ni  sont  identiques  aux  entiers 
m  \ ,  n\,  . . .,  n'n  ce  qui  démontre  le  théorème  pour  les  substitutions 
de  la  première  famille. 

Comparons  maintenant  deux  produits  de  la  seconde  famille  • 

B  =  (VT)"'.(VîT)"....(VT)'''s 

b' =(\T)'»;(V2T  y;...  (\T)"<:. 

On  trouve  de  même 

B  =.z\  [ira,,  n„  .  .  ..  m-u  m,—  z], 
qu'on  j)eut  écrire 


B  =  z 


R.g^P 

ST+~Q 


l>        i; 


en  posant  -^  et  -^  respectivement  pour  la  dernière  ei   L'avant-der- 
nière réduite  de 


La  démonstration  se  continue  comme  plus  haut 

po 


Les   démonstrations   sont   analogues    pour   la    troisième    ci    la 
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quatrième  famille.  Quant  aux  \  iiii;t  autres  familles,  le  théorème 
pour  celles-là  résulte  immédiatement  du  théorème  pour  les  quatre 
premières.  En  elVet.  si  deux  produits  de  la  cinquième  famille,  par 
exemple  AV  et  A'V,  sont  identiques,  c'est  que  \  el  V  le  sont. 
On  est  donc  ramené  au  théorème  démontré  pour  deux  produits  de 
la  première  famille. 

2°  jNous  allons  démontrer  maintenant  que  deux  produits  appar- 
tenant à  deux  familles  différentes  ne  peux  eut  être  égaux.  Pour  cela, 
refaisons  pour  chacune  des  familles  le  calcul  qui  vient  d'être  fait 
pour  les  deux  premières.  Nous  avons  trouvé  par  exemple  qu'une 
substitution  de  la  première  famille  est  de  la  forme 

P     R 

Q    s 

On  trouve  ainsi,  pour  les  vingt-quatre  familles,  respectivemenl  les 
vingt-quatre  formes  : 


U  s)        U  q)        U  p) 


P     R\  /R     P\  /S    Q\  /Q    S 

P     R 


p+r  _P\     /r+p  -r\    /s+;q  -s\     /q+s  -q 
q+s    —q)     \s  +  Q    -S/     \R+p    -R/     \P  +  R     -P 


/r     _p_R\        /p     _R__p\        /Q     — S  — Q\ 

l^s    -q-sJ     Vq    -s-q/     \p    -R-P/ 

Q         S    \  /S         Q   \  /    R         P    \  /    P         R 

-p    -r;       V-r   -p)       V-s    -q/       V-Q    -s 

q  +  S     -Q\      /  S  +  Q      —  S\      /  R-t-P     —  R\      /P  +  R      -P\ 
_P_r      p  J     V-R-p      R    )      \-S-Q      S   )     \— Q-S      Q  / 

S      -Q-S\      /  Q     -S-Q\      /  P      -R-P\      /  R      -P-R 

-r    p  +  rJ    V-p    r  +  p'    \-Q    s  +  q;    \-s    Q  +  S 

—  et  -  désignent,  dans  chacune  de  ces  forme-,  respectivemenl  la 
dernière  et l'avant-dernière  réduite  d'une  fraction  continuelle  de 
valeur  plus  grande  ou  égale  à  i  • 

Dans  chacune  de  ces  formes  de  substitution,  le  premier  coefficient 
esl  positif.  Deux  substitutions  dans  lesquelles  cela  a  lieu  ne  peuvent 
xi.iii.  ^ 
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être  égales  que  si  leurs  coefficients  sont  identiques.  Or  il  y  a  entre 
deux  formes  des  différences  incompatibles  dans  les  signes  des 
coefficients  ou  dans  leurs  grandeurs  respectives.  Elles  sonl 
indiquées  dans  le  Tableau  suivant,  où  a.  (3,  y  3  désignent  les 
coefficients  d'une  substitution. 

Remarquons  encore  une  fois,  que  la  substitution  Identique  est 
à  part  ;  elle  ne  fail  partie  d'aucune  des  familles  ci-dessous  : 

ire  famille ...  a  >  o  p  >  o  y  >  o  o  >  o 

■2e  »  ...  a  >  o  p  >  o  y  ^  o  6  .     o 

3e  »  ...  a  >  o  p  >  o  y  >  o  ô  >  o 

4e  »  ...  a  >  o  (3^o  y  >  o  ^  >  ° 

5e  »  ...  a>o  P  <  o  y  >  o  °<o 

6e  »  ...  a  >  o  j3  <  o  y  >  °  °  =  ° 

7e  »  ...  a  >  o  p  <  o  y       °  ^  <  ° 

S'  »  ...  a  >  o  p  <  o  y  >  °  r^       " 

9e  »  ...  a  >  o  p  <  o  y  >  °  ^       " 

ioe  »  ...  a  >  o  p  <  o  y  >  o  3  <  o 

IIe  »  ...  a  >  o  ■  j  <  o  y  >  °  ô  <  o 

12e  »  ...  a  i  o  p  <  o  y  >  °  ô  <  o 

1 3e  >>  ...  a  >  o  p  >  o  y  <  °  3  <  o 

i  i'  «  ...  a  ^  o  p  >  o  y  <  °  ô  <  o 

1 5e  »  ...  a  >  o  [i  >  o  y  <.  °  o  <  ° 

16e  »  ...  a  >  o  p  >  o  y  <  °  5  1  o 

17e  »  ...  a>o  p<o  y  <  °  ^       " 

18e  »  ...  a  >  o  [Î  !  o  y<o  2>° 

1 9e  »  ...  a  >  o  p  <  o  y  <  o  0  >  o 

20e  »  ...  a  >  o  p  <  o  y  <  o  0  >  o      -  p  <  a  <  —  2  p       a  >  —  y 

21e  »  ...  a  >  o  P<o  y  <  o  8>o           —  P  >  2  a             —  p  <  0 

22e  »  ...  a  >  o  p  <  o  y  <  o  8  >  o       a  'i  —  P  <  2  a         —  3  <  0 

23e  »  ...  a  >  o  P  <  o  y  <  .0  S  >  o       a  <  —  P  <  2  a         —  P  >  ô 

24e  »  ...  a>o  P<o  y  =  o  o>o           — p>2a            —  p>ô 

L'exactitude  de  ce  Table, m  se  vérifie  sans  peine.  Considérons 
par  exemple  la  première  famille  : 

*  =  P,        p  =  R,        y  =  Q,        8  =  S, 


a>P 

a  >  y 

«        ? 

a>y 

'  *  <  > 

a  <  y 

a>p 

_P<a<  —  2P 

a>y 

a  =  —  2  p 

a  >  Y 

a  >  —  2P 

a<y 

—  p<a<— 2p 

a  <  y 

-  ï>2a 

-p>o 

a  <  —  p  ^  2a 

-?>-8 

a  <  —  P  <  >  a 

-  p  <-  0 

-P>2« 

-p<-8 

a>  P 

a  <— y 

«<P 

a  <  — y 

a<P 

a  >  —  y 

»   =  P 

a       —  y 

-  p  <  a  <  -  -2  p 

a<-y 

a  >  -  2  P 

a<-y 

7       —  2  P 

a  >  — y 
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où 

P          r  i  R         r  l 

Q=[mi,ni, m]  et  _  =  [/«,,«,,...,  m/j. 

On  a  à  vérifier 

P>o,         Q>o,         R>o,         S>o,         P>R,         P>Q, 

toutes    inégalités    évidentes   d'après    les   propriétés  des    fractions 
continuelles. 

Considérons,  comme  second  exemple,  la  sixième  famille  : 

a  =  P-f-R,        3=—  R.        y  =  Q  +  Si        o=  — S, 
avec 

P        r  R        r  i       •    •- 

Q=[mi,Bi,  m,]  et         -g  =  [mll  nu  . . .,  »,_ij     si  /  >  i 

et 

Ri 


—  =  -  si  i  =  \, 

S        o 


On  a  à  vérifier 


P  +  R>o,         —  R<o,         Q  +  S>o,         -S^o, 
P  +  R^2R.         PTR>Q-fS, 

toutes   inégalités  évidentes  encore.    Les    cas  particuliers    S=o, 
P+R  =  2R  se  présentent,  le  premier  quand  i=  i,  alors 

P  =  mu        Q  =  i,        R  =  i,        S  =  o, 
et  la  subsl iiui ion  (M 

\      "  o  )  ' 

le  second  quand  i  =  i,  et  mt  =  i,  alors 

p  =i,        Q  =  i.        R  =  i,        S  =  o, 

et  la  substitut  ion  <  !Sl 

/.  -, 

\  i       o 
La  vérification  se  fail  de  même  pour  chacune  des  familles. 


Le  théorème  de  l'univocité  de  la  décomposition  est  donc 
démontré.  La  démonstration  donne  d'ailleurs  le  moyen  d'effectuer 
la  décomposition  ('). 

Exemples.  —   i"  Soit  la  substitution 


2  =  z 


193+  12 


On  a 


493-4-31 
a,  p,  y,  8>o,         «>J3,         a<Y, 


ce  qui  caractérise  la  quatrième  famille.  La  substitution  S  se  met 
donc  sous  la  forme 


ou 


v  =  (V2T)".(VT)'»i  .  ..(VT  )"'.-.  (V2T)"< 
z  |  [o,  ni,  nit,  .  . . ,  nt-i,  n,,  a]i 


ou,    en    posant   la    dernière    réduite    de    [/?,,  m ,  nf\    égale 


.Pi,  i       •-       ■    1    ,  R 

a  —  et  I  avant-derniere  égale  a  ^> 


Qc  +  S 


Donc 


Pî  +  K 


il -2  =  i« *"•'* 


mais,  comme  le  nombre  des  éléments   /*,.   mt 
(pour  que  QR  —  PS  =  +  1),  nous  écrivons 


,  w/  est  impair 


et 


—  =  [a,  i,  1,  a,  i,  1,  1. 


2  =  (V2T)*(VT)(V2T)(VT)ï(V*T)(VT)(VsT) 
_  y2xv2tvtv2tvt\  tv2tvtv2t. 


2°  Soit  la  substitution 


103  -t-  l3 


(1)  Ce  résultai  se  trouve  contenu,  pour  les  quatre  premières  familles,  dans 
l'article  <l<-  M.  ChATELKT,  Contribution  à  la  théorie  des  fractions  continues 
arithmétiques  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XL,  1912,  p.  9). 
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On  a 

a,3>o,         [i,  Y<o,         a<— p<2a,         —  £  <  8, 

ce  qui  caractérise  la  vingt-deuxième  famille.  Donc 

S'  =  T  (  VT  )»'.  (  Y2  T  )"....  (  V2  T  )«.-. (  VT)«i  V2. 

Formons  la  substitution 

T-iv'v-2  =  Tv'v  =(VT)'».  ...(VT)'".=  al  \mu  nu  ...,  m,-,  -  I 

qui  est  la  deuxième  famille.  On  trouve 
TS'V  =  if_±_[° 


4-7        S  .3  -f-  Q 
Or 

10         r  q  1 

y  =  [1,  2,  3] 

(on  doit  avoir  un  nombre  impair  d'éléments).  Donc 

TX'V  =  (VT)(V2T)2(YT)3 
et 

S'=  T(VT)(Y2T)2(VT)3Y2=TVTV2TV2TVTVTVTV2. 

12.  Plusieurs  substitutions  étanl  décomposées  en  substitutions 

premières,  on  a  immédiatement  leur  produit.  Mais  il  n'est  pas  vrai 
que  le  produit  soit  composé  de  toutes  les  substitutions  premier*  s 
des  deux  facteurs,  comme  cela  a  lieu  pour  les  nombres  entiers. 
Car  des  réductions  peuvent  s'opérer.  Par  exemple,  le  produit  îles 
deux  substitutions  1"  et  1"  prises  plus  haut  comme  exemples 

22'=:  V2TV2TVTV2TVTVTV2 TV  TV2T  x  TVTV*TV2TVTVTVTV2 

se  réduit  à 

V*TV*TVTV*TVTVTVTVTVTVTV». 

L'inverse  d'une  substitution  décomposée  en  substitutions 
premières  s'obtient  en  renversanl  l'ordre  des  substitutions,  <•( 
remplaçant  \  par  Y-  et  Y-  par  \  .  Il  en  résulte  que  l'inverse  d'une 
substitution  de  la  première  famille  appartient  à  la  \  ingl  <'t  unième 
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ou  à  la  vingt-deuxième,  l'inverse  d'une  substitution  de  la  seconde 
à  la  vingt-troisième  ou  la  vingt-quatrième,  etc.,  l'inverse  d'une 
substitution  de  la  vingt-quatrième  à  la  première  ou  à  la  seconde. 

Remarque.  —  Le  produit  de  deux  substitutions  de  la  première 
famille  appartient  lui-même  à  la  première  famille .  De  /dus, 
ces  deux  substitutions  étant  décomposées  en  leurs  facteurs 
premiers,  si  Von  forme  leur  produit  comme  il  lient  d'être 
expliqué,  il  ne  se  fait  pas  de  réduction . 

C'est  évident. 

Mais  l'inverse  d'une  substitution  de  la  première  famille 
n'appartient  pas  à  la  première  famille. 

Il  j  a  là  quelque  chose  d'analogue  à  ce  qui  se  passe  dans 
l'ensemble  des  nombres  entiers.  Car  le  produit  de  deux  d'entre  eux 
appartient  à  l'ensemble,  mais  non  l'inverse  de  l'un  d'entre  eux.  On 
sait  qu'il  se  pose  alors  une  question  de  la  divisibilité.  Un  entier 
peut  être,  ou  non,  divisible  par  un  autre. 

Une  question  analogue  se  pose  pour  les  substitutions  modu- 
laires de  la  première  famille.  Seulement,  ici,  il  y  a  deux  espèces 
de  divisibilité,  celle  première  manière  et  celle  seconde  ma- 
nière^). Pour  que  A  soit  divisible,  première  manière,  par  B,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  décomposition  de  A  en  facteurs  soit  formée 
de  celle  de  B  suivie  d'autres  facteurs.  Pour  que  A  soit  divisible, 
seconde  manière,  par  B,  il  faut  et  il  suffit  que  la  décomposition 
de  A  en  facteurs  soit  formée  de  celle  de  B  précédée  d'autres 
facteurs.  D'où  une  théorie  facile  du  plus  grand  commun  diviseur, 
première  ou  seconde  manière. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  de  la  première  famille  s'applique 
d'ailleurs  aussi  à  la  quatrième. 

Une  autre  conséquence  de  la  décomposition  univoque  des 
substitutions  modulaires  en  produit  de  substitutions  V  et  T  est  la 
suivante,  d'ailleurs  connue:  à  savoir  qu'il  n'existe  entre  V  et  T 
aucune  autre  relation  que  les  relations  T2  =  V3  =  i .  Car  une  telle 
relation  pourrait  être  mise  sous  la  forme  T«  VP  T«'  ...=  i,  les 


(')  T.d.  A.,  d»  308. 
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exposants  a  étant  o  ou  i,  les  exposants  I!  étant  o,  i  ou  ■». .  el  ces 
exposants  n'étant  pis  tous  unis.  M, ils  cette  relation  donnerait 
l'expression  d'une  substitution  décomposée  «le  deux  façons  diffé- 
rentes  en  facteurs  T  et  \  . 

Gomme  dernière  application,  proposons-nous  de  trouver  les 
substitutions  S  telles  que  S/"=i(l).  Soit  S  =  AB...  K.L; 
A,  B K.  L  étant  des  facteurs  T,  V ,  ou  V-.  On  doit  avoir 

(AB...KL)(AJB...KL)...(AB  ...  KL)  =  i 

(/n  parenthèses  dans  le  premier  membre). 

A  cause  de  l'univocité  de  la  décomposil  ion  en  facteurs  premiers, 
il  faut  que  des  réductions  se  produisent  dans  le  premier  membre 
de  manière  à  ce  qu'il  devienne  identique  à  i  ;  et  comme,  par 
hypothèse,  ces  réductions  ne  se  produisent  pas  à  l'intérieur  d'une 
même  parenthèse,  c'est  qu'elles  se  produisent  entre  les  extrémités 
de  deux  parenthèses  consécutives. 

On  a  donc  LA  =  i.  Opérant  cette  réduction,  on  voit  ensuite  de 
même  que  KB  =  i,  etc.,  c'est-à-dire  que  les  facteurs  équidistants 
des  extrêmes  dans  un  même  crochet  sont  inverses  l'un  de  l'autre. 
Si  le  nombre  de  ces  facteurs  est  pair,  la  substitution  S  se  réduit 
à  i, ce  qui  est  une  première  solution;  si  le  nombre  des  facteurs 
est  impair.  S  prend  la  forme  l' A  ï  ' .  en  désignant  par  \  l'un  des 
trois  facteurs  T,  V  ou  V-,  et  par  ï  une  substitution  quelconque. 
Les  substitutions  S  =  2T2~1  satisfont  à  S-  =  i  et,  par  suite, 
à  S2*=  i  :  les  substitutions  S  =  SVS-1  et  S  =  SV2S  '  satisfont 
à  S3  =  i  et,  par  suite,  à  S3*  =  i  .  V  insi  le  problème  propose  n'admet 
de  solution  autre  que  la  substitution  identique  que  si  l'exposant  m 
est  divisible  par  2  ou  par  3.  Dans  le  premier  cas,  il  a  comme 
solutions 

i-t-a-f      —  (a?  -■- 


v  -y  v     1 

"    y2  ■+-  o2       -  (  P8   ■    *Y  ' 
Dans  le  second  cas,  il  a  comme  solutions 

/rf  +  pa  +  «ï   _«p-a*-p» 

1  \    L"1         OU  nos 

\  Y°  -»-  T2  -i-  °2      —  PT  —  P°  —  *T 

(')    Voir  par  exemple  Serret,    Algèbre  supérieure,   î*  édition,  '•   11.  1 
La  solution  donnée  s'applique  aux  substitutions  à  coefficients  quelconques.   La 

nôtre  peut  s'en  déduire. 


et 


2V«2-'      ou 
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(33 -t- ay -H  P7     —  ap  — a2— p« 
y3  -t-  y2  -+-  ô2      —  po  —  ay  —  a3 


a,  (3,  y,   o    étant,    dans    tous    les    cas,    des    entiers    satisfaisant    à 
la  cond  ition  a  o  —  (3  y  =  i . 


13.   Revenons   aux.   substitutions   linéaires  homogènes  à    deux 
variables. 

A  la  substitution 


y 


Y-r  +  SjK 


correspond  la  substitution 


Soit  alors 


y 


Alors 


A  =  z 

xz  -+-  P 

Y -s  -t-  8 

y. 

a: 

V  = 

—  x  -t-  y 

-  x, 

y 

X. 

i 
—  —  » 

z 

y  =  z 

z 

Z  —  I 

Soit  S  une  substitution  homogène,  la  substitution  homogra- 
phique  S  peut  se  décomposer,  et  d'une  seule  manière,  eu  un 
produit  de  substitutions  T  et  V.  Le  produit  correspondant  de 
substitutions  T  et  V  donnera,  soit  S,  soit  la  substitution  S'  qui  se 
déduit  de  S  par  le  changement  de  signe  de  tous  les  coefficients. 
Or  S  =  Ï'T2.  Donc  toute  substitution  homogène  S  se  décompose 
en  un  produit  de  substitutions  V  et  T,  les  substitutions  V  ayant 
connue  exposant  i  ou  2.,  les  substitutions  T  ayant  connue 
exposant  i,  sauf  que  le  dernier  facteur  peut  ètre'Y-  ou  T3. 
Cette  décomposition  iiest  possible  que  d'une  seule  manière. 


—  8«J  — 


MÉMOIRE  SUR  LES  SURFACES  ALGÊRRIQUES  DE  GENRES  ZÉRO 
ET  DE  RIGENRE  UN  ; 

Par  M.   Lucien  Godeaux. 


Dans  un  travail  antérieur,  j'ai  considéré  les  involutions  douées 
d'un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence,  appartenant  à  une  sur- 
face algébrique  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  (Jpa  =  P3  =  o, 
P2  =  i).  Après  avoir  démontré  qu'une  telle  involution  est  engen- 
drée par  un  groupe  de  transformations  Irrationnelles  de  la  surface 
en  elle-même,  j'ai  fait  voir  que  les  périodes  de  ces  transformations 
sont  égales  à  2,  3,  \  ou  ().  J'ai  de  plus  construit  des  surfaces  nor- 
males, images  des  involutions  engendrées  par  ces  transformations, 
mais  sans  indiquer  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'une  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  soit. 
l'image  d'une  involution  appartenant  à  une  surface  de  mêmes 
genres.  Le  travail  actuel  complète  mes  premières  recherches. 

Dans  le  Chapitre  I,  j'établis  que  : 

Les  involutions  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  appar- 
tenant à  une  surface  de  mêmes  genres,  sont  d  'ordres  2,  3,  4?  ti, 
8  ou  (). 

Dans  le  Chapitre  II,  j'indique  quelles  sont  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'une  surface  normale  de  genres  zéro  et 
de  bigenre  un  soit  l'image  d'une  involution  appartenant  à  uni- 
surface  de  mêmes  genres. 

Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  la  surface  de  genres  un 
qu'on  obtient  en  considérant  comme  surface  double  une  surface  de 
genres  zéro  et  de  bigenre  un,  privée  de  points  de  diramation,  dont 
l'existence  a  été  prouvée  par  M.  Enriques. 

On  trouvera  ci-après  une  liste  complète  des  travaux  consacrés 
aux  surfaces  dont  il  est  question  ici  : 

F.  Enriques,  Introduzione  alla  geometria  sopra  le  superficie 
algebriche  (Ghap.  VI,  n"  39;  (Memoria  delta  Soc.  ital.  délie 

Science,  3°  série,  t.  \,  1896  |. 

xliii.  7 
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F.  Emiiqies,  Sopra  le  superficie  algebriche  di  bigeneré  uno 
(Ibid.,  t.  XIV.  1906). 

G.  I'ano.  Superficie  algebriche  di  génère  zéro  e  bigeneré 
uno,  e  loro  casi  particolari  (Rend.  Circolo  matent,  di 
Pa/ermo.  t.  XXIX,  1910). 

F.  Etriqués  et  F.  Severi,  Mémoire  sur  les  surfaces  hyper- 
elliptiques  (n°  39)  (Acta  mathematica,  t.  XXXII,  1909). 

F.  Enkiques,  Un  ossenazzione  relativa  aile  superficie  di 
bigeneré  uno  (Rend.  R.  Accad.  di  Bologna,  i3  genn.  1908). 

L.  Goueaux,  Sur  les  involutions  appartenant  à  une  surfait' 
de  genres pa  =  Pg=°i  Pc  =  1  (Bull.  Soc.  mathém.  de  France. 
t.  XLI,  1  g 1 3). 

L.  Godeâux,  Détermination  des  correspondances  rationnelle* 
existant  entre  deux  surfaces  de  genres  pa  =  pg  =  Oi  Pc  =  1 
(Bull,  de  VAcad.  roumaine,  t.  II,  191 3). 

L.  Gooeaux,  Sur  les  surf  aces  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un 
(Rend.  R.  Accad.  Lincei,  5e  série,  t.  XXIII,  ie  sem.  191  {). 


CHAPITRE  I. 

CLASSIFICATION    DES   INVOLUTIONS   APPARTENANT  A   UNE   SURFACE 
DE    GKNRES   ZERO    ET    DE   BIGENRE    UN. 

I.  Soit  F  une  surface  algébrique  de  genres  pa=  fg  =  °i 
P2  =  i,  P3  =  o.  On  sait  que  cette  surface  a  le  genre  linéaire 
p(*)=z  1  et  que  ses  plurigenres  d'indices  pairs  sont  égaux  à  un.  ses 
plurigenres  d'indices  impairs  égaux  à  zéro.  Une  courbe  de  genre 
7T  >-  1  appartenant  à  F  est  contenue  (totalement)  dans  un  système 
linéaire  de  degré  1- —  2  et  de  dimension  t.  ■ —  1 .  Ce  système  est 
dépourvu  de  points-base,  sauf  dans  le  cas  où  ses  courbes  sont 
hyperelliptiques  ('). 

Supposons  qu'il  existe,  sur  la  surface  F,  une  involution  I„, 
d'ordre  //,  douée  d'une  no mhve  fini  de  points  de  coïncidence.  Il 
résulte,  d'un  théorème  que  nous  avons  établi  récemment  (-  )  dans 


(')  ENRIQUES,  Sopra  le  superficie,  etc.  (Inc.  cit.). 

C)  L.  GODEAUX,  Sur  /es  involutions  douées  d'un  nombre  fini  de  points  unis, 
appartenant  à  une  surface  algébrique  (  Rend.  ft.  Accad.  Lincei,  1"  soin,   nji.'i). 
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un  cas  plus  général,  que  l'involution  ln  est  engendrée  par  un 
groupe  g  de  transformations  birationnelles  (cycliques)  de  la 
surface  F  en  elle-même. 

Soit  (T,,  T2 T/f  )   une  base  du  groupe  g,   c'est-à-dire   un 

ensemble  de  transformations  génératrices  de  ce  groupe,  tel  que  : 
i°  une  transformation  de  l'ensemble  ne  soit  pas  une  combinaison 
des  autres;  2°  toute  transformation  du  groupe  g  soil  une  combi- 
naison des  transformations  de  l'ensemble.  Soient   //,.  n2 n>k 

les  périodes  respectives  des  transformations  Tl5  T2 'a-  ces 

/.  nombres  divisent  doue  //. 

Nous  avons  déjà  démontré  que  //  (et  par  conséquenl  n{.  n>. 

lift)  n'admet  pour  facteurs  premiers  que  2  et  3  ('). 

Nous  dirons  que  l'involution  1„  est  de  première  espèce  si  un 
point  de  F,  invariant  pour  une  transformation  du  groupe  g,  l'est 
également  pour  une  autre  transformation  de  ce  groupe  qui  ne  soil 
pas  une  puissance  de  la  première.  Dans  le  cas  contraire,  nous 
dirons  que  l'involution  I„  est  de  seconde  espèce. 

Nous  avons  déterminé  les  involutions  de  première  espèce  et  nos 
recherches  se  trouvent  résumées  dans  L'énoncé  suivant  (2)  : 

Les  involutions  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  de  première 
espèce,  appartenant  à  une  surface  de  genres  zéro  et  de 
bigenre  un.  sont  cycliques  et  leurs  ordres  sont  égaux  à  ■>.  3, 
4  ou  6. 

Une  involution  d'ordre  2  possède  \  points  de  coïncidence 
parfaite  \. 

Une  involution  d'ordre  3  possède  3  points  de  coïncidence 
1  non  parfaite). 

I  ne  involution  d'ordre  \  possède  2  points  de  coïncidence 
double  {parfaite  1  et  2  points  de  coïncidence  quadruple. 

f  n<'  involution  d'ordre  6  possède  1  point  de  coïncidence 
sextuple,  2  points  de  coïncidence  triple  et  3  points  de  coïnci- 
dence double. 

2.  Pour  déterminer  les   involutions  de  seconde  espèce,   nous 


(')  Sur  tes  involutions,  etc.  {Inc.  cit.). 
(3)  Détermination,  etc.  {/oc.  cit.). 
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nous  appuyerons  sur  le  théorème  suivant,  que  nous  allons 
établir. 

Soit  Ia  une  involution  cyclique  (donc  d'ordre  2,  3,  4  ou  6)  avec 
laquelle  une  involution  I„,  de  seconde  espèce,  est  composée.  Sup- 
posons qu'aucune  transformation  du  groupe  g  générateur  de  I„,  en 
dehors  de  la  transformation  de  ce  groupe,  génératrice  de  Ia,  ne 
laisse  invariant  un  point  de  coïncidence  de  Ia. 

Suit  P,  un  point  de  coïncidence  u-uple  de  ïa.  Le  groupe  de  l% 

comprenant  P,  sera  composé  de  —  points  analogues  et  le  groupe 
de  \H  contenant  P,  sera  composé  de  —  groupes  de  Ia  composés 
de  —  points  de  coïncidence  u-uple  de  Ia.  Donc  : 

Le  nombre  des  groupes  de  \a  formés  de  —  points  de  coïnci- 

I 

dence  p-uple,  est  divisible  par  — • 

Supposons  cf.  =  2.  Alors,  puisque  Ia  possède  4  points  de 
coïncidence,  —  divise  47  c'est-à-dire  que  l'on  a  «  =  4  ou  11  =  8  ('). 

Supposons  a  =  3.  Ia  possède  3  points  de  coïncidence, 
donc—  doit  diviser  3,  c'est-à-dire  n  =  (>. 

o 

Si  a  =  4,  Ia  possède  un  groupe  formé  de  2  points  de  coïnci- 
dence double,  donc  —  divise  1.  On  ne  peut  avoir  n  =  4,  car.  évi- 
demment,  a  est  inférieur  à  n.  On  ne  peut  donc  avoir  a  =  4- 

Si  a  =  (i,  Ia  possède   un  seul  point  de  coïncidence  et  -^  doit 

1  u 

diviser  1 .  On  a  d'autre  part  //  >>  6,  dont  on  peut  avoir  y.=  6. 

Une  involution  de  seconde  espèce  est  d'ordre  4»  8  ou  9  et  ne 
peut  être  composée  qu'avec  des  involutions  cycliques  d'ordre 
2  ou  3. 

3.   Involution  d'ordre  l\.  —  Considérons  une  involution  \k  de 


(')   I„  étant  de  deuxième  espèce   et    \a   de  première   espèce,   00    a   évidem- 
ment a  <  n. 
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seconde  espèce  et  d'ordre  4-  Les  transformations  génératrices  T,, 
T2,  ...,  T*  sont  de  période  2  et  une  base  du  groupe  générateur  est 
formée  par  deux  quelconques  de  ces  transformations  T,,  T2.  Le 
produit  de  ces  transformations  a  la  période  2,  donc  on  a 

TjT2  =T,T1. 

L'mvolution  L,  est  composée  avec  trois  involutions  d'ordre  2 
respectivement  engendrées  par  T,,  T2,  T,T2.  Chacune  de  ces 
involutions  a  4  points  de  coïncidence,  donc  I.,  possède  12  points 
de  coïncidence  formant  (>  groupes  de  I4, 

i.  Involution  d'ordre  8.  —  Soit  I8  une  involution  d'ordre  8  et 

de  seconde  espèce.  Une  base  du  groupe  générateur  de  I8  est 
constituée  par  trois  transformations  nécessairement  de  période  2. 
T,,  T2,  T3.  De  plus  le  produit  de  deux  de  ces  transformations  ne 
peut  avoir  que  la  période  2;  donc  ces  trois  transformations  sont 
deux  à  deux  permutables. 

L'involution  I8  est  composée  avec  sept  involutions  d'ordre  2 
possédant  chacune  4  points  de  coïncidence.  L'involution  I8  possède 
donc  28  points  de  coïncidence  formant  -  groupes. 

5.  Involution  d'ordre  9.  —  Considérons  une  involution  I9 
d'ordre  9  et  de  seconde  espèce;  soient  T,,  T2  deux  transfor- 
mations génératrices  de  cette  involution.  Ces  transformations  sont 
de  période  3. 

Formons  le  Tableau 


I 

T, 

1  1 

T2 

T,T2 

TJT, 

1  2 

T,  Tf 

rp2  y  2 

Deux  transformations  de  ce  Tableau  ne  pouvant  être  identiques, 
T,  et  T2  constituent  une  base  du  groupe  g  générateur  de  I9. 
D'autre  part,  la  transformation  T2T,  doit  être  une  des  transfor- 
mations du  Tableau.  On  vérifie  aisément  que  l'on  doit  avoir 

T,TS  =  T,T1. 

L'involution  I9  est  composée  avec  quatre  involutions  d'ordre  3, 
possédant  chacune  3  points  de  coïncidence.  Elle  possède  donc 
12  points  de  coïncidence  triple  formant   \  groupes. 
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G.  En  résumé,  nous  voyons  que  nous  avons  trois  mvolutions 
de  deuxième  espèce  et  qu'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  involutions  de  genres  z>:ro  et  de  bigenre  un,  de  seconde 
espèce,  appartenant  à  une  surf  ace  de  genres  zéro  et  de  bigenre 
un,  sont  d'ordre  \,  8  ou  \).  Elles  sont  engendrées  par  des 
groupes  abêliens  de  transformations  birationnelles  et  possèdent 
respectivement  12  points  de  coïncidence  double,  28  points  de 
coïncidence  double,  12  points  de  coïncidence  triple. 

Ce  théorème,  joint  à  celui  que  nous  avons  rappelé  plus  haut, 
nous  permet  de  dresser  le  Tableau  suivant  : 

TABLEAU    DES    INVOLUTIONS    DE    GENRES    ZÉRO    ET    DE    BIGENRE    ON 
APPARTENANT    A    UNE    SURFACE    DE    MÊMES   CARACTÈRES. 


Ordre 
de 


Périodes  Nombre  des  points 

des  de  coïncidence 


transformations  : 

linvo-  — ™^_-^«.»- — -  qua-  sex- 

lulion.  Tj.        T2.         T3.  double,  triple,  druple.  tu  pie.  Observations. 

4              4         —         —  2  —  2  —  Cyclique 

4  2           2         —  12  —  —  —  Groupe  abélien 
G             6         —  3  2  —           1  Groupe  cyclique 

5  2           1           2  28  —  —  —  Groupe  abélien 
g             3           3  —  12  —  —  Groupe  abélien 


CHAPITRE  II. 

LES   SURFACES   DE   GENRES   ZÉRO   ET   DE   BIGENRE    UN,    IMAGES   DEVOLUTIONS 
APPARTENANT   A   DES   SURFACES   DE   GENRES   ZÉRO   ET   DE   BIGENRE    UN. 

7.  Soit  F  une  surface  de  genres  ^éro  et  de  bigenre  un  possédant 
une  învolulion  ï,n  d'ordre  n,  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  éga- 
lement. Soit  4*  une  surface  image  de  l'involution  1„. 

En  opérant  comme  nous  l'avons  fait  dans  un  travail  antérieur  (  '  ), 
on  peut  construire,  sur  F,  un  système  linéaire  |C|.  dépourvu  de 

(')  Sur  les  involutions.  etc.  {toc.  cit.  |. 
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points-base,  de  genre  supérieur  à  un,  simple,  contenant  un  sys- 
tème partiel  composé  avec  I„  el  avec  I„  seulement.  On  peut  de 
plus  choisir  |C|  pour  que  le  système  |T|  formé  par  les  courbes 
de  4>  qui  correspondent  aux  courbes  du  système  partiel  de  |C| 
composé  avec  I„,  soit  dépourvu  de  points-base  (c'est-à-dire  pour 
que  les  courbes  T  ne  soient  pas  hyperelliptiques).  En  rapportant 
projectivement  les  courbes  T  aux.  hyperplans  d'un  espace  conve- 
nable, on  obtient  une  surface  normale,  birationnellement  iden- 
tique à  $,  que  nous  désignerons  par  *I>„. 

Nous  désignerons  par  — —  i  le  nombre  de  dimensions  de  1  es- 
pace contenant  4>„.  Le  système  |T|  sera  alors  de  genre  t:  et  de 
degré  27: — 2,  le  système  |C|  de  degré  2/1- — 2//,  de  genre 
nn  —  n  -f-  1  et  de  dimension  11  t.  —  n . 

Nous  dirons  que  la  surface  <I>W  est  de  rang  n  et  qu'elle  est  de 
première  ou  de  deuxième  espèce  suivant  que  \u  est  de  première  ou 
de  seconde  espèce. 

Dans  des  travaux  antérieurs  ('),  nous  axons  établi  quelles  sont 
les  singularités  de  <$>n  aux  points  de  diramation.  On  a  ces 
énoncés  : 

i°   Une  surfiic  de  rang  2  possède  \  points  doubles  coniques . 

2"  Une  surface  de  rang  3  possède  3  points  doubles  In  pla- 
naires ordinaires. 

3°  Une  surface  de  rang  \  et  de  première  espèce  possède 
1  point  double  conique  et  2  points  doubles  biplanaires  de 
deuxième  espèce  (2). 

4°  Une  surface  de  rang  \  et  de  seconde  espèce  possède 
6 points  doubles  coniques. 

5°  Une  surface  de  rang  G  possède  1  point  double  conique. 
1  point  double  bipla nuire  ordinaire  et  \  point  double 
biplanaire  de  quatrième  espèce. 

6°   Une  surface  de  rang  8  possède-  7  points  doubles  coniques. 

70  Une  surface  de  rang  9  possède  \  points  doubles  bipla- 
naires ordinaires . 

(')  Sur  les  involutions,  etc.  (toc.  cit.)  et  Détermination,  etc.  (toc.  cit.). 

(5)  Rappelons   la   terminologie   utilisée   ici.   Un  point  double  biplanaire  d'es- 
pèce it  est  formé  d'une  suite  de  t-hi  points  doubles   infiniment  voisins  suc»  es 
sifs  dont   le  dernier  est  conique.  Lorsqu'au   contraire,  le   dernier  point  est   un 
point  biplanaire  ordinaire,  le  point  est  «lit  d'espèce  af-t-i. 
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Nous  nous  proposons  de  rechercher,  dans  ce  Chapitre,  quelles 
sont  les  conditions  pour  qu'une  surface  de  genres  zéro  et  de 
bigenre  un  soit  une  surface  de  rang  et  d'espèce  déterminés. 

I.  —  Surface  de  rang  2. 

8.  Nous  avons  déjà  résolu  le  problème,  dans  le  cas  d'une  surface 
quelconque,  pour  le  rang  2  (').  Il  résulte  de  nos  recherches  que 
parmi  les  hypersurfaces  découpant,  sur  <I>o,  le  système  |  aT  | ,  il  y 
en  a  a.™'2  passant  par  les  quatre  points  doubles  et  touchant  <ï>2  en 
chaque  point  de  la  courbe  d'intersection.  En  d'autres  termes,  si 
l'on  distingue  par  T,,  T2,  r3,  TA  les  courbes  rationnelles  équiva- 
lentes, au  point  de  vue  des  transformations  birationnelles,  aux 
quatre  points  doubles  coniques  de  <I>2,  il  doit  exister  un  sys- 
tème |  ro  |  tel  que 

2  r0  -+-  r,  +  r,  -+-  r3  -+- 1\  =  2  r . 

Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante. 

On  sait  que  toute  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  est 
birationnellement  identique  à  une  surface  du  sixième  ordre  pas- 
sant doublement  par  les  arêtes  d'un  tétraèdre.  Le  système  double 
du  système  des  sections  planes  est  découpé,  sur  cette  surface, par 
les  surfaces  du  quatrième  ordre  circonscrites  au  tétraèdre.  Par 
conséquent  : 

Si  une  surf  ace  d' ordre  6  passant  doublement  par  les  arêtes 
d'un  tétraèdre,  est  une  surface  de  rang  deux,  il  faut  et  il 
suffit  : 

i°  Qu'elle  possède  4 points  doubles  coniques; 

20  Qu'il  y  ait  oc'2  surfaces  du  quatrième  ordre  circonscrites 
au  tétraèdre,  passant  par  les  quatre  points  doubles,  et  tou- 
chant la  surface  en  tout  point  de  la  courbe  d'intersection. 

II.  —   Surface  de  rang  3. 

9.  Recherchons  quelles  sont  les  conditions  pour  qu'une  sur- 
face   3>3,    de  S7t_1,    normale,    possédant  3  points   doubles  bipla- 

(')  Mémoire  sur  les  sur/aces  algébriques  doubles  ayant  un  nombre  Jini  de 
points  de  diramation  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1914). 
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naires  ordinaires,  soit  une  surface  de  rang  3.  Soient  P',,  P2,  P'3  ces 
trois  points  doubles,  P,,  P2,  P3  les  points  de  coïncidence  corres- 
pondants sur  la  surface  F.  Rappelons  que  nous  avons  démontré 
antérieurement  (  '  )  que,  dans  le  domaine  d'un  point  de  coïncidence 
de  l'involution  13,  il  y  a  deux  directions  unies  et  deux  seulement. 
La  transformation  T  génératrice  de  I3  engendre  donc,  dans  le 
domaine  du  point  P,(t  =  1,  2  ou  3)  une  involution  d'ordre  3 
possédant  deux  coïncidences  suivant  des  directions  que  nous 
indiquerons  par  £,-, ,  t/2. 

Le  système  |C|,  de  F,  étant  transformé  en  lui-même  par  T, 
cette  transformation  opère  comme  une  homographie  cyclique  sur 
les  courbes  C.  Nous  savons  qu'il  y  a  un  système  partiel  de  |C| 
composé  avec  I3  ;  d'après  la  théorie  générale  des  homographies, 
il  y  en  a  un  ou  deux  autres.  De  plus,  les  y'3  déterminées  sur  les 
courbes  de  ces  systèmes  par  T  doivent  avoir  des  coïncidences  en 
P,,  P2,  P3.  Soit  |  G(  |  un  de  ces  systèmes. 

Les  courbes  C,  doivent  passer  par  P,.  P2,  P3.  De  plus,  comme 
ce  sont  des  courbes  totales  du  système  |C|,  elles  n'ont  pas,  en 
général,  de  points  singuliers  en  P,.  P2,  P3.  Or,  si  les  courbes  C, 
passaient  par  P,  avec  une  branche  variable,  puisque  P,  n'est  pas 
an  point  de  coïncidence  parfaite,  ces  courbes  devraient  avoir  deux 
autres  branches  variables  passant  par  P, .  Ce  point  serait  alors 
triple  pour  les  courbes  C,,  ce  qui  est  impossible.  Les  courbes  G, 
doivent  donc  toucher  l'une  des  directions  unies  en  P,  (et  enP2,  P3). 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  courbes  C,  touchent  les 
directions  /,,.  £2I,  f3)  respectivement  en  P,,  P2.  P3  et  désignons 
par  ro,  les  courbes  correspondantes  aux  G,  sur  <ï>3. 

Les  courbes  rot  ont  le  genre  tc  —  1 ,  car  elles  représentent  de-  y3 
douées  de  trois  points  de  coïncidence  sur  les  G,.  L<-  système  |ro)  | 
a  donc  le  degré  2it —  4  et  tft  dimension  tc —  2.  Le  système  |G,  [  a 
le  degré  effectif  3(27:  —  4)  =  <>~  —  ia  et  comme  il  a  trois  points- 
base  où  ses  courbes  se  touchent,  ces  trois  points-base  absorbent 
siv  intersections  et  le  degré  virtuel  de  ce  système  est  donc 
bien  Gt:  —  6. 

S'il  existe,  dans|C|,  un  troisième  système  |  G2 1  composé  avec  I3, 
sa  dimension  x  est   donnée,  d'après  la  théorie  des  homographies 


(')  Sur  les  involutions,  etc.  (loc.  cit.  ). 
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hypèrspatiales,  par  la  formule 

x  -+-  (  t:  —  i)-}-(tt  —  2)-t-3  =  (3it  —  3  )  -+- 1 , 

d'où  x  =  - —  2.  Ce  système  |  C2  j  existe  et  ses  courbes  touchent 
nécessairement,  en  P,,  P2,  P3,  les  directions  /12.  t22-  h-i-  H  I vi î 
correspond,  sur  <ï>3,  un  système  |ro2|  de  degré  27: — 4j  ('e  genre 
-  —  1  et  de  dimension  7t  —  2. 

10.  L'existence  de  l'un  des  systèmes  |rn)|,  |  ^02 1  suffit  pour 
que  <I>3  soit  une  surface  de  rang  3. 

Remarquons  en  effet  qu'à  une  courbe  C  quelconque  correspond, 
sur  <ï>3,  une  courbe  de  genre  effectif  37T — 2,  possédant  6tz — 6 
points  doubles  (en  des  points  simples  de  4>3)  et  appartenant  au 
système  |3r|.  Désignons  par  V  les  hypersurfaces  de  S7C_1  décou- 
pant, sur  $3,  les  courbes  du  système  j  31"  1 . 

Lorsque  la  courbe  G  est  transformée  en  elle-même  par  T,  la 
courbe  correspondante  sur  4>3  se  réduit  à  une  courbe  comptée 
trois  fois.  Cette  dernière  courbe  est  une  courbe  T,  ro)  ou  ro2.  On 
en  conclut  que  le  long  d'une  courbe  r0i  ou  r02,  il  y  a  une  hyper- 
surface  V  ayant  en  chaque  point  un  contact  triponctuel  avec  <ï>3. 
Ces  hypersurfaces  passent  évidemment  par  P'( ,  P'2,  P'3. 

Soient  (#),#;>,  ...,  #Tr_(  étant  les  coordonnées  cartésiennes 
de  S„_ , ) 

les  équations  de  <£3. 

/(.r,,;r2,  ...,  a?„_,  )  =  o 

l'équation  d'une  variété  V  passant  par  P',,  P.',,  P,  et  osculant  4>3 
le  long  d'une  courbe  F,,, .  Nous  allons  démontrer  que  la  surface  F*, 
d'équations 

est  une  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un. 

Tout  d'abord,  il  n'existe  pas  de  courbe  de  diramation  sur  la 
surface  <£3,  puisque/ oscule  cette  surface  en  chaque  point  d'inter- 
section, donc  F*  a  les  genres  P2  =  P.,  =  .  .  .=z  P2<-  = . .  .=  1  et,  de 
plus,  les  courbes  2 i-canoniques  sont  d'ordre  zéro. 
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Fixons  L'attention  sur  le  point  P\  qui  est,  rappelons-le,  un  point 
double  biplanaire  ordinaire  pour$3 .  La  courbe  r0l  est  tracée  sur  une 
nappe  de  <Pz  en  Pr  donc  en  P'  la  variété  Vconsidérée  touche  cette 
nappe.  Une  section  hyperplane quelconque  deOa  a  en  P4  un  point 
douille  ordinaire  dont  une  branche  a  donc  quatre  intersections  avec 
la  variété  \  et  l'autre  deux.  Il  en  résulte  que  le  domaine  de  P't  est 
une  courbe  de  diramation  infiniment  petite  de  la  surface  triple  F*. 
Le  même  raisonnement  s'applique  évidemment  à  P.,.  P3.  A  ces 
trois  courbes  de  diramation  infiniment  petites  correspondent, 
sur  F*,  trois  couples  de  courbes  exceptionnelles  qu'on  peut  faire 
disparaître  par  une  transformation  Irrationnelle  convenable. 

Notons  que  la  surface  triple  F*,  avant  des  points  de  diramation. 
est  irréductible. 

Soit  8  la  classe  effective  de  tl>:j.  L'invariant  de  Zeuthen-Segre 
de  <£s  est  égal  à  o  +  3.3  —  (27c —  2) —  \~.  D'autre  part,  il  est 
égal  à  (S,  donc  on  a  8  =  (>-  —  3. 

Dans  un  faisceau  de  courbes  de  F*  correspondant  à  un  faisceau 
de  sections  hyperplanes  de  $3,  il  \  a  0  3  courbes  ayant  des 
points  doubles;  0  ont  3  points  doubles  et  correspondent  aux 
0  courbes  Y  de  <I>:!  avant  un  point  double,  trois  ont  un  point 
double,  ce  sont  celles  passant  par  les  points  correspondant  aux 
courbes  de  diramation  infiniment  petites.  D'autre  part,  le  genre 
linéaire  de  F*  est  ^/,}=i  (puisque  la  courbe  bicanonique  est 
d'ordre  zéro),  par  suite,  le  calcul  de  l'invariant 

de  Zeuthen-Segre  de  F*  donne 

iipa-r-  iSt.  =  3&-1-9. 

En  portant  dans  cette  formule  la  valeur  trouvée  plus  haut 
pour  8,  on  trouve  pa  =  o. 

La  surface  F*  ayant  les  caractères  pa  =  o,  P,;>  =  1  est  une  sur- 
face de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  (').  Par  conséquent  : 


(')  F.  Enriques,  S  alla  classijicazione  délie  superficie  algeiriche  e  partico- 
larmente  suite  superficie  di  génère  lineare  p  ''  =  1.  {Rend.  II.  Accad.  Lincei, 
irr  sem.  1  <j 1 4 ) • 


—  100  — 

Pour  qu'une  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  nor- 
male, soit  de  rang  3,  il  faut  et  il  suffit  que  : 

i°  Elle  ait  3  points  doubles  biplanaires  ordinaires  ; 

2°  Parmi  les  liypersurfaces  découpant  le  système  triple  du 
système  des  sections  hype rp la nés,  il  y  en  ait  passant  par  les 
trois  points  doubles  et  oscillant  la  surface  en  tout  points  de  la 
courbe  d'intersection.  En  un  point  double,  celle-ci  est  située 
s  ur  une  nappe  de  la  surface. 

111.   —   Surface  de  rang  4  et  de  première  espèce. 

11.  Soit  $4  une  surface  normale,  de  genres  zéro  et  de  bigenre 
un,  de  Sj^i,  possédant  2  points,  P' ,  P.,,  doubles  biplanaires 
de  deuxième  espèce  et  i  point  double  ordinaire  P3.  Quelles  sont 
les  conditions  pour  que  la  surface  $>H  soit  de  rang  4  et  de  première 
espèce  c'est-à-dire  soit  l'image  d'une  involution  cyclique  I4, 
d'ordre  4?  appartenant  à  F? 

Soit  T  la  transformation  birationnelle  de  F  en  elle-même  qui 
engendre  I4. 

T-  opère,  sur  les  courbes  de  |C|,  comme  une  homographie 
involutive.  Il  y  a  donc  deux  systèmes  partiels  C  |,  j  C0 1  composés 
avec  l'involution  d'ordre  2,  engendrée  par  T-.  On  voit  sans  peine 
que  l'un  de  ces  svstèmes,  |  C  |  par  exemple,  a  la  dimension  27: —  2  ; 
il  est  dépourvu  de  points-base,  tandis  que  l'autre,  |C0|,  a  la  dimen- 
sion 27:  —  3  et  a  pour  points-base  les  points  P,,  P2  de  coïncidence 
quadruple  de  I*,  et  les  points  P3),  P32  (formant  le  groupe  de  I4 
correspondant  à  P3)  de  coïncidence  double  pour  I..,. 

T  opère,  sur  les  courbes  de  C  |  et  de  |  C0  ,  comme  une  homo- 
graphie involutive.  Dans  chacun  de  ces  systèmes,  il  y  a  donc  deux 
systèmes  partiels  composés  avec  I4. 

Dans  |C|,  l'un  de  ces  systèmes  est  formé  par  les  courbes  G 
transformées  des  sections  hyperplanes  T  de  <J>4.  Il  a  la  dimension 
7: —  1  et,  par  suite,  l'autre  système  contenu  dans  |  C|  et  composé 
avec  14,  que  nous  désignerons  par  |  C0  |,  a  la  dimension  7: —  2.  Ses 
courbes  doivent  passer  par  les  points  P(,  P2.  Désignons  par  F0  les 
courbes  qui  correspondent,  sur<I>4,  aux  courbes  C0-  |To|  est  com- 
plet et  a  la  dimension  - —  2;  son  genre  est  donc  t: —  1  et  son 
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degré  27:  — 4-  Le  système  |  C0 1  a  donc  le  degré  effectif  égal 
à  S- —  16.  Les  points  P,,  P2  absorbent  donc  huit  intersections. 
On  sait  que  tout  point  de  F,  infiniment  voisin  de  P,  (ou  de  P2) 
est  invariant  pour  T2,  mais  non  pour  T  (■);  il  y  a  deux  direc- 
tions issues  de  P,  (ou  de  P2  )  invariantes  pour  T,  nous  les  dai- 
gnerons par  £n,  f,2  (ou  t-2{,  t.22)  respectivement. 

Les  courbes  C  passant  par  les  points  P,,  P2  acquièrent  un  point 
double  à  tangentes  variables  (-).  Les  courbes  C0  sont  comprises 
parmi  ces  courbes-là,  donc  elles  ont  des  points  doubles  en  P,,  P2. 
Comme  le  degré  de  |C„|  est  de  huit  unités  inférieur  à  celui  de  |C|, 
ces  points  doubles  doivent  être  à  tangentes  variables,  c'est-à-dire 
que  leurs  tangentes  doivent  être  différentes  de  tit,  tl2  et  de  £2|,  £22. 
Sur  une  courbe  C0,  T  détermine  une  y,  possédant  quatre 
coïncidences  doubles.  La  formule  de  Zeuthen  donne,  pour  le  genre 
de  cette  y'4,  c'est-à-dire  pour  le  genre  de  la  ro  homologue  à  la  C0 
considérée,  la  valeur n —  1,  ce  que  nous  savions  déjà. 

La  transformation  T  détermine,  dans  le  système  |  C0  [,  une  homo- 
graphie involutive;  il  y  a  donc  deux  systèmes  partiels  |C0t|,  |C02|, 
composés  avec  I4,  compris  dans  G0  |  (ce  système  |  G0  ne  peut 
évidemment  pas  être  composé  avec  I*  ).  Les  courbes  C0  passant  par 
les  points  P,,  P2,  P3t,  P32,  les  systèmes  |C0i  |,  |  C0o  |  joueront  un 
rôle  symétrique  et  auront  donc  la  même  dimension.  Celle-ci, 
d'après  la  théorie  des  homographies,  sera  donc  égale  à  tc — 2. 
Soient  j  I"0 ,  | ,  |  T02 1  les  systèmes  correspondant  à  |C0||,  |  C02  | 
respectivement,  sur  <!>/,. 

Ces  systèmes  sont  complets  et  ont  donc  la  dimension  — —  2,  le 
genre  - —  1  et  le  degré  ir.  —  4-  Les  courbes  C0),  G0>.  étant  les 
courbes  Gu  génériques,  ne  peuvent  avoir  de  points  doubles. 
Soient  0  le  nombre  des  points  de  coïncidence  quadruple,  0,  celui 
des  points  de  coïncidence  double,  que  possède  la  y'3  engendrée 
sur  une  G0)  par  T.   La  formule  de  Zeuthen  donne  3o-f-8,=:8. 


(')  J'ai  omis  la  démonstration  de  ce  fait  dans  ma  Note  Détermination,  etc. 
(loc.  cit.).  On  trouvera  cette  démonstration  dans  mon  Mémoire  sur  les  involu- 
tions  appartenant  à  une  sur/ace  de  genres  un  {Annales  de  l'École  Normale, 
sup.,  igi4). 

(5)  Il  suffit  de  se  reporter  à  la  théorie  des  involutiuns  d'ordre  2.  Voir  ma  Note 
Sur  les  involutions,  etc.  (loc.  cit.). 
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Or  on  a  o,>2,  puisque  Cot  passe  par  P3,,  P32;  mais  on  a  au 
plus  o,  =  4-  On  trouve  précisément  o,  =  2,  0=2.  Les  courbes  C0, 
passent  par  P,,  P2  en  y  touchant  respectivement  les  direc- 
tions tit,  /jji-  I^e  même,  les  C02  passent  par  P,,  P2  en  y  tou- 
chant £,2,   ^22- 

Le  degré  effectif  de  |  C01 1  est  87:  —  16,  donc  il  faut  que  les  C0t 
aient  en  P,,  P2  des  contacts  triponctuels.  De  même  pour  les  C02- 

Ainsi,  on  voit  que  la  surface  <ï>4  contient  trois  systèmes  |  G0|, 
C0<  |,  |  C02|  de  genre  t — 1 ,  dimension  7;  —  2  et  degré  27:  —  4- 
Ces  éléments  sont  caractéristiques  de  la  surface  de  rang  4- 

12.   A-ous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'une  surface  normale,  de  genre  zéro  et  de  bi- 
genre  un,  soit  une  surface  de  rang  \  et  de  première  espèce, 
il  faut  et  il  suffit  que  : 

i°  Elle  possède  2  points  doubles  biplanaires  de  deuxième 
espèce  et  1  point  double  conique; 

20  II  y  ait,  parmi  les  hypersurfaces  découpant  sur  la  surface 
les  courbes  du  système  quadruple  du  système  des  sections 
liyperplanes,  des  hypersurfaces  passant  par  les  trois  points 
doubles  et  ayant,  en  chaque  point  d'intersection,  un  contact 
quadriponctuel  avec  la  surface. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  fait  d'une  manière  analogue 
à  celle  du  théorème  du  paragraphe  II;  nous  nous  contenterons 
donc  de  l'esquisser  à  grands  traits. 

A  une  courbe  G  de  F,  quelconque,  correspond  sur  <I>i  une 
courbe  du  système  |4TI-  Lorsque  G  est  invariant  pour  T,  la 
courbe  de  |  f\Y\  qui  lui  correspond  est  une  courbe  comptée  quatre 
fois.  Si  V  est  une  des  hvpersurfaces  découpant  sur  <ï>4  le  sys- 
tème |  4T  |,  on  a  quatre  cas  : 

a.  La  courbe  C  est  l'homologue  d'une  courbe  T.  Y  se  réduit  à 
un  hyperplane  multiple. 

b.  La  courbe  C  est  une  courbe  G0.  \  se  réduit  à  une  variété 
double  (de  la  famille  des  hypersurfaces  découpant  sur  <I>4  le 
système  |2T|)  passant  par  les  trois  points  doubles  et  touchant  *1» -, 
en  chaque  point  d'intersection. 
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c.  La  courbe  C  est  une  courbe  C0).  Vest  une  hypersurface  pas- 
sant par  les  trois  points  doubles  et  ayant  un  contact  quartiponctuel 
avec  $.,  tout  le  long  d'une  courbe  r0(.  En  ï*\  et  enP!„  cette  hyper- 
surface  oscule  une  nappe  de  <!>.,. 

d.  La  courbe  C  est  une  courbe  C02.  La  même  particularité  se 
présente. 

Soient 

Ç|  (Xi,   X3,    .  .  .  ,    X^-i  )  =  O,  Q-2  =  O,  ....  Ç--3  =  O 

les  équations  de  «I»., . 

f(xu  x.2,  . . .,  a^-i)  =  o 

l'équation  d'une  hypersurface  V  passant  par  P,,  P2,  P3  et  ayant 
un  contact  quartiponctuel  avec  <£.,  le  long  d'une  courbe  T0i 
(ou  ror>).  Les  équations 

représentent  une  surface  F*  qu'on  démontre,  comme  au  para- 
graphe II,  être  une  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un. 

IV.   —   Surface  de  rang    {   et  de  seconde  espèce. 

13.  Il  est  assez  simple  de  trouver  les  conditions  pour  qu'une 
surface  normale  4>4.  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  de  Sn_t,  soit 
de  rang  4  et  d'espèce  2. 

Soient,  sur  F,  T,.  T2,  T3=T,T2  les  transformations  généra- 
trices d'une  involution  de  deuxième  espèce  et  d'ordre  {.  l'j.  Cha- 
cune de  ces  transformai  ions  engendre  une  involution  d'ordre  2; 
nous  désignerons  par  I2  une  de  ces  involutions  et  par  W  une 
surface,  nécessairement  de  genres  zéro  e1  de  bigenre  un,  repré- 
sentative de  I2. 

A  l'invoiution  I.  correspond,  surW,  une  involution  I2  d'ordre  2, 
possédant  quatre  points  de  coïncidence.  Soient  P2),  P22,  P3I,  P32 
les  quatre  points  de  diramation  de  <ï>4  correspondant  à  ces  points 
de  coïncidence.  Ainsi  que  unis  l'avons  \  11  il  y  a.  parmi  les  hyper- 
surfaces  \  de  S__(.  découpant  sur  <I>,  le  système  [  a r |,  oc71-2  pas- 
sant par  P2I.  P22,  P:M  •  P32  et  touchant  <K  eu  chaque  point  de  la 
courbe  d'intersection.  .Non-  désignerons  par  T,  ces  courbes. 
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Soient  P,t 5  P)2  les  deux  autres  points  de  diramation  de  <ï>'t.  Il  y 
a  de  même  ce*"'2  hypersurfaces  V  passant  par  Pn,  P,2,  P3i,  P32  et 
touchant  <!>',  en  chaque  point  de  la  courhe  d'intersection  T2  ; 
et  ao2  V  passant  par  Pn,  P,2,  Pan  P22  et  touchant  3>'4  en  chaque 
point  de  la  courbe  d'intersection  IV 

On  a  donc  sur  <ï>',(  trois  systèmes  de  courbes  |  T,  |.  |  T.,  |.  |  Ts|,  de 
dimension  7:  —  2  et,  par  suite,  de  genre  - —  1  et  de  degré  27: —  4- 

Les  six  points  de  diramation  Pn,  P)2,  .  ..,  P32  sont  des  points 
doubles  coniques  équivalents,  au  point  de  vue  des  transformations 
birationnelles,  à  des  courbes  rationnelles  de  degré  —  2  que  nous 
désignerons  respectivement  par  Tn,  r,2,  ...,  r32.  On  a  les  trois 
relations  fonctionnelles  (§1) 

2r,  +  r2, -+-  r2,  -+-  r3i  +  r32  =  2 r, 
2  r,  4-  r31  -+-  r3S  -+-  rn  -*-  r,,  =  2  r, 
2r34-rsl-T-r12+r21-i-r22==2r. 

14.   Soient 

yi(xt,  a?2,  ...,  a?ÎC_i)  =  o,         ?2=o,         ...,         Ç?7r_3=o 
les  équations  de  4>4, 

les  équations  de  deux  hypersurfaces  V  passant  respectivement 
parP2,,  P22,  P3(,  P32;  P3),  P32,  PH,  Pn  et  touchant  $'.,  le  long 
d'une  courbe  T,  ou  d'une  courbe  T2.  Les  équations 

o,  =  o,         ?2  =  o,         ...,         <p-..3=:o,         x^—yffx,        ar-K+\— ^fi 

représentent  une  surface  F*  qu'on  vérifie,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  être  une  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un.  Par 
suite  : 

Pour  qu'une  surface  normale,  de  genres  zéro  et  de  bi- 
genre un,  soit  de  rang  4  et  de  seconde  espèce,  il  faut  et  il 
suffit  que  : 

i°  Elle  possède  trois  couples  de  points  doubles  coniques  ; 

20  Parmi  les  hypersurfaces  découpant  sur  la  surface  le 
système  double  du  système  des  sections  hyper  planes,  il  y  en 
ait  qui  passent  par  deux  couples  de  points  doubles  et  touchent 
la  surface  en  tous  points  de  la  courbe  d'intersection. 
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\'  •   —  Surface  de  rang  6  et  de  première  espèce. 

15.  Soit  3>e  une  surface  normale,  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un, 

de  S^_<5  possédant  un  point  double  biplanaire  de  quatrième 
espèce  P'(  ;  un  point  double  biplanaire  ordinaire  P.,,  un  point 
double  conique  P3.  Quelles  sont  les  conditions  pour  qu'elle  soif 
l'image  d'une  involution  I6,  nécessairement  cyclique,  appartenant 
à  F? 

Considérons,  dans  le  système  |C|,  les  systèmes  partiels  com- 
posés avec  I0.  Soit  T  la  transformation  de  période  (i,  génératrice 
de  Ic. 

La  transformation  T3  opère,  sur  les  courbes  de  |G|,  comme  une 
homographie  involutive.  Il  y  a  donc  deux  systèmes  composés  avec 
l'involution  d'ordre  2  engendrée  par  cette  transformation.  L'un, 
que  nous  désignerons  par|G|,  a  la  dimension  3- — i  (il  suffit, 
pour  s'en  convaincre,  de  considérer  une  surface  image  de  l'invo- 
lution d'ordre  2);  l'autre,  J  G0|,  a  la  dimension  3-  —  4  et  ses 
courbes  passent  par  le  point  P,  correspondant  sur  F  à  P't  et  par 
les  points  P3I,  P32,  P33  correspondant  sur  F  à  l't. 

La  transformation  T  opère,  sur  les  courbes  de  |G|,  comme  une 
homographie  cyclique  de  période  3.  Il  y  a  donc,  dans  |G|,  trois 
systèmes  composés  avec  Ie  (voir  §  II).  L'un,  de  dimension  tï —  1, 
comprend  les  courbes  C  qui  correspondent  aux  courbes  I\  Les 
autres,  que  nous  désignerons  par  |  G,  |,  |  G2|,  ont  la  même  dimen- 
sion, égale  à  — —  2.  Les  courbes  Ct,  C2  passent  par  1\  et  par  les 
points  P21,  P22  qui  correspondent  sur  F  à  P!,. 

T  opère  comme  une  homographie  de  période  3  sur  les  coin  In- 
de |G0|.  Il  y  a  au  moins  deux  et  au  plus  trois  systèmes  compris 
dans  [Cj  qui  sont  composes  avec  I0.  Nous  les  déterminerons  plus 
loin. 

La  transformation  T2  opère,  sur  |G|,  comme  une  homographie 
de  période  3.  Il  y  a  (voir  §  II)  trois  systèmes  composés  avec  l'invo- 
lution d'ordre  .!  engendrée  par  T- ;  nous  les  désignerons  parJGJ, 
I  G,  |,  I  Co  |.  Le  système  J  G  |  est  dépourvu  de  points-base  et  ;i  la 
dimension  2- — 2.  G||et|G2|  ont  la  même  dimension  2- — i. 
Les  courbes  G|  passent   par  I',.  I'.,,.  P22  en   y  touchant  respectif 

XLIII.  8 
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vement  les  directions  /,,,  £2n>  t22t,  les  G2  passant  également  [>;ir 
ces  points,  mais  en  y  touchant  respectivement  les  directions  /,2, 
^2125  ^222  j  fin  ^i2  étant  les  directions  unies  dans  l'homographie 
d'ordre  3  engendrée  dans  le  domaine  de  P(  par  T;  £2(|,  £212; 
^22n  ^.'22  ayant  des  définitions  analogues  ('). 

T  opère  comme  une  homographie  involutive  sur  |C|;  il  va 
donc  deux  systèmes  composés  avec  IG.  L'un  est  le  transformé 
de  |r|,  l'autre,  de  dimension  k  —  2,  que  nous  désignerons 
par  |  C„[,  a  pour  points-base  P,,  P31,  P32  et  P33. 

De    même,    T    engendre    une    homographie    involutive    dans 

C||,  I  Oo  j .  Il  y  a,  dans  chacun  de  ces  systèmes,  deux  systèmes 
composés  avec  Ic.  Deux  de  ces  systèmes  sont  |  Ct  |,  |  C2|  et  appar- 
tiennent respectivement  à  J  C|  j,  |  G2|.  Nous  désignerons  les  autres 
par  |Cot|  et  |  G0a j-  Les  dimensions  de  ces  systèmes  sont  toutes 
deux  égales  à  it — 2,  d'après  la  théorie  générale  des  homo- 
graphies. 

On  voit  aisément  que  des  six  systèmes  compris  dans  |  C  |  et 
composés  avec  I0,  trois  :  jG0|,  |G01|,  |Go2|  sont  compris  dans  |G0î. 
Les  courbes  de  |  G0[  passent  par  P(,  P3t,  P32,  P33  et  les  courbes  G0 
ne  passent  pas  par  P2),  P22l  par  suite,  d'après  la  théorie  des  invo- 
lutions  d'ordre  3,  les  courbes  G0l  passent  par  P,  en  touchant  la 
direction  t{S  ;  par  P2),  P22  en  y  touchant  respectivement  les 
directions  f2ni  ^221-  Les  courbes  G0,  jouissent  de  propriétés  symé- 
triques. 

Aux  courbes  C01  correspondent,  sur  <I>0,  des  courbes  que  nous 
désignerons  par  rol.  Ces  courbes  forment  un  système  |  F0i  |  néces- 
sairement complet,  donc  de  genre  — — 1  et  de  degré  27:  —  \<  -  —  2 
étant  sa  dimension.  L'existence  du   système  1 1" 0 1 1  caractérise  <I>6. 

16.  En  répétant  un  raisonnement  que  nous  avons  déjà  fait  phi- 
sieurs  fois  dans  le  courant  de  ce  travail,  on  voit  que  si  V  désigne 
une   hypersurface    de    S^_t    découpant,   sur   <J>C,   une    courbe    du 


(')  Le  point  P,  est  un  point  de  coïncidence  sextuple.  Pour  l'étude  de  ers 
points,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  notre  Mémoire  sur  les  involutions,  etc.  (loc. 
cit.).  Les  points  I'.,,.  I'.,,  sont  des  points  de  coïncidence  triple  tonnant  un  groupe 
de  L. 
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système  |  61" |,  il  y  a  oc71-2  hypersurfaces  V  passant  par  P,,  P2,  P3 
et  avant  un  contact  6-ponctuel  avec  $G  le  long  des  i\,. 
Si  l'on  désigne  par 

f(xu  x2,  ...,  T^-i)  =  o 
l'équation  d'une  de  ces  hypersurfaces  V,  par 

les  équations  de  4>6,  les  équations 

représentent  une  surface  F*  qu'on  vérifie  être  de  genres  zéro  et 
de  bigenre  un. 

La  seule  difficulté  est  la  démonstration  du  fait  que  les  domaines 
des  points  P',,  P't<  P':î  doivent  être  considérés  comme  des  courbes 
de  diramation  infiniment  petites  respectivement  sextuple,  triple 
et  double. 

Dans  le  domaine  de  P,,  /=oa  un  contact  5-ponctuel  avec  la 
nappe  de  la  surface  <I>0  sur  laquelle  la  ro,  est  tracée;  il  en  résulte 
donc  bien  que  ce  domaine  est  une  courbe  de  diramation  sextuple 
infiniment  petite. 

Dans  le  domaine  de  P2,  /=  o  ne  doit  avoir  qu'un  contact  ordi- 
naire avec  la  nappe  de  <I>f)  sur  laquelle  ro,  est  tracée,  car  à  un 
point  de  cette  r0,  situé  dans  ce  domaine,  correspondent  deux 
points  de  la  Cot  homologue  sur  F. 

De  même,  f=  o  ne  doit  pas  avoir  de  contact  avec  <I>G  dans  le 
domaine  de  P3. 

La  démonstration  s'achève  comme  au  paragraphe  11.   Par  suite  : 

Pour  qu'une  surface  normale  de  genres  zéro  et  île  bigenre  un 
soit  de  rang  (>  (et  de  première  espèce),  il  faut  et  il  suffît  qui-  : 

i°  Elle  possède  un  point  double  biplanaire  de  quatrième 
espèce,  un  point  double  biplanaire  ordinaire  et  un  point 
double  conique; 

2°  Parmi  les  hypersurfaces  découpant  sur  elle  l<-  système 
sextuple  du  système  des  sections  hyperplanes,  il  y  en  ait  qui 
passent  par  les  trois  points  doubles  et  qui  aient,  en  tout  point 
d'intersection,  un  contact  6-ponctuel  avec  la  surface. 
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VI.    —   Surface  de  rang  8  et  de  seconde  espèce. 

17.  La  recherche  des  conditions  pour  qu'une  surface  <ï>8,  nor- 
male, de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  possédant  -  points 
doubles  coniques,  représente  une  involution  I8  d'ordre  8  et  de 
seconde  espèce,  appartenant  à  F,  ne  présente  aucune  difficulté. 

A  chaque  involution  d'ordre  4  (et  de  deuxième  espèce)  appar- 
tenant à  F  et  avec  laquelle  I8  est  composée,  correspond  une  sur- 
face W, de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  image  de  cette  involution. 
Sur  W,  il  correspond  à  I8  une  involution  d'ordre  2  et  cette  invo- 
lution d'ordre  2  donne  naissance,  sur  <t>8,  à  un  système  de 
courbes  ro  telles  que,  V  étant  une  hypersurface  découpant  sur  <Ps 
le  système  |  aTT* |,  il  y  a  une  V  passant  par  quatre  points  doubles 
(correspondant  aux  quatre  points  de  coïncidence  de  l'involution 
d'ordre  2  sur  *l")  touchant  <I>8  tout  le  long  d'une  courbe  T0. 

Il  y  a  sept  involutions  d'ordre  4  avec  lesquelles  18  est  composée, 
donc  il  y  a  sept  systèmes  de  courbes  T0. 

Soient 

les  équations  de  <ï>8, 

/1O1,  x2,  ...,  #„_,)  =  o,        A=o,        /3=o 

les  équations  de  trois  variétés  V  passant  chacune  par  quatre  des 
sept  points  doubles  de  <1>8  et  touchant  cette  surface  en  chaque 
point  d'intersection.  Supposons  de  plus  que  ces  trois  variétés 
soient  choisies  de  telle  manière  que  deux  d'entre  elles  ne  passent 
pas  par  les  mêmes  points  doubles  de  <&s  et  que,  d'autre  part, 
chaque  point  double  de  4>8  appartienne  au  moins  à  une  des  trois 
variétés.  Dans  ces  conditions,  on  vérifie  aisément  que  les  équa- 
tions 

«pi=o,      ?2=o,      <y7t-3=  o,      Xn=\/Tii      #«+1=1/7*1      #«+»=  v{/3 

représentent  une  surface  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un.  Par 
suite  : 

Pour   qu'une  sur/ace    normale  de  genres   :-<;ro   et   de    In- 


-   109  — 

genre  un  soit  de  rang  8  [et  de  seconde  espèce),   il  faut  et  il 
suffit  que  : 

i°  Elle  possède  -points  doubles  coniques  ; 

2°  Parmi  les  hypers urf aces  découpant  sur  elle  le  système 
double  du  système  des  sections  h)perplanes.  il  y  en  ait  passant 
par  quatre  points  doubles  et  touchant  la  surface  en  chaque 
point  d'in  ter  sec  lion  . 

\  II.  —   Surface  de  rang   ()  et  de  seconde  espèce. 

18.  Soit  <£9  une  surface  normale  de  S„_,,  de  rang  ()  cl  de 
deuxième  espèce.  Cette  surface  possède  donc  \  points  doubles 
biplanaires  ordinaires. 

Soit  W  une  surface,  nécessairement  de  genres  zéro  et  de 
bigenre  un.  représentant  une  involution  d'ordre  3  avec  laquelle  I9 
est  composée  et  désignons  par  V  les  hypersurfaces  découpant, 
sur  <I>9,  les  courbes  du  système  |  3T  [. 

Sur  Wj  il  correspond  à  I9  une  involution  d'ordre  3,  ayant  3 
points  de  coïncidence  et  dont  <J>9  est  une  image.  Par  suite,  comme 
nous  l'avons  vu  (§  II),  il  y  a  deux  familles  de  variétés  V  passant 
par  trois  des  quatre  points  doubles  de  4>9  et  toucbant  cette  surface 
en  chaque  point  d'intersection. 

11  y  a  trois  involutions  d'ordre  3,  sur  F,  avec  lesquelles  I„  est 
composée;  par  suite,  il  y  a  quatre  couples  de  familles  de  variétés  V 
passant  par  trois  points  doubles  de  4>9  et  oscillant  cette  surface 
en  chaque  point  d'intersection. 

Soient 

<pi(ar,,  ...,  Xn-t)  =  o,         <?;=o,         ...,         ««-j  =  o 

les  équations  de  <I>9, 

/iOi,  •..,  a?*-i)  =  o,        /j=o 

les  équations  de  deux  hypersurfaces  V  passant  chacune  par  trois 
points  doubles  de  *„  (différents  pour  les  deux  hypersurfaces)  et 
osculant  cette  surface  en  chaque  point  d'intersection.  On  démontre 
sans  peine  que  les  équations 

g,  =  o,  »2=o,  ...,         o1l_3=o,         a-^=v/i>  r*+t  —  v/t 
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représentent  une  surface   de  genres  zéro  et  de   bigenre  un.   Par 
suite  : 

Pour  qu'une  sur/ace  normale  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un 
soit  de  rang  9  [et  de  deuxième  espèce),  il  faut  et  il  suffit 
que  : 

i°  Elle  possède    \  points    doubles  biplanaires   ordinaires  ; 

20  Parmi  les  hypersurfaces  découpant,  sur  la  surface,  le 
système  triple  du  système  des  sections  hyperplanes,  il  y  en  ait 
passant  par  trois  points  doubles  et  osculant  la  surface  en 
chaque  point  d  ' intersection. 


CHAPITRE  III. 

LA   SURFACE    DE   GENRES   UN    POSSÉDANT   UNE    INVOLUTION   D'ORDRE   DEUX, 
DE   GENRES   ZÉRO   ET    DE    RIGENRE    UN. 

19.    Soient 

x  =  o,         ^  =  o,         z  =  o,  c  =  aa;  +  ij  +  c*  +  (/=o 

les  équations  de  quatre  plans  formant  un  tétraèdre  proprement 
dit.  L'équation 

«PaCaTT-s. y*v,  zvx,  vxy)  ■+■  xyzvf^(x,  y,  z,  v)  =  o, 

où  Qgf/a  sont  les  symboles  de  polynômes  homogènes  du  second 

degré,  représente  une  surface  <ï>,   d'ordre  6,  passant  doublement 

par  les  arêtes  du  tétraèdre  formé  par  les  plans  x=y  =  z  =  Ç  =  o, 

et  qui  est  le  type  le  plus  général  de  la  surface  de  genres  zéro  et  de 

bigenre  un  ('). 

Les  équations 

tps  -+-  xyz  vfa  =  o,         u*  =  xyz  v 

représentent  une  surface  de  genres  un,  F,  irréductible,  qu'on 
peut  ramener,  par  une  transformation  Irrationnelle,  à  une  qua- 
drique  double  (2). 

Cette  surface  F  possède  une  in  vo  lut  ion  d'ordre   2,   engendrée 


(  '  )  E.NMQUES,  Sopra  le  superficie,  etc.  (toc.  cit.). 
(-)  Ekriqueb,  Un  osservazione,  etc.  (toc.  cit.). 
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par  la  transformât  ion  T 

(a?'=ar,  /  =  y,  z'  =  s,  u' =  —  u), 

dont  <ï>  est  une  image.  Cette  involution  ne  possède  pas  de  coïnci- 
dences. 

20.  Considérons,  sur  la  surface  <!>.  un  système  linéaire  |r|.  de 
genre  7î>i  et  son  adjoint  |r'|.  Soient  |C|,  |  G' |  les  systèmes 
formés  par  les  courbes  de  F  qui  correspondent respectivemenl  aux 
courbes  I\  Y'. 

Sur  une  courbe  I\  les  Y  découpent  la  série  canonique  complète. 
Sur  la  courbe  G  correspondant  à  cette  courbe  I\  les  C'  découpent 
donc  une  g~^l-t  transformée  de  la  série  canonique  de  Y.  La  trans- 
formation T  engendrant  sur  F.  et  en  particulier  sur  la  courbe  C 
considérée, une  involution  d'ordre  2  privée  de  points  de  coïnci- 
dence, il  résulte  de  l'interprétation  géométrique  donnée  par 
M.  Gastelnuovo  à  la  formule  de  Zeuthen,  que  la  gf^li  découpée 
sur  G  par  les  C'  fait  partie  de  la  série  canonique  de  C.  Or,  sur  F, 
un  système  linéaire  est  son  propre  adjoint,  donc  C  =  C 

Soit  maintenant  T  une  courbe  elliptique  isolée  de  «I>.  Soit  C  la 
courbe,  elliptique,  qui  lui  correspond  sur  F.  Cette  courbe  G 
appartient  à  un  faisceau  ICI  invariant  pour  T,  mais  dont  les 
courbes  ne  sont  pas  invariantes  pour  T,  car  alors  Y  ne  sérail  pas 
isolée.  Il  y  a  donc,  dans  |C|,  une  deuxième  courbe  seulement,  G', 
invariante  pour  T  (car  cette  transformation  ;i-it  sur  |G|  comme 
une  homographie  involutive).  Soit  Y'  la  courbe  qui  lui  correspond 
sur  4».  A  une  courbe  G  arbitraire  correspond  sur  <1>  une  courbe 
elliptique  variable  dans  le  système  [  aT | ,  ou  |  2 T'  | .  On  a  donc 
iY  =  iY'  et  T'  est  par  suite  l'adjointe  de  1\ 

Considérons  enfin  un  faisceau  de  courbes  elliptique-  sur  (I>.  A 
ces  courbes  correspondent  sur  F  des  courbes  elliptiques,  éven- 
tuellement réductibles,  formant  nécessairement  un  faisceau.  On 
peut  tlone  dire,  en  général,  que  : 

Les  courbes  qui  correspondent^  sur  I  ,  à  une  courbe  <lc  (l>  et 
à  son  adjointe  sont  équivalentes. 

2,1.  Considérons,  sur  la  surface  4>,  un  faisceau  |F|  de  courbes 
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de  genre  deux.  Ou  sait  qu'il  existe  toujours  de  pareils  faisceaux  et 
qu'ils  sont  complets,  pourvus  de  deux  points-base  qui  sont  des 
points  de  coïncidence  de  la  g\  existant  sur  chacune  des  courbes  T. 
Les  groupes  de  ces  oo'  g\  forment  une  involution  rationnelle  :p2 
et  le  système  |  Y'  |  adjoint  à  |  T| ,  qui  est  également  de  genre  deux, 
donne  lieu  à  la  même  involution  ('). 

Le  système  |  C  | ,  appartenant  à  F,  qui  comprend  les  transfor- 
mées des  courbes  de  |  T  |  et  de  |  Yf  | ,  est  de  genre  trois,  de  degré  4  et 
de  dimension  o.  Observons  que  les  courbes  de  genre  trois  possédant 
une  involution  d'ordre  et  de  genre  deux  (privée  de  points  de  coïnci- 
dence) sont  hyperelliptiques  et  possèdent  de  plus  une  involution 
elliptique  d'ordre  2  (-).  Les  trois  involutions  d'ordre  2  existant 
sur  ces  courbes  sont  deux  à  deux  permutables.  Dans  le  système 
|C|  il  y  a  donc  deux  faisceaux  de  courbes  hyperelliptiques;  et 
les  g\  existant  sur  ces  courbes  engendrent  une  même  involution 
V,  d'ordre  2.  Les  courbes  de  |Cj  découpant  sur  l'une  d'elles  (en 
particulier  sur  la  transformée  d'une  T  ou  d'une  Y')  la  série  cano- 
nique, on  voit  que  le  système  |  C|  est  composé  avec  l'2.  Par  suite, 
en  rapportant  projectivement  les  courbes  de  |  C  |  aux  plans  d'un  S3, 
on  obtient  comme  modèle  projectif  de  F,  une  quadrique  double  Q. 
C'est  là  un  résultat  obtenu  par  M.  Enriques  (3). 

Soit  T'  la  transformation  birationnelle  de  F  en  elle-même 
engendrant  I'2.  Sur  les  courbes  G  transformées  des  Y  ou  des  T', 
T  et  T' sont  permutables  et  le  produit  TT'  =  T'T  engendre  une 
involution    elliptique  d'ordre   2.   Les  transformations  T,  T'  sont 


(')  Enriques,  Sopra  le  superficie.,  etc.  (loc.  cit.). 

(■)  Une  courbe  de  genre  trois  contenant  une  y,  d'ordre  et  de  genre  deux  (néces- 
sairement sans  points  de  coïncidence,  peut  toujours  être  représentée  par  les 
équations  y2  =  f0(x),  z-  =  <s( x.  y),  où  f6(x)  est  un  polynôme  de  degré  6  et 
<p{x,y)  =  o  une  courbe  touchant  y'1  =  f6(x)  en  chaque  point  d'intersection. 
Cette  courbe  C,  contient  deux  involutions  d'ordre  2  engendrées  respectivement 
par  (x'  =  x,  y'  = — y,  z'  —  z),  (x'  =  x,  y' ■= — y,  z' = — z).  Soient  — ',  — "  les 
genres  de  ces  involutions.  Le  nombre  8  —  4" '•>  ^  —  4~  ('t>s  points  de  coïnci- 
dence de  ces  involutions  est  évidemment  égal  au  nombre  ia  des  points  de  C 
correspondant  aux  points  f6(x}  =  o.  y  =  z  =  o.  On  a  donc  it'-+-it"r=  1.  On 
voit  facilement  qu'on  a  précisément  — '  —  o,  -"=1.  Voir  à  ce  sujet  : 
H.  Tohklli,  Suile  série  algebriclie  semplicemente  infinité  di  gruppi  di  punti 
appartenenti  a  una  curvaalgebrica  {Rend.  Cire,  matem.  Palermo,  t.  XXXVII, 
191/},  n°  32,  note  33). 

(3)   Un  osservazione,  etc.  (loc.  cit.). 
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donc  permutables  sur  toute  la  surface  F  et  T"  =  TT' engendre  une 
involution  1^,  d'ordre  2,  dont  une  surface  représentative  W  con- 
tient deux  faisceaux  de  courbes  elliptiques  |C*|,|G'*|.  Remar- 
quons que  ces  faisceaux  sont  complets,  car  autrement,  on  aurait 
un  système  de  dimension  supérieure  à  1  de  courbes  C  invariantes 
pour  T"  et  T',    donc  pour  T  =  T'T",  ce  qui  est  absurde. 

Les  transformations  T,  T',  T"  engendrent  sur  F  une  involution 
d'ordre  4  à  laquelle  correspond,  sur  la  quidrique  Q,  une  involu- 
tion d'ordre  2  engendrée  par  une  transformation  0  de  Q  en  elle- 
même.  Dans  le  système  des  sections  planes  de  (^),  il  y  a  deux 
faisceaux  de  courbes  invariantes  pour  0,  ce  sont  les  courbes  cor- 
respondant aux  courbes  G  transformées  des  I\  T' .  9  est  donc  une 
homographie  involutive  bi-axiale  dont  les  axes  ne  sont  pas  des 
génératrices  de  Q  (car  alors  les  courbes  C  homologues  des  I\  Y' 
seraient  elliptiques,  ce  qui  est  absurde).  Il  y  a  donc,  mit  Q, 
4  points  invariants  pour  H  et,  puisque  h  correspond  aux  deux  trans- 
formations T,  T'',  8  points  de  F  invariants  pour  T  ou  T".  M;»i-> 
T  ne  laisse  aucun  point  invariant  sur  F,  donc  T"  engendre  une 
involution  d'ordre  2  ayant  8  points  de  coïncidence;  cette  invo- 
lution est  donc  de  genres  un  (').  Par  suite  : 

Toute  surface  algébrique  <ï>,  de  genres  zéro  et  de  bi  genre 
un  (pa  =  P3  =  o,  P2  =  1)  représente  une  involution  d'ordre  2, 
dépourvue  de  points  de  coïncidence,  appartenant  à  une  sur- 
face F  de  genres  un  (pa  =  P4  =  1).  Cette  surface  F  possède  en 
outre  deux  imolutions  d'ordre  2:  l'une  rationnelle  (pa  =  V2  =  o), 
l'autre  de  genres  un  (pa  =  Pi  =  i)  et  les  transformations  qui 
engendrent  ces  trois  imolutions  sont  deux  à  deux  permu- 
tables (2). 

22.  Une  quadrique  double  de  genres  un  possède  une  courbe  de 
diramation  d'ordre  8  et  se  ramène,  par  une  transformation  bira- 
tionnelle,  à  un  plan  double  dont  la  courbe  de  diramation  est  du 


(')  L.  GODEAUX,  Sur  les  involution*  de  genres  un  existant  sur  une  sur/ace 
de  genres  un  (Bull.  Acad.  fi.  de  Belgique,  igi3);  Mémoire  sur  les  involutions. 
etc.  (loc.  cit.). 

(')  L.  Godeaux,  Sur  les  sur/aces  de  genres,  etc.  {loc.  cit.). 
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huitième   ordre   et  possède   2  points    quadruples  (distincts    m   lu 
quadrique  n'est  pas  un  cône)  ('  ). 

La  quadrique  Q  n'est  pas  un  cône,  car  à  chacun  des  faisceaux 
de  courbes  G  de  F  transformées  des  Y  et  Y'  de  <ï>  correspond  un 
système  de  génératrices  de  Q.  La  quadrique  double  étant  de 
genres  un,  la  courbe  de  diramation  est  d'ordre  8  et  est  invariante 
pour  l 'homographie  involutive  bi-axiale  6.  La  quadrique  double  de 
genres  un  Q  est  donc  équivalente  au  plan  double 

(!)  S2  _   2   «/,*(  xiyk  -+-  a?v  -iy+-'>  )         C  an  =  «*-/,*-/  ' , 

i.  k  =  0 

dont  la  courbe  de  diramation  est  d'ordre  8,  possède  deux  points 
quadruples    distincts,    et   est     transformée     en    elle-même     par 

L  =  L,yl  =  L). 

V  se    -  y) 

Les  transformations  T,  T',  T"  ont  respectivement  pour  équa- 
tions, sur  le  plan  double  (1), 

(T) 
(T') 

(T") 

x  "        y 

La  surface  F,  possédant  une  involution  de  genres  zéro  et.  de 
bigenre  un,  peut  être  ramenée,  par  une  transformation  bira- 
tionnelle,  à  un  plan  double  dont  la  courbe  de  diramation, 
d'ordre  S,  possède  deux  points  quadruples  et  est  invariante 
pour  une  transformation  quadratique  involutive. 

23.  Reprenons  l'équation  de  la  surface  4>  donnée  au  début  de 
ce  Chapitre  : 

<?2(.rjs,  yzv,  zvx,  vxy)  -4-  xyzvfz(x,  y,  z,  v)  =  o, 

et  soient 

(0,)        x'=yl(x,y,  z),        y'=  fo(x,  y,  z),         z'=-/j(x,y,  z) 


(')  F.   EnRIQUES,   Sui  piani  doppi  di  génère  uno  (Mernorie  délia  Sac.    ita- 
liana  délie  Scienze,  i8y6). 


I 

X   =    —  , 
X 

1 

y  ~y 

X   =  X, 

y=  y  y 

I 

X  =  —  , 

1 
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les  équations  d'une  transformation  Irrationnelle  8|   de  cette  sur- 
face eu  elle-même.  La  surface  F,  dont  les  équations  sont 

<p2 -i-  xyz v  fi  =  o,         il-  =  xyz v, 

admet  les  deux  transformations  birationnelles  en  elle-même  : 

(T,)  x'='f.\,        y='/:^         Z'=7L"         u'  =  —  u\ 

(Ti)         a?,=xn    y = /.*i    ~'=/.3>    »'=«. 

On  a  évidemment 

T,  =  TT't  =  T',  T,        Tï  =  T,5. 

Inversement,  à  une  transformation  birationnelle  de  F  en  elle- 
même  correspond  une  transformation  birationnelle  de  <I>  en  elle- 
même.  De  plus,  si  8,  est  cyclique,  il  en  est  de  même  de  T,,  Tj . 
et  inversement. 

Le  groupe  des  transformations  birationnelles  de  F  en  elle- 
même,  et  celui  de  <ï>,  sont  en  isomorphisme  mériédrique  de 
degré  2.  Ces  deux  groupes  sont  infinis  discontinus  ('). 

24.  Nous  allons  considérer  spécialement  le  cas  où  0,  est 
cvclique.  Nous  remarquerons  tout  d'abord  que,  si  0,  a  la  période  /\ 
l'involution  1,  engendrée  sur  *l>  par  9,  est  rationnelle  (pa  =  P3  =  o) 
ou  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  \pa  =  P3  =  o,  P2  =  1).  En 
effet,  on  a,  pour  une  surface  image  de  lr,  pa  =Pg=  °  et  P2  =° 
ou  1 ,  P3  =  o. 

Nous  rechercherons  la  nature  des  invo  lut  ions  engendrées  sur  F 
par  T,,  T',,  étant  donnée  la  nature  de  lr. 

Les  équations  de  la  transformation  T\  montrent  qu'elle  a  la 
même  période  r  que  0,.  Au  contraire,  T,  n'a  la  période  r  que  si 
/•  est  pair;  si  /•  est  impair,  T(  a  la  période  :>r. 

Envisageons  le  cas  r  =  2.  Si  l'involution  engendrée  par  8,  esl 
rationnelle,  nous  avons  déjà  vu  que  T,  engendre  une  involution 
de  genres  un,  T",  une  involution  rationnelle.  Si  l'involution 
engendrée  par  0,  est  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  elle  possède 
\    points    de   coïncidence   et    il   y   a    par    suite    S    points    de    F 

(')  Pour  le  groupe  de  *,  voir  Kniuq.uk  s.  Sopra  le  superjicie.  etc.  (loc.  cit.)  et 
Fano,  Superficie,  etc.  (loc.  cit.). 
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invariants,  soit  pourT,,  soit  pour  Tj.  Or,  on  sait  qu'une  involu- 
tion  d'ordre  2,  douée  d'un  nombre  fini  de  points  de  coïncidence, 
appartenant  à  une  surface  de  genres  un,  est  de  genres  un  ou  de 
genres  zéro  et  de  bigenre  un  (  '  ).  Par  suite,  Tune  des  transforma- 
tions T,,  T,'  engendre  une  involution  de  genres  un^  l'autre  une 
involution  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un  (on  voit  aisément  que 
c'est  précisément  T,  qui  engendre  celte  dernière). 

Supposons  r  pair  et  égal  à  11.  Si  l'involution  \r  est  ration- 
nelle, elle  possède  une  courbe  de  coïncidence  à  laquelle  corres- 
pond, sur  F,  une  courbe  D  transformée  en  elle-même  par  T.  Les 
points  de  cette  courbe  D  sont  invariants  pour  T2  =  T'2  et,  par 
suite,  l'involution  d'ordre  z  engendrée  sur  F  par  T2  =  T",2  est 
rationnelle.  Une  surface  image  de  l'involution  d'ordre  r  engen- 
drée par  T(  (ou  par  T)  sur  F  est  également  l'image  d'une  involu- 
tion d'ordre  2  appartenant  à  une  surface  représentative  de  l'invo- 
lution engendrée  par  T2.  Cette  dernière  surface  étant  rationnelle, 
il  en  est  de  même  de  la  première  et  les  involutions  engendrées 
par  T<7  Tj  sont  donc  rationnelles. 

Si  l'involution  lr  est  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un,  on  a  r  =  4 
ou  6. 

Si  r  =  4,  lr  possède  2  points  de  coïncidence  quadruple  et 
deux  points  de  coïncidence  double  sur  <ï>.  Par  suite,  T,  et  T[  lais- 
sent invariants,  sur  F,  \  points  et  Tj=ï'1!,  8  points  dont 
les  quatre  premiers.  Si  l'on  se  reporte  à  la  tbéorie  des  involutions 
de  genres  un  appartenant  à  une  surface  de  genres  un  (2),  on  voit 
aisément  que  T,  engendre  une  involution  d'ordre  4  et  de  genres 
un  ayant  4  points  de  coïncidence  quadruple  et  4  points 
de  coïncidence  double.  Sur  la  surface  de  genres  un,  image  de 
l'involution  d'ordre  2  engendrée  par  T2  =  T'2,  il  correspond,  à 
l'involution  d'ordre  4  engendrée  par  Tj,  une  involution  d'ordre  2, 
privée  de  coïncidences,  donc  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un. 

Si  /•  =  (:>,  on  voit  de  même  que  T,  engendre  une  involution 
d'ordre  6  et  de  genres  un,  tandis  que  T[  engendre  une  involution 
d'ordre  G,  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un. 

(')  L.  Godkalx.  Sur  les  involutions  n'ayant  qu'un  nombre  Ji ni  de  coïnci- 
dences, appartenant  à  certaines  surfaces  algébriques.  {Mém.  Soc  Se.  Hai- 
naut.  uji3). 

(;)  L.  Godeaux,  Mémoire  sur  les  involutions.  etc.  (loc.  cit.). 
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Reste  ù  considérer  le  cas  où  /"est  impair.  Supposons  en  premier 
lieu  que  9,  engendre  une  involution  rationnelle.  A  la  courbe  de 
coïncidence  de  cette  involution  correspond,  sur  F,  une  courbe  D 
dont  les  points  ne  peuvent  être  invariants  pour  T,,  car  alors  la 
transformation  T",  =  TT,  déterminerait,  sur  D,  une  involution 
d'ordre  2  (la  même  que  celle  déterminée  par  T)  et  r  serait  pair. 
Par  suite,  les  points  de  D  sont  des  points  de  coïncidence  de  l'in- 
volution  d'ordre  /•  engendrée  par  Tj  et  celte  involution  est  ration- 
nelle. Il  en  est  évidemment  de  même  de  l'involution  d'ordre  >.r 
engendrée  par  T( . 

Si  l'involution  engendrée  par  f),  est  de  genres  zéro  et  de  bigenre 
un,  elle  est  d'ordre  r=3  et  elle  possède  3  points  de  coïnci- 
dence et,  par  suite,  il  v  a  <>  points  de  F  invariants,  soit  pour  T,, 
soit  pourTj,  Si  un  de  ces  points  était  invariant  pour  T,,  il  le 
serait  aussi  pour  T \  =  Tj  et  par  suite  pour  T  =  T(  T'^ce  qui  est 
impossible.  Par  suite,  les  six  points  sont  invariants  pour  TJ  et 
cette  transformation  engendre  donc  une  involution  d'ordre  3  et 
de  genres  un.  T,  engendre  une  involution  d'ordre  (3  ayant  pour 
image  une  surface  image  de  l'involution  engendrée   par  0,  sur  <I>. 

On  peut  résumer  les  résultats  de  ce  paragraphe  dans  le  Tableau 
suivant  : 

transformation  6  de  4>.  Transformation  T,  de  F.  Transformation  T',  de  1". 

Caractères  Caractères  Caractères 

de  l'involution  de  l'involution  de  l'involution 

Période,  engendrée.  Période.  engendrée.  Période.  engendrée. 

1  pa=P.,~  o  1  pa=Pi  =[  2  pa=P.2  =  0 

2  Pa=P.i=0,    P2=I  2  Pa=  Ps=0,    P2=I  1  /»a=l>i=I 
2£                      pa  =  P2=0                             1--                      pa=Pi  =  0                            J.Î  pa=P2=o 

4  Pa=  P3=0,   P2=I  4  pa=P4=i  j  pa=P,=  o,   Pt  =  I 

6         pa=P3=o,  P2=i  6  p„ =  Pt  =  1  G  pa=Pi=o,  P2=t 

ae+l  p«=P2=o  \t-+-x  pa=Pi=o  2E-t-I  pa=p.1  —  o 

3  /'a=P3  =  0,     P2=I  G  pa=Pz=0,     P2=l  3  /)a=P;r=I 
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SUR  QUELQUES  FONCTIONS  DE  LIGNES  SEMI-CONTINUES: 
Par  M.  E.  GOURSAT. 


1.  Soit  F(a?,  y;  x',  y')  une  fonction  positivement  homogène 
de  degré  un  en  oc' ',  y';  on  a  proposé  plusieurs  définitions  pour 
l'intégrale 

(i)  lr=    fF(x,y;x',y')dt 

prise  le  long  d'une  courbe  rectifiable  quelconque  T,  non  ordi- 
naire (').  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  F  est  positive, 
ainsi  que  la  fonction  F,  (oc,  y;  x' ',  y')  définie  par  les  égalités 

(2)  -tt  —  — ! — t     —  ~rr  =Fi(a;,y;  & ,  y  ), 

y  2  ^ ./  a? 

on  a  démontré  assez  péniblement,  en  s'appujant  sur  les  pro- 
priétés des  extrémales  dans  un  domaine  infiniment  petit,  que  ces 
différentes  définitions  conduisaient  au  même  résultat  et  concor- 
daient avec  la  définition  habituelle  dans  le  cas  d'une  courbe  ordi- 
naire. On  a  démontré  aussi  que  l'intégrale  généralisée  Tp,  prise 
le  long  d'une  courbe  rectifiable  quelconque,  était  égale  à  la  plus 
petite  des  limites  des  intégrales  ICn  prises  suivant  des  courbes 
ordinaires  C„  qui  tendent  uniformément  vers  Y  (-).  Cette  pro- 
priété est  au  fond  la  seule  qui  intervienne  dans  tous  les  raison- 
nements qu'on  fait  pour  établir  l'existence  d'un  minimum  absolu 


(')  Une  fonction  /(x)  sera  dite  régulière  dans  un  intervalle,  si  elle  est  con- 
tinue et  admet  une  dérivée  continue  dans  cet  intervalle.  Un  arc  de  courbe 
régulier  est  représenté  par  deux  équations  x  =  x(t),y  =  y(t),  les  fonctions  x(t), 
y{t)  étant  régulières  dans  l'intervalle  où  l'on  fait  varier  t.  Une  courbe  ordi- 
naire est  formée  de  plusieurs  arcs  réguliers  mis  bout  à  bout;  une  telle  courbe 
est  représentée  paramétriquement  par  deux  ('([nations  x  =  x(t).  y  —  y(t).  les 
fonctions  x(  t),  y(t)  étant  régulières  dans  l'intervalle  où  t  varie,  sauf  en  un 
nombre  fini  de  points  qui  sont  des  points  de  discontinuités  de  première  espèce 
pour  l'une  au  moins  des  dérivées  x'(t),  y' (t). 

(2)  L.  Tonelli,  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  32;  njn. 
p.  •«J7-33-;;  t.  35,   i.ji.'J,  p.   ',..1-7.1. 
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de  l'intégrale    /     F(a?,   y;  x' ,    yxlt.    Comme    en    réalité    celle 
«A 

généralisation  de  la  définition  de  l'intégrale  n'a  éié  faite  que  dans 
le  but  d'établir  l'existence  de  l'extreinuni,  il  semblerait  tout 
naturel  de  partir  de  cette  propriété  pour  définir  l'intégrale  géné- 
ralisée de  la  même  façon  que  M.  Lebesgue  a  défini   la  longueur 

d'un  are  de  courbe  comme  la  plus  petite  des  limites  des  lon- 
gueurs des  lignes  polygonales  qui  tendent  uniformément  vers 
cette  courbe.  Dans  une  Note  de  sa  thèse  (p.  i  i  \  ).  M.  Lebesgue 
avait  indiqué  lui-même  cette  généralisation,  sans  rechercher  dans 
quels  cas  elle  était  légitime.  Pour  que  cette  définition  soit  accep- 
table, il  faut  évidemment  qu'elle  soit  d'accord  avec  la  définition 
habituelle  dans  le  cas  d'une  courbe  ordinaire.  En  d'autres  termes, 
il  faut  que  l'intégrale  définie 


l 


c 

prise  le  long  d'une  courbe  ordinaire  quelconque,  soit  une  fonc- 
tion de  cette  courbe  semi-continue  intérieurement .  suivant 
l'expression  de  M.  Baire.  Cela  n'a  pas  lieu  si  la  fonction  F  est 
quelconque  (même  si  elle  est  toujours  positive),  mais  seulement 
si  la  fonction  F,  est  elle-même  positive.  Il  était  naturel  de  se 
poser  la  même  question  pour  les  intégrales  définies  les  plus 
simples  qu'on  étudie  dans  le  calcul  des  variations,  La  réponse  est 
affirmative  quand  il  s'agit  d'un  problème  régulier.  La  démonstra- 
tion suivante,  d'un  caractère  très  élémentaire,  n'emprunte  rien  au 
calcul  des  variations.  J'ai  supposé,  pour  simplifier,  que  toutes  les 
fonctions  considérées  étaient  régulières;  les  démonstrations 
s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  où  les  dérivées  auraient  un 
nombre  fini  de  discontinuités.  On  pourrait  aussi  les  étendre, 
moyennant  quelques  longueurs,  aux  intégrales  généralisées  dé- 
finies directement. 

"2.  Pour  ne  pas  interrompre  la  suite  des  raisonnements,  nous 
démontrerons  d'abord  un  lemme. 

Lkmmk  I.  —  Soient  IN'./,  y,  s,  u  >,  <}<  r.  t  .  r.  u  >.  H>  /  .  r.  s,  u  | 
des  fonctions  continues  dans  le  domaine  \)  défini  par  les  inéga- 
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Il  tés 

aix^b,         \y\<h,         |-]</',         |«|<A, 

>.  z,  u  des  fonctions  régulières  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b). 
L'intégrale  définie 

I,y,=,«)=   /     \p(v,y;  z,  «)/  +  Q(*.  y>  ~>  u)s'-hR(x,y,z,u)u'\dx 

J  a 

tend  vers  zéro  en  même  temps  que  le  maximum  de  \y\,  \z\,  |u|, 
pourvu  que  les  dérivées  y',  z',  u'  restent  plus  petites  en  valeur 
absolue  qu'un  nombre  positif  donné  II. 

Il  suffit  évidemment  Je  démontrer  cette  propriété  pour  l'inté- 
grale 

rb 

I,  =   /    P(x,  y,  -=,  u)y'  dx. 

Considérons  une  subdivision  de  l'intervalle   («,    b)   en  inter- 
valles partiels  par  des  points  de  division 

x0  =  a  <  xx  <  x2  < .  . .  x,-i  <  Xi . . .  x„-i  <  xn  =  b. 

Nous  supposerons  le  nombre  h  assez  petit  pour  qu'on  ait 

|P(^,  y,  z,  u)—P(x',o,  o,  o)|<X, 

A  étant  un  nombre  positif  que  nous  fixerons  toutà  l'heure,  si  l'on  a 

à  la  fois 

\x  —  x'\<h     \y\<h     \z\<h     \u\<h; 

si  l'on  a  pris  les  longueurs  de  tous  les  intervalles  Xi  —  Xi_\  infé- 
rieures à  /i,  on  aura 

\P(x,y,  s,  u)  —  P(a7/_i,  o,  o,  o)|<  X 

dans  tout  l'intervalle  (x/_l5  Xi),  quelles  que  soient  les  fonctions 
régulières  y.  s,  u,  pourvu  qu'elles  soient  inférieures  à  h  en 
valeur  absolue.  Si  donc  on  pose 

P(x,  y,  z,  u)  =  P(a?i-i.  o,  o,  o)  -+-  »/(ar), 
on  aura  |gv|  <<  A  dans  tout  l'intervalle  (#/_<,  Xi).  Or,  on  a 

n  n 

I,  =  V    /     tsi(x)y  clx-^2^    I      P(a?/-i,  o,  o,  o)y  rfa?; 


L£l 


puisque  |  >'' I  est  inférieur  à  IL  nu  n  ;m^i 


^      I         7i(T)ydT 


<  XH(6  —  a). 


Le  nombre  positif  "k  étant   jusqu'ici  arbitraire,  nous  supposerons 

qu'on  l'a  choisi  inférieur  à  — n — r- et  qu'on  a  pris  les  nombres  /' 

1  iHtù  —  a )        ^  l 

et  a?/,  comme  ou  l'a  expliqué. 

Les  points  de  division  de  l'intervalle  |  a,  b)  ayant  été  pris  de 

cette  façon,  on  aura 


n 

i  =  1         '-1 


<   " 


Désignons  maintenant  par  M  une  limite  supérieure  de 

|  V(x,  O,   (),  (>  l| 

et  par  o  une  limite  supérieure  de  |r|;  il  est  clair  qu'on  aura 


^    I      P(x,-u  o,  o,  o)y'da 


2  M  n  o 


Il   suit   de   là   qu'en   désignant    par  y,   le   plus    petit   des   deux 

nombres  h  ct-^— »  si  le  maximum  de  I  y\  dans  l'intervalle  (a,  In 
[IHn  ' 

est  inférieur  àr,,  la  valeur  absolue  de  la  seconde  intégrale  sera 

plus  petite  que  -•  On  aura  donc  1 1,  |  <  z  pourvu  que  le  maximum 

des  valeurs  absolues  de  y.  z.  u  s  ut  inférieur  à  r,. 

La  condition  que  les  dérivées  y',  :■' .  «'soient  bornées  esi  essen- 
tielle. Par  exemple.  >i  l'on  prend 

li  h  .   ,   . 

y  =  —  cos(/i*a?),         s  =  — sin(/t! 

l'intégrale  définie    /     (y-s'  -sy')dx  est  égale  à  A-iA       a)  et  ne 

tend  pas  vers  zéro  lorsque  //  croît  indéfiniment,  quoique  y  el  a 
tendent  uniformément  vers  zéro. 


3.  Cela  posé,  soit  IVr.  r:  a?',  y')  une   fonction  positivement 

XLIII.  9 
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homogène  de  degré  un  en  x\  y',  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes. Dans  un  domaine  (D  du  plan  des  xy,  ¥(x,y,  cosB,  sinO) 
reste  supérieur,  quel  que  soit  0,  à  un  nombre  positif  m 

(3)  F(a%  y\  cos6,  sin6)  <  m  >•  o; 

de  plus,  on  a  dans  le  même  domaine,  quels  que  soient  x\  y', 

(4)  Fi(*,y\x',y')ào. 

Soit  C  un  arc  de  courbe  régulier  situé  dans  ce  domaine  et 
représenté  par  les  équations 

(5)  x  =  x{t),       y=y(i). 

les  fonctions  x(t),  y(t)  étant  régulières  dans  l'intervalle  (a,  b) 
où  varie  t.  Soient 

(6;  *  =  »(*)  h- 5(0.      y=y{t)^rt(t) 

les  équations  d'une  courbe  G'  située  dans  le  même  domaine,  les 
fonctions  £(£),  'ft(t)  étant  aussi  régulières. 

Si  les  fonctions  £(£),  ^(0  tendent  uniformément  vers  zéro 
dans  l'intervalle  (a,  è),  on  dit  que  la  courbe  G'  tend  elle-même 
uniformément  vers  la  courbe  C.  Posons 

1=    /  ¥(x,  y;  x',  y')dt,         I' =        F(x,  y;  x\  y')  dt; 
Je  Jc> 

lorsque  la  courbe  C'  tend  vers  la  courbe  C,  l'intégrale  F  ne  tend 
pas  nécessairement  vers  I.  Nous  voulons  démontrer  que,  si  1'  tend 
vers  une  limite,  cette  limite  est  au  moins  égale  à  I.  En  termes 
précis,  à  tout  nombre  positifs  on  peut  faire  correspondre  un  autre 
nombre  positif  X  tel  qu'on  ait 

(7)  l>I-e, 

pourvu  que  les  fonctions  £(£),  '^(t)  restent  plus  petites  que  \  en 
valeur  absolue. 

D'après  la  première  inégalité  (3),  l'intégrale  l'  esl  au  moins 
égale  à  ///Sf.  S'  «'tant  la  longueur  de  la  courbe  C.  Il  n'\  a  donc 
lieu  de  démontrer  l'inégalité  |  -  )  que  pour  les  courbes  G'  dont  la 
longueur  reste  bornée.  Etant  donnée  une  suite  de  courbes  C' satis- 
faisant à   cette    condition,   on   peut   alors    faire    yn\   changement 
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de  la  variable  indépendante  t  tel  que  les  valeurs  absolues  des 
dérivées  x' ,  y\  £',  r/  restent  bornées  dans  l'intervalle  (a,  b  )\ 
nous  supposerons  donc  qu'on  a  |ç'|-<H,  |r/|<<H,  pour  toutes 
les  courbes  G'  considérées. 

On  a,  d'après  la  formule  de  Taylor  limitée  aux  termes  du  second 
degré  en  ç',  r/, 

Fix-h^y  —  t,;  ./■   -  \',y'->h  V)—  F<>,  JK'.  *\y) 

-+-F(ar  +  5,  y  —  r,;  ar',y)—  Fi  a:,  y\  x' ,  y'  l 

=  F (27  —  ;,  r  —  r,  ;  œ',y)—  F(x,y;  x\  y') 

+  ;'F.'r(.r  -f-  «,  ^  -+-  t,  ;  x\  y')  -+-  r/  F'y(x  -+■  \,  y  -4- 1\  :  a?',  /  ) 

par  suite,  la  différence  1' —  l  peut  s'écrire 

rh 

F— 1=  /     |F(j?-f-Çt  .y-t-i);  x\ y')  —  F(x,  y;  x\  y')\dt 


F',.'(;r -+- ç,  v-t-r,;  .r',y  );'—  F^.(a:  ■+-  £, ^  -+-  ij  ;  t'./'It,';  rf* 


a 

r1' 

La  seconde  intégrale  tend  vers  zéro,  d'après  le  Lemme  établi 
plus  haut,  lorsque  le  maximum  de  |;|  et  de  [ v, J  tend  vers  zéro.  I! 
en  est  évidemment  de  même,  en  vertu  de  la  continuité  de  F,  de 
la  première  intégrale. 

On  peut  donc  assigner  un  nombre  positif/  assez  petit  pour  que 
la    valeur  absolue  de   chacune  de   ces    intégrales   soii    inférieure 

à  -,  si  les  valeurs  absolues  de  ;.  r,  restenl  inférieures  à  X.  Quant 

2 

à  la  dernière  intégrale,  elle  est  «'-gale,  d'après  le>  relations 

JC1' 
(l'f -<  x'y-  F,  (  x  -h  £,  y  -t-  r,  :  x'  +  U\\  y»  +  Or/)  dt 
a 

et  ne  peut  avoir  une  valeur  négative,  puisque  tous   le-  éléments 
sont  positifs  ou  nuls.  L'inégalité  (  ;  i  sera  d.me  vérifiée. 

On  voit  que  le  signe  de  F,  joue  un  rôle  essentiel  dans  la 
>\r nstration.  Si  I  ,  peul  changer  de  signe  dans  le  domaine     i, 


m 


le  théorème  n'est  plus  exact,  en  général,  pour  une  courbe  quel- 
conque. Prenons  par  exemple 


(x'-^-y'1)  - 


/t  \Jx'*^-y'*, 


L'intégrale    /     I*  dt  prise  le  long  de  Taxe  des  x  est  égale  ù  i  -f-  h. 

Considérons  d'autre  part  la  courbe  C^  tonnée  de  segments  de 
droites  alternativement  parallèles  aux  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  axes  menées  par  les  points  de  Ox  d'abscisses 


i       ■?.  il  —  i 

—  >     —  »     •  •  ■  i    1     i  ; 

n       n  ri 


l'intégrale  correspondante  a  pour  valeur  h  \Ji.  Lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  la  courbe  Gn  tend  uniformément  vers  le  seg- 
ment (o,  i)  de  l'axe  des  x,  et  la  limite  de  l'intégrale  suivant  C'„ 
est  plus  petite  que  l'intégrale  suivant  le  segment  si  l'on  a 


•  a 


Or  on  peut  remplacer  la  courbe  G^  par  une  courbe  régulière  C'n 
ayant  même  courbe  limite,  et  telle  que  l'intégrale  le  long  de  CH 
diffère  d'aussi  peu  qu'on  veut  de  l'intégrale  le  long  de  Cw.  Si  la 

différence  de  ces  deux  intégrales  tend  vers  zéro  avec  ->  la  conclu- 

°  n 

sion  sera  donc  la  même  pour  les  courbes  régulières  Cî'n. 
La  méthode  s'étend  immédiatement  aux  intégrales 

I  =  j¥{x,y,z;  x',y\  z')dt, 

Y  étant  une  fonction  positivement  homogène  de  degré  un 
en  x\  y',  s',  en  conservant  la  condition  (3)  et  en  remplaçant  la 
condition  (4)  par  la  suivante.  D'après  les  relations 

x'F'^t-hy'Fxy  -t-  s'Fjis'  =  o. 
x'  Fx'j  ■  -+-  y'  ly  i  -h  z'  1\  ■-  =  o, 
a?'F.r's'  -t-J^'F^s'  •+-  *'  Fs'i    =  o, 
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qui  lient  les  dérivées  du  second  ordre,  l'équation 

§  =  X*-F[  >.  -+-  Y*FyM  +  Z'-V"-,  -f-  2XYFI7  -+-  2YZF^3-  +  uZXF.;--  =  o, 

où  X,  Y,  Z  sont  des  coordonnées  courantes,  représente  un  sys- 
tème de  deux  plans  passant  par  la  droite 

\         Y^  _  Z 

.7-'  ""  y  ~  z'  ' 

Pour  qu'on  ait  -"F^o,  quels  que  soient  X,  \  ,  Z,  .r',  )',  s;,  il  faut 
et  il  suffit  que  ces  deux  plans  soient  imaginaires  conjugués  ou 
confondus,  et  que  l'un  des  coefficients  des  carrés  soit  positif.  Si 
ces  conditions  sont  satisfaites,  le  raisonnement  s'achève  comme 
pour  l'intégrale 

1  =   /  I?(a%  y\  x',y')dt. 


Par  exemple,  dans  le  cas  où  F  =  g  -(.r.  y.  s)  \Jx'--\-yhi  H-  s'2,  on  a 

j                        N  (Xv'—  \V)!+(Yj'-  Zy'i!-i'Zy-  Xj'i! 
*  =  SVr,.r>  *)  — " " ï ' 

et  l'intégrale  I  est  bien  semi-continue  intérieurement  -^i  la  fonc- 
tion g{x,  r,  z)  est  positive,  (loir  la  thèse  de  M.  Lebesgue, 
p.  114.) 

4.  On  peut  étendre  le  résultat  aux  intégrales  qui  ne  sont  pas 
sous  forme  paramétrique,  en  remplaçant  l'inégalité  (4)  par  une 
condition  plus  précise.  Nous  aurons  besoin  pour  cela  d'un  nou- 
veau lemme. 

Lem.vieII.  —  Soient  V(x,v.  s)  une  fonction  continue  dans 
le  domaine  D  défini  par  les  inégalités 

a^x^b,        Lr|</<,        1*1  <*i 

y  et  z  des  fonctions  régulières  dans  V 'intervalle  (a,  b).  La  plus 
petite  des  limites  de  l'intégrale 


•a» 
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lorsque  le  maximum  de  \y\  et  de  \z\  tend  vers  zéro,  est  elle- 


même  égale  à  zéro. 


En  d'autres  termes,  à  tout  nombre  positif  £  on  peut  associer  un 
autre  nombre  positif  Tj,  tel  qu'on  ait 


pourvu  que  \y\  et  \z\  restent  inférieurs  à  r,  dans  l'intervalle  (a,  b). 
La  démonstration  est  très  analogue  à  la  précédente;  A  étant  un 
nombre  positif  que  nous  déterminerons  un  peu  plus  loin,  choisis- 
sons un  nombre  h  tel  qu'on  ait 

\V{x>y,  ~)~P(V,  o,o)|<X, 

pourvu  que  \x —  x'\,  |y|,  |,s|  soient  infériem-s  à  h.  Considérons 
une  division  de  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  partiels  de  lon- 
gueur inférieure  à  h,  et  posons  encore 

PO,  JK,  Z)=  3i{x)  4-  P(*f-i,  0,0); 

|o-,(#)|  est  inférieur  à  ).  dans  l'intervalle  (#/_<,  Xi).  On  a 

n  n 

Ky.z)  =2/      /(Z  +  '^  +  E    /        P(*i-l,0,0)ydx. 

Le  produit  y' {y1  -+-  07)  est  positif  si  la  valeur  absolue  de  y'  est 
égale  ou  supérieure  à  A  ;  si  la  valeur  absolue  de  y'  est  inférieure 
à  A,  la  valeur  absolue  de  ce  produit  est  inférieure  à  2 À2.  Dans 
tous  les  cas,  on  a  y'2  -+-  07}''  >>  —  2 A2  dans  l'intervalle  (#i_t,  Xi); 
on  a  donc 


/       [?'*■+•  ^i(x)y')  dx  >  —  2X2(6  —  a 


Si  l'on  a  pris  X  =  1  /    , ,  " r  >  on  aura  donc 

\     yb  —  a) 

n 

2  f  V(cy  ***>«&  >-.£• 


Le  raisonnement  s'achève  comme  pour  le  lemme  I.  Soit  M  le 
maximum  de  |P(#,  o,o)|;   en  désignant  jpar  f\   le  plus  petit  des 
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deux  nombres  h  et     ..    >  la  valeur  absolue  de  la  seconde  intégrale 
\  M  n 

n 

2,   /      P(  Ti-U  o.o)r' d.r 


sera  inférieure  à  -,  si  |  y\  reste  inférieur  à  r\  clans  l'intervalle  (a,  6). 

On  aura  donc  a  fortiori 

l(y,z)>  —  e, 

quelles  que  soient  les  fonctions  régulières  y  et  r.  pourvu  que  leurs 
valeurs  absolues  soient,  inférieures  à  r, . 

Il  est  clair  que  le  raisonnement  s'appliquerait  encore  si  le  coef- 
ficient de  y'  dépendait  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  y, 
Zj  U,  ...  tendant  uniformément  vers  zéro.  On  peut  aussi  l'étendre 
aux  intégrales  doubles  de  la  forme 

LfMï-(i^r>^-ai]"'"r- 

z.  u  étant  des  fonctions  régulières  qui  tendent  uniformément  vers 
zéro  dans  un  champ  d'intégration  A,  limité  par  une  courbe  recti- 
fiable. 

5.  Soit  F(#,  y.  y')  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions 
habituelles  du  calcul  des  variations,  c'est-à-dire  continue  et 
admettant  des  dérivées  partielles  continues  jusqu'au  troisième 
ordre,  lorsque  le  point  (.r,  y)  reste  dans  un  domaine  <£>.  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  )  .  Nous  supposerons,  de  plus,  qu'on  a 
dans  ce  domaine,  quel  que  soit  j7, 

(8.1  Fv..(a?,  y;  y')  -.  m  >o. 

Dans  ces  conditions,  l'intégrale 


\f=   C   V[x}/(x):f(x)]dx 
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est  encore  une  fonctionnelle  de  /(#),  semi-continue  inférieure- 
ment.  On  suppose,  bien  entendu,  que  la  fonction  f  (oc)  est  régu- 
lière dans  l'intervalle  (a,  b)  et  que  la  courbe  G  représentée  par 
l'équation y=f  (#)  est  dans  le  domaine  (0.  Soient 

y  =/(a?)  -h  SO*) 

l'équation  d'une  courbe  voisine  C  située  dans  le  même  domaine, 
et 

«Ai 

la  valeur  de  l'intégrale  pour  cette  nouvelle  courbe.  On  peut 
écrire  \f+%  —  If  sous  la  forme  suivante  : 

rb 
I/+ç-I,=  /     [F^./C^H-^*);/'^)]  — F[*f/(*);/'(*)]|<fa 

«a* 
+  £/  iÇ4*,/(*)+K*);/'(*)+N'(*)]è'1«**- 


La  première  intégrale  tend  vers  zéro  lorsque  le  maximum 
de  ç(#)  dans  l'intervalle  (a,  b)  tend  vers  zéro.  D'un  autre  côté, 
d'après  l'inégalité  (8),  la  somme  des  deux  dernières  intégrales  est 
supérieure  à 

et  cette  intégrale  est  supérieure  a  —  -  pourvu  que  le  maximum 

de  |ç(a?)|  soit  inférieur  à  un  nombre  positif  assez  petit.  La  pro- 
priété énoncée  est  donc  établie. 


Remarque.  —  Nous  n'avons  eu  besoin,  dans  la  démonstration, 
d'aucune  hypothèse  sur  le  signe  de  F,  ni  sur  l'existence  des 
dérivées  du  troisième  ordre;  la  condition  (8)  intervient  seule. 
Cette  dernière  condition,   ou    tout    au    moins   la   condition    plus 
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large  F".i^o,  paraîl  nécessaire.  Supposons,  par  exemple, 

l'intégrale  /    Vdx.   le  long  du  segmenl  (o,  i)  de  0./\  est  égale 

à  un.  tandis  que  l'intégrale  le  long  de  la  courbe  C„.  définie  plus 

haut  (n°  3),  est  égale  à :-  Ou  en  conclut  qu'il  est  possible  de 

tonner  une  suite  de  fonctions  /«(a?),  régulières  dans  l'inter- 
valle (o,  i),  tendant  uniformément  vers  zéro  dans  cel  intervalle, 
[tour  lesquelles  l'intégrale 

[,„=  f  r(/i.2 -!)•+/£]<** 

•    o 

tend  vers  zéro,  lundis  que  l'intégrale  le  long  de  la  courbe  limite 
est  égale  a  un.  On  voit  que.  dans  cet  exemple,  il  n'existe  pas    le 

courbe  pour  laquelle  l'intégrale    /    F  dx  atteigne  sa  borne  infé- 

«-  0 

rie ure  qui  est  zéro,  bien  qu'il  existe  une  suite  de  courbes  mini- 
mizantes,  tendant  uniformément  vers  une  courbe  limite. 

6.   Le  raisonnement  s'étend  aisément  aux  intégrales 

I(v,=)=  /   F(*i.ri c:  />  3')dx 

et  aux  intégrales  doubles 

I.=    f  !    l'(.r,  r.  s;  p,  q)dr  il\  , 

la  fonction  F  satisfaisant  aux  conditions  habituelles  du  calcul  des 
variations  pourvu  que  les  dérivées  secondes  I-,  -.-.  F,  .,  F,.,,  ou  F;,i, 
¥"rq,  F'qi  vérifient  la  condition  suivante  qui  remplace  la  condi- 
tion (8).  Il  existe  deux  nombres  positifs  a.  [j.  tels  qu'un  ait  dans 
tout  le  domaine  considéré 

(y)  ^K.—  >?/<  I\  :  -    p'Fs-.^att'-t-pf*, 
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(  I  o  )  u  "-  V"r,  -+-1UV  Fpq  -f-  V1  F^5  5  a  u*-  -f-  (3  c* , 

quelles  que  soient  les  valeurs  )'',  5'  oup,  q. 

La  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  qui  a  été  donnée 

pour  le  cas  plus  simple  de  l'intégrale  /     t  (#,  j',  y')dx. 

J  a 

Remarque.  —  Lorsque  la  dérivée  f  {oc)  est  elle-même  régu- 
lière dans  l'intervalle  («,  6),  on  peut  remplacer  la  condition  (8) 
par  la  condition  plus  générale 

On  le  démontre  aisément  au  moyen  du  lemme  suivant  : 

Soit  'f  (a?,  y)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée 
cp'T.(;r,  y)  dans  le  domaine  D  défini  par  les  conditions  afîx^b, 

\y\  <C  /'  ;  l'intégrale  lr=  I     <?(#,  y)y* dx,  où  y(x)  est  règu- 

Hère  dans   l'intervalle  («,  b),  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  le  maximum  de  \y\  dans  cet  intervalle. 

Ce  lemme  s'établit  au  moyen  de  la  formule  de  Green,  ou  en 
remarquant  qu'on  peut  écrire  l'intégrale 

h=  \*[b,y{b)]-*(b,  o)|  -(*»[«,  y(a)]-*(a,  o)j 

■+"  /     [*û-(-^  o)  -  Vc(x,  y)]  dx, 

•S a 

où  Ton  ;i  posé 

<b(ar,  y)=    f     o(x,t)d(, 

et  il  résulte  des  hypothèses  que  <b(x,  y)  el   ^>[,.(x,  y)  sont  des 
fonctions  continues. 

On  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  les  intégrales  I(r,s> 
ell(z). 
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SUR  LA  DENSITÉ  DES  ZÉROS  DES  SÉRIES  DE  FONCTIONS 
ET   LES   SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES; 

Par  M.   Georges   Rémoundos. 


INTRODUCTION. 

Ce  travail  peut  être  considéré  comme  suite  d'un  autre  publié 
dans  le  même  Recueil  [Contribution  à  la  théorie  des  singula- 
rités des  équations  différentielles  du  premier  ordre  (lin II. 
Soc.  mathém.  de  France,  t.  XXXVI,  1908)],  dans  Lequel  j'ai 
fait  une  élude  systématique  de  l'équation  différentielle 

(a)  x*  -£  =\y  -+-  f(x,  y)        (X^o) 

qui  présente  des  circonstances  particulières,  lorsqu'il  s'agit  de 
l'existence  d'une  intégrale  holomorphe  et  nulle  en  x  =  o. 

Considérons  A  comme  un  paramètre  variable,  les  coefficients 
de  f(x,y)  étant  supposés  donnés  et  fixes,  et  désignons  par  (L) 
l'ensemble  des  valeurs  de  A  pour  lesquelles  l'équation  (a)  admet 
une  intégrale  holomorphe  et  s'annulanl  en  #  =  0.  Dans  leurs 
mémorables  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  de finies 
par  des  équations  différentielles  (Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, Cahier  XXW  I,  i<Sà(i,  p.  ibij,  Rriot  et  Bouquet  ont 
étudié  l'ensemble  (L)  dans  le  cas  très  particulier  où  y'fjr.r'l  ne 
contient  pas  y  (est  une  fonction  de  ./  seulement  >  et  ils  ont  établi 
que  dans  ce  cas  l'ensemble  (L)  coïncide  avec  l'ensemble  des  zéros 
d'une  fonction  entière.  Dans  mon  travail  ci-dessus  cité,  j'ai 
démontré  que  l'ensemble  (L)  ne  contient  aucune  valeur  positive 
dans  le  cas  où  l'équation  (a)  a  la  forme  générale,  mais  où  les  coeffi- 
cients def(x,  y)  spnl  supposés  réels  et  négatifs. 

Dans  ce  travail  je  démontre  que.  dans  trois  eas  très  étendus 
(ne  s 'éloignant  que  très  peu  du  cas  général),  l'ensemble  <L)  n'est 
pas  un  domaine  du  plan  de  la  variable  h. 

Mes  recherches  ont  montré  que  l'étude  de  la  puissance  de  l'en- 
semble (L)  se  ramène  à  l'étude  de  la  puissance  de  l'ensemble  des 
points  pour  lesquels  une  série  de  polynômes   converge  vers  zéro 
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avec  une  rapidité  tellement  grande  que  la  />""ie  racine  du  terme  de 
rang  n  tende  aussi  vers  zéro.  L'étude  des  séries  de  polynômes  ace 
point  de  vue  m'a  conduit  à  quelques  théorèmes  intéressants  en 
eux-mêmes  et  utiles  pour  le  problème  de  l'équation  (y.)  qui  fait 
l'objet  principal  de  ce  travail. 


CHAPITRE  I. 

QUELQUES   THÉORÈMES   SUR   LES   SÉRIES   DE    FONCTIONS   ALGÉBRIQUES. 

1.  Envisageons  la  série 

(i)       |p,o)|,  \)/pm\,  I\/pIûj|,   ....   K"ï\^7|.   ..., 

où  Pn(z)  =  An(z—a„i)(z  —  a„a)  •••  {z  —  ann)  est  un  poly- 
nôme du  degré  n. 

Nous  établirons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  — ■  Si  la  série  (i)  converge  uniformément  dans 
un  domaine  D  vers  la  constante  zéro,  la  quantité  \/\„  tendra 
vers  zéro. 

J'exposerai  ici  une  démonstration  de  ce  théorème  que  M.  P. 
Montel  a  bien  voulu  me  faire  connaître. 

En  effectuant  d'abord  la  transformation  (z,  z  -j-  /i),  qui  ne  change 
pas  le  coefficient  A„,  nous  pouvons  supposer  que  le  domaine  1) 
contienne  le  point  ;  =  o. 

D'après  un  théorème  de  Cauchy,  nous  avons 

<a>  IA'<I<k- 

M  désignant  le  maximum  de  [  P„  (V)  |  sur  un  cercle  G  de  centre 
origine  et  de  rayon  R  contenu  dans  le  domaine  D.  Mais,  la  série 
convergeant  uniformément  dans  le  domaine  D  vers  la  constante 
zéro,  étant  donné  un  nombre  positif  quelconque  e,  on  peut  lui 
faire  correspondre  un  entier  n{  tel  que  pour  n^>  nK  et  pour  tous 
les  points  du  domaine  D  on  ait 

\'^7ÎT)\<t 
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et,  par  conséquent, 

K'Âî|<£. 

La  formule  (2)  nous  donne 

\ZT\c  lySfl   <  e 
!\  A',|<.      K     <  u 

et  nous  montre  que  la  quantité  \  A„  tend  vers  zéro,  parce  que  le 
nombre  s  peut  être  arbitrairement  petit. 

iNous  remarquons  que  par  ce  procédé  nous  obtenons  le  même 
résultat  en  supposant  que  la  suite  (  1 >  converge  uniformément  vers 
zéro  sur  une  circonférence  de  cercle,  puisque  la  transformation 
(z,  z  H-  h)  ne  change  pas  le  premier  coefficient  A„  et  transforme 
un  cercle  en  un  autre  cercle. 

Nous  avons  doue,  aussi,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  U.  Si  la  série  (1)  converge  uniformément  sur 
une  circonférence  de  cercle  vers  la  constante  zéro,  la  quantité 
\\,,  tendra  vers  zéro. 

2.  Considérons  maintenant  une  série  de  Maclaurin 

<3)  2    a»0>)~"^ 

où  les  coefficients  a«(X)  dépendent  d'un  paramètre  X  et  sont 
supposés,  pour  fixer  les  idées,  des  polynômes  en  X.  Donnons  la 
définition  suivante  : 

Nous  dirons  que  la  série  (3)  converge  pour  :-  =  z{,  uniformé- 
ment dans  le  domaine  D  du  plan  X,  vers  une  fonction /(X)  lorsque, 
à  tout  nombre  positifs,  on  peut  faire  correspondre  un  entier  v  tel 
que,  pour  n  >v  et  pour  Ions  les  points  du  domaine   1),  l'inégalité 

l/(X) -/•(*)  |<e 

soit  satisfaite  par  la  valeur  ;  =  st,  /n(^)  désignant  la   so 
<lr>  //  premiers  ternie-  de  la  série 

2    ««<  Mi- 


nime 
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Considérons  maintenant  la  série 

Il  =  -I-  « 

(4)  2   a«a>3"> 

où  an  (X)  =  Pn  (X)  </«,  P„  (a)  désignant  un  polynôme  par  rapport 
au  paramètre  A  et  qn  désignant  une  quantité  ne  dépendant  que  de  /i 
telle  que  \\/<Jn  \  tende  vers  l'infini  avec  n.  Considérons  aussi  une 
valeur  positive  p  et  un  domaine  D  du  plan  X  et  supposons  que  la 
série  (4)  converge  pour  s  =  p,  uniformément  dans  le  domaine  D 
du  plan  A;  alors,  la  définition  ci-dessus  donnée  entraine  la  consé- 
quence que,  à  chaque  nombre  positif  9,  on  peut  faire  correspondre 
un    entier  v    et   que,    pour    n  >>  v    et   pour   tous    les   points    du 

domaine  D,  on  ait 

\an(h)]o"  <8 

ou  bien 

|Pn(X)Jly„fp*<8 

et,  par  conséquent, 

Pi  V9»  I 

D'autre  part,  à  chaque  nombre  positifs  on  peut  faire  correspondre 
un  entier  n{  ne  dépendant  pas  de  X  tel  qu'on  ait  l'inégalité 

(5)  „     ',    <*, 

parce  que  le  premier  membre  de  celte  inégalité  (5)  tend  vers  zéro 

avec  -  et  ne  dépend  pas  de  A. 

n  l  1 

Si  donc  nous  désignons  par  lï  le  plus  grand  des  nombres  v  et  nt, 
nous  aurons  l'inégalité 

(6)  K  i\,(X)!<o, 

satisfaite  pour  n^> ~n  et  pour  tous  les  points  du  domaine  D;  par 
conséquent,  la  quantité]  \J  Pn  (X)  tendra  avec-  uniformément  vers 
zéro,  parce  que  l'entier  7ï  ne  dépend  pas  de  X. 

\ou>    remarquons   maintenant    que    la    série     >     a«(X)pn    se 
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ramène  à  une  suite  de  polynômes  en  X 

(7)  fia),  /*(X),  /s(X),  ...,  /„(X),  .... 

où/,,  (X)  désigne  la  somme  des  n  premiers  termes. 
Si  donc  la  série 

n=+  » 

(8)  2    a»r'->?" 

n  —  0 

converge,  dans  un  domaine  A  du  plan).,  vers  une  fonction/  (X), 
on  peut,  d'après  un  théorème  bien  connu,  trouver  dans  le  domaine  A 
un  autre  domaine  D  dans  lequel  la  série  (8)  converge  uniformé- 
ment vers  /(X)  (voir  P.  Mowtel,  Leçons  sur  les  séries  de 
polynômes  à  une  variable  complexe,  p.  108-109;  Gfêmthier- 
Villars,  Paris,  1910);  alors,  d'après  la  conclusion  ei- dessus 
obtenue,  la  suite 

(9)      |P,(X)i,   [v/p77x1!,   Iv'ïmxII,    ...,   Iv'FTâTI,    ... 

convergera  vers  zéro  uniformément  dans  le  domaine  I). 
Nous  avons  donc  établi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Soit  la  série 

n  —-¥■  oc 
(IO)  2      ?*P«(X)*"' 

où  qn  est  une  quantité  dépendant  seulement  de  n  telle  que 
\\fqn\  tende  vers  l'infini  avec  n  et  P„  (X)  désigne  un  polynôme 
en  X. 

Si  cette  série  (10)  converge  dans  un  cercle  (  '. 

(n)  M  =  R 

pour  tous  les  points  d'un  domaine  A  du  plan  '/..  nous  pouvons 
trouver  dans  le  domaine  A  un  autre  domaine  D,  dans  lequel 
la  suite 


(12)  |Pi(X)|,  It/P.C*)!,  r/PaCX;!,  .-,  K'i'^mI.  •• 
converge  uniformément  vers  zéro.  Si  doue  nous  posons 
(i3)  P„(X)  =  A„X«-H... 
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en  supposant  que  le  degré  de  P«  i  X)  soit  égal  à  »,  la  quantité 

\'\\ll  |  tendra  vers  zéro,  d'après  le  théorème  I. 

Ces  théorèmes  seront  appliqués  dans  le  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE  II. 

APPLICATION    A    l'NE   SINGUI.AHITK    DES   ÉQUATIONS    DIFFERENTIELLES. 

3.  Considérons  l'équation  différentielle 
04)  a?1  ■£:=**?  "*-/(*»  r)        (À^oj, 

où  /  '(#,  ))  désigne  une  fonction  liolomorphe  des  .r  et  y  dans  le 
voisinage  de  x  =  o  et  ,)'=  o  et  s'annulant  pour  ces  valeurs  des  .r 
et  >-.  Nous  supposons,  bien  entendu,  que  la  fonction  /(a?, y)  ne 
contienne  pas  de  tenue  de  la  forme  A  >'. 

On  sait  que,  en  taisant  sur  l'équation  des  différentiations  suc- 
cessives, nous  obtenons  une  série  de  Tavlor 

(  i  5  )  y  =  C\  x  -f-  c-i  x-  -+-  c:j .r3  -4- . .  .  —  c„  .r"  ■+-... 

répondant  aux  conditions  initiales  (  oc  =  o,  y  =  o)  et  satisfaisant 
formellement  à  l'équation  différentielle  (i4)j  mais,  dans  les 
exemples  les  plus  simples,  cette  série  est  divergente  (elle  n'a  pas 
de  cercle  de  convergence). 

Dans  le  Tome  III  de  son  Traité  d\  inalyse  (p.  3g),  M.  Picard 
l  ri  ile  l'exemple 

x-  -~-  —  /.y  +  ar, 

et  Briol  el  Bouquet,  dans  leur  Mémoire  Recherches  sur  les  pro- 
priétés des  /mictions  définies  par  des  équations  différentielles 
{Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  Cahier  XXXVI,  1 856), 
oui  examiné  la  forme  particulière 

dv 

(  i  G  )  x-  -r-  =  a  v  -4-  x  A  i  .'•  » . 

dx 

Si  nous  posons 

\  |  x  )  =  ao-+-  a.\X  -j-  a2x2  -r-. .  .-4-  anx"-h. . ., 
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Briot  et  Bouquet  ont  établi  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  l'équation  i  16)  admette  une  intégrale  holomorphe 

dans  le  voisinage  de  x  =  o  et  s'annulant  pour   x  =  o,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  nombre  a  soit  un  zéro  de  la  fonction  entière 

il/  "l  ai 

H  (x)  —  a0 -i x  h x- 


i  i.a  i . 2 . 3 . .  •  n 

Si  nous  considérons  a  comme  un  paramètre,  le  théorème  de 
Briot  et  Bouquet  montre  que  les  valeurs  de  a.  puni-  lesquelles 
l'équation  (16)  admet  une  intégrale  holomorphe  et  s'annulant 
pour  x  =  o,  forment  un  ensemble  dénombrable  et  ne  possèdent 
d'autre  point-limite  que  L'infini. 

4.  Dans  un  travail  publié  en  i()o<S  dans  le  Bulletin  dé  la 
Société  mathématique  de  France  l  Contribution  à  lu  théorie 
des  singularités  des  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
t.  XXW  I,  1968),  nous  avons  fait  une  étude  approfondie,  dans  le 
même  ordre  d'idées,  du  cas  général  1  1  \  (concernant  l'ensemble  (L) 
des  valeurs  du  paramètre  a.  pour  lesquelles  l'équation  admel 
une  intégrale  holomorphe  et  s'annulant  pour  x  =  o.  Dans  le  travail 
ci-dessus  cité,  nous  avons  démontré  l'absence  de  l'intégrale  holo- 
morphe et  nulle  en  x  =  o  dans  le  cas  où  X  >o  et  tous  les  coeffi- 
cients c\ef(x.))  sont  des  nombres  réels  el  négatifs. 

Les  théorèmes  que  nous  avons  établis  dans  le  premier  Chapitre 
de  ce  travail  nous  permettront  d'étudier  l'ensemble  (L)  dans  le 
cas  général  où  les  coefficients  de  la  fonction  Ji.r.y)  sont  des 
nombres  quelconques. 

Soit 

117)   f(x.  y) 

=  x\(x)  —  ./•  \,i.r  >  r  —  \t(x)yî-r-  A3(./-  11  ;      ...       V.,,1  v)y»-h... 

el  supposons  que  lc>  fonctions 

A-,        A^ 

x1         /-  •''- 

soient  aussi  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x      o;  en  d  autres 

XLIll.  IO 


—  138  — 
termes,  nous  supposons  qu'on  ail 

An(x  )  =  x-B„(x)         (n  =  •2,  S,  — ), 

où  B„(.r  »  est  holomorphe  dans  le  voisinage  dex  =  o. 
Si  nous  considérons  une  expression  de  la  forme 

nous  appellerons  poids  différentiel  de  cette  expression  le  nombre 

;-M -i-  2 ;j.2  +  3[i3+,  .  .  -T-  /i fx„ . 

Si  nous  différentions  d  fois  L'équation  différentielle  (i{>.  le 
terme  A)'  donnera  l'expression  ~hy{"K  le  ternie  x-y'  donnera 
pour  x  =  o  l'expression  72  (  /?  —  i  ) y{"~*\  le  terme  x  A |  {x)y  don- 
nera pour  x  =  o  et  )=o  une  expression  de  poids  différentiel  égal 
au  plus  à  7?  —  i,  et  tous  les  autres  ternies 

x*-fti(x)y'2,     ^2B3<>)j3,      ...,     3"2B„C^)^",      ... 

donneront  pour  se  =  o  ç.%  y  ■=  o  des  expressions  don!  le  poids  diffé- 
rentiel sera  au  plus  égal  à  n  —  2.  Grâce  à  ces  propriétés,  on  peu! 
démontrer  facilement  que   le  coefficient  cn  est  un  polynôme    de 

degré  n  par  rapporta  ->  s'il  en  est  ainsi  pour  les  coefficients  pré- 
cédents C|,  Co,  c3,  c«_, .  Il  est  aussi  évident  que,  si  nous  posons 

c„  =  Prt  (-)>     les    ternies    de    plus    haut    degré    dans     le    poly- 


nôme l'„  (  -  j  ne  sont  fournis  que  parles  termes  i'-y  ■  Av.  X  \  (#  I 
et  ./   \  |  <  x  )y;  il  est  même  clair  que,  si  nous  posons 

A  (a? )  =  a  -+-  a'  a?  -t- . . . , 

A,(j-)  =  at  ■+■  a\  x  H- 

les  seuls  termes  de  l'équation  différentielle  qui  contribuent  à  la 
formation  du  premier  terme  du  polvnome  V„  (  -  I  ordonné  su  i\  a  ni 
les  puissances  décroissantes  de  -  sont  j- y' •  av.  %x  et  a,./r. 

Si  donc  nous   ne   voulons   calculer  que   le  premier  terme    du 
polynôme    Vn(-)>   nous   pouvons  nous  bornera  l'équation  dille- 
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rentielle 

(lS)  xïy'=.  ~ky  +  ota?+  9.\xy. 

Soit 

y  =  yi  a?  -H  7,  a?s  -+- . . .+  yn  ^"7  4-.  •  • 

la  série  de  Taylor  qui  satisfait  formellement  à  l'équation  (18),  qui 
nous  donne  la  relation  suivante  de  récurrence  : 

(19)  >■-,'«  =  <n  —  1  —  «i)v«-i  : 

nous  avons  aussi 

a 

Nous  en  I  irons 

_  —  a  C 1  —  ai  )  (  '2  —  a i  )  (  >  —  z ,)...<  n  —  i  —  a,  ) 

V"  -  —  ^ 

OU  bien 

c»>  7.  =  -£--'-—  o(-ï)(.-^)(.-^)-(.-„-^T) 

et  cette  valeur  de  yfl  est  exactement    !<■   premier  terme  du   poly- 
nôme   f„=î>„(yj. 

Pour  que  la  série  l  1 5)  représente  une  fonction holomorphe  dans 
le  voisinage  de  x  =  o,  il  faut  que  la  plus  grande  limite  de  |  ycn 
ne  soit  pas  l'infini  et,  comme  la  quantité  \  1 .2.3  —  t  //  —  1  !  tend  h 
l'infini  avec  /?,  si  nous  posons 

P„=i.2.3...(ft-i)Qa  (j), 
il  la  ut  que  la  quantité    i/o»    tende  vers  zéro  avec  -. 

T.  ~l  I    >         s         I  n 

Si  nous  posons 

Q«(^j   =  Q*(|*)  =  A.,  ;x-'-:-A,i,:ji"-1 -+-...  -T-  A..,„  1=   M, 

nous  avons 

""        ^-»0-?)(-ï)(-'T)-(-==b)- 
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On  en  déduit 

A„    >|a| 

Soit  (  '  )  /.  <[  0  <  k  -f- 1 .  Nous  écrirons 

0    \  /  o 


6 

0 

6 

1 

i 

■j. 

1  -  3 

où  0  =  |  a,|. 


(ai)  |A„|^?([-£- 

où  nous  avons  posé 


Jt  +  U. 


— ) 


7  = 


a0-8)(/--j 


0\ 


La  formule  (21)  entraîne 


ou  bien 


-) 


Lnlèqll- 


/ 


-(/,-+!! 


^7) 


11  en  résulte 


l'^V^-irr)' 


-tAr-+-lJ 


—   ) 


et  cette  formule  montre  que  la  quantité  |  y/A„  |  ne  tend  pas  vers 


tend 


I, 


zéro  avec  -j  puisque  son  second  membre  tenu  vers  i  —  -, — —  lorsque 

n   l        *  k  -+-  1  * 

l'indice  11  croit  indéfiniment;  donc,  d'après  le  théorème  III  du 
premier  Chapitre,  la  série 

|Qt(n)|,     1/01(7)1,    Iv^Qlôôl,    ••.,    ICQÏÏiôl.    •■• 

ne  saurait  converger  vers  zéro  dans  un  domaine  du  plan  de  la 
variable  u.  Par  conséquent  la  série  (io)  ne  saurait  avoirunrayon 
de  convergence  plus  grand  que  zéro  pour  des  points  X  tonnant  un 
domaine  (une  aire). 


(')  Il  faut  exclure  ici  l<-  ca;s  où  a,  est  égal  à  un  nombre  entier  positif,  puisque 
dans  ce  cas,  si.  par  exemple,   a,      /«.   nous  aurons  yt+1       0,   tandis  <|iu'   les   7.. 

Y, Yn  seront  différents  de  zéro;  alors,  il   o'est  pas  sur  que  l'équation  diffé- 

rentielle  (18)  suffise  pour  non-  donner  le  premier  terme  du  polynôme 


p.cio  =p.(y 
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Remarques.  —  Si  le  coefficient  a,  est  nul.  nous  aurons  des 
expressions  plus  simples 

Y*=  —  \jt  1.2.3. .  .(n  —  i),         a/.^  — a 

et  nous  voyons  immédiatement  que  lim  |  y/An  |  =  i . 

La  formule  (20 )  suppose  que  a  ^é.  o;  si  a  =  o,  on  aura  y,  =  o. 
Supposons,  en  général,  que  le  développement  taylorien  de  A(#) 
commence  par  le  terme  axK  ;  nous  aurons  alors 

/  a 

Y>  =  °5        Y*  =  °'         •  ■  •  1        Y*  =  °.        Y  **+i  =  —  ^ 

et    la    formule    (19)    de    récurrence    sera    applicable    depuis    la 
valeur  n  =  k+  2  et  nous  donnera 

ï„=_^+I)(,+,)...(„-.)(,-^)(.-^)...(.-^). 

Le  polynôme  Q«(f*)  sera  de  degré  égal  à  11  —  /.•  et  nous  aurons 

«1 


i.».3...A-\         *-+-! 

et  cette  expression  de  A„  ne  diffère  de  l'expression  (20')  que  par 
un  facteur  constant  (indépendant  de  7i);  donc  la  quantité  |^  \„| 
ne  tend  pas  vers  zéro. 

5.   Nous   pouvons  obtenir   le   même   résultat  dans  le  cas  où   la 
fonction  f  (x.  y)  est  de  la  forme 

(22)    f(x,y)=  .r*-K(x)->r'xAi{x)y  -hxB2(x)y*->r  ks(x) y*  + . . . 

qui   se   déduit  de   la  forme  générale  (17)  en  supposant  que   les 

fonctions 

A(*)  =  .rBO)         el         A,(x)  =  xB2(x) 

s'annulent  pour  x  =  O.  Le*  fonctions  B(x)  et  B2(x)  sont,  bien 
entendu,  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  o. 

En  effet,  dans  ce  cas,  le  coefficient  c,  de  la  série  (i5)  est  nul, 
et  si  nous  faisons  la  substitution  y  =  x  u>  dans  l'équation  diflféren- 
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lielle  donnée,  nous  obtenons  L'équation 

(■23)  x2tx)'=  w  -+-  Ix  B(x)  -t-  x[Xi(x )  —  ijw  +  x-B.2(x)oj2 

./•-  A3(a-)to3-t-  a73A4(a?)w*-f-«.. 

qui  est  de  la  tonne  du  numéro  précédent,  puisque  les  coefficients 
de  tous  les  termes,  dont  le  degré  en  w  est  plus  grandi  que  l'unité, 
contiennent  le  facteur  x-. 

D'autre  part,  il  est  clair  que,  pour  que  l'équation  donnée  ( :■>. ») 
admette  une  intégrale  holomorphe  et  nulle  en  x  =  o,  il  faut  et  il 
suffit  qu'il  en  soit  ainsi  de  l'équation  transformée  (23),  puni 
laquelle  l'ensemble  (L)  n'est  pas  un  domaine  d'après  la  démons- 
tration du  numéro  précédent. 

6.   Supposons  maintenant  qu'on  ail 

À(o)  =  o         et         A'(oj  =  o; 

alors  le  développement  de  A(x)  commence  par  un  terme  du  second 
degré  en  x  et  nous  avons 

A(a?)  =  x*B(x), 

où  B(#)  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o. 
Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  est  de  la  forme 

(24)     x*-y'  =  x3B(x)-Jr  \y  -4-  xA.t  (x)y  -\-  ki(x)y2-±-  As(ar)j-3  — . . . 

et,  si  nous  v  effectuons  la  substitution  y  =  x-ix>,  nous  obtenons 
l'équation  transformée 

(i5)        x-u>'  =  Àio  -+-  xB(x) 

-t-  a^A^a*)  —  a]co  -1-  A.2(x)xiio--+-  As(x)x'*io3-i-. . . 

qui  est  de  la  forme  du  n°  4,  puisque  les  coefficients  de  tous  les 
termes,  dont  le  degré  en  oj  est  plus  grand  que  l'unité,  contiennent 
le  facteur  x2. 

D'autre  part,  grâce  à  la  forme  du  terme  x3B(x)*  les  coeffi- 
cients c,  et  c-2  de  la  série  (i5)  seront  nuls,  et,  par  conséquent, 
pour  que  l'équation  (aj)  admette  i\nv  intégrale  holomorphe  et 
nulle  en  ,r  =  o.  il  faut  et  il  suffit  qu'il  en  soit  ainsi  de  l'équation 
transformée  (a5),  pour  laquelle  l'ensemble  1  L  |  ne  saurait  contenir 
mi  domaine  d'après  la  démons!  rat  ion  du  11"  i.  Il  faut  seulement  que 
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le  nombre  A,  (o)  — ■  :>.  ne  soit  pas  un  entier  positif  el  pour  cela  il 
suffit  de  supposer  que  le  nombre  A, mm  ne  soil  |>.i>  un  entier 
positif. 

Nous  avons  donc  établi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  1\  .    —  Soit  l  équation  différentielle 

(26)  x^-^-  =  ly^f(x,y)         (a?=.i. 

où  la  fonction 

/"i  ./■.  ri  =  x  A(.r  )  —  x  Ai(  a?)  v  -1-  Aof.ar)^2  —  A3(a~ 1  v3  —...H-  \„(  a-)  y"—... 

es<  holomorphe  dons  le  voisinage  des  x  =  o  et  y  =  o,  s'annule 
pour  x  =  o  et  y  =0,  et  ne  contient  pas  de  terme  de  laformeXy. 
Supposons  que  le  nombre  \.{  (o)  ree  \o//  pas  e^aZ  à  ////  entier 
positif,  considérons  X  comme  un  paramètre  variable  et  dési- 
gnons pur  (L)  l'ensemble  des  voleurs  de  /.  pour  lesquelles 
l'équation  (26)  admet  nue  intégrale  holomorphe  et  s'annu- 
lant  en  x  =  o.  CeZ  ensemble  (L)  »e  contient  pas  de  domaines 
(aires)  du  plan  a  tiares  fes  trois  cas  suivants  : 

y.'.  Lorsque  les  fonctions 

-^-A2(;r),      —  A3  (a:),      •  ••,      —  A„(.r)  [où  /«  S  1 J,      ... 
a-2  .r-  a:2 

\o///  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  o; 

B'.     Lorsque     les     fonctions     \  1  ./■  1    w      V.    ;  ■.     s'annulent 
pour  x  =  o  : 

v' '.  Lorsque  nous  avons  \">>       o  e/   \  (o)       o. 

Pour  nous  rendre  bien   compte  du  progrès    que  ce  théorème 
apporte  à  la  singularité  qui  nous  occupe  ici,  rappelons-nous  que 

Briot  et  Bouquet  n'ont  étudié  l'ensemble  (L)  que  dans  le  cas  très 
particulier  où  f(x,y)  u'esl  qu'une  t'om  lion  de  x  (ne  contenant 
pas  du  tout  la  variable  y  1. 

7.  Il  est  digne  de  remarque  que  tes  fonctions  de  la  série 


(27)  Qi(n),    /Qî(n),     ^Q«(i*J V(h,(y-),     ••• 

sont  bornées    en    module   dan-    tout    domaine    lim    I)  du    plan    (A  : 
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j'entends  par  là  qu'il  existe  un  nombre  fixe  M  tel  que  l'inégalité 

K'ô^7)I<m 

soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  n  et  pour  tous  les  points 
du  domaine  D. 

En  effet,  écrivons  l'équation  différentielle  (i4)?  prise  sous  sa 
forme  la  plus  générale,  comme  il  suit  : 

\y  =  x*y'— f(x,y) 

et  remplaçons  par  leurs  modules  tous  les  coefficients  du  second 
membre;  nous  obtenons  ainsi  l'équation  différentielle 

(28)  ly  =  x\y'^F(x,y), 

où  la  fonction  F(x,y)  a  comme  coefficients  les  modules  des 
coefficients  de  f(x,y).  Soit 

(29)  oIr  +  o2a"2  +  ...+  2„a""  +  ... 

la  série  qui  répond  aux  conditions  initiales  (x  =  o,y=o)  et 
satisfait  formellement  à  l'équation  (28)  et  posons 

S„  =  I.2.3.  ..(n  —  i)R„  (  r- ); 

il  est  clair  qu'on  aura 

|Qft(n)|<Rrt(ln|) 

pour  toute  valeur  finie  de  ;a. 

D'autre  part,  si  nous  considérons  aussi  l'équation 

(30)  ïy  =  .ry  -h¥(x,y) 

qui  définit  une  fonction  implicite 

(3i)  y  =  g(x)  =  ^,.r-i-</2.r2  +  ...-i-r/„.r"-+-.  .  . 

bolomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =■  o  (d'après  un  théorème 
classique  de  Weierstrass)  et  si  nous  posons 

qous  avons  démontré,  dans  notre  travail  ci-dessus  cité  [Con- 
tribution  à  la  théorie  des  singularités  des  équations  différen- 
tielles   du    premier    ordre    (ce    Recueil,    t.    XXXVI,    n>o8)], 
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l'inégalité 

R«(||*|)<ff»(IHl) 

satisfaite  pour  toute  valeur  finie  de  |x. 

Si  nous  désignons   par  m  le  module  maximum  des  points  du 
domaine  D,  nous  aurons 

puisque  les  coefficients  du  polynôme  a^l  |a)  son!  tous  réels  el  posi- 
tifs; nous  aurons  donc  l'inégalité 

|  Q„(  a  ,|- :-„(/»), 

satisfaite  pour  toute  valeur  de  n  el  pour  tous  le»  points  du 
domaine  D,  et  il  en  sera  de  même  de  l'inégalité 

(3'.»)  \V<ln{H)\<\\°n('n)\. 

Or,  la  série 

(33)  al(m)x  -i-  -:2( ni)xn--h . .  .-^- <jlt(m)x'1-^ . .  . 

représente  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o 
et,  par  conséquent,  la  limite  supérieure  d'indétermination  de  la 
suite  des  nombres 

|a,(/n)|,     |\A,(mj|,     ...,     \\*n(»i)\,     ••• 

e>t  un  nombre  fini  K  puisque  son  inverse  j  esl  le  rayon  de 
convergence  de  la  série  (33)  •  Nous  avons  doue,  à  partir  d'une 
valeur  n ,  de  n .  l'inégalité 

(34)  |\  M«<  '",'1  </>  ~£> 

où  s  désigne  un  nombre  positif  quelconque. 

Les  formules  (32)  el  (34)  nous  donnent  enfin  l'inégalité 

I  V^T)  !<*-+■  e> 

satisfaite  pour  //  >  n ,  et  pour  tous  les  points  du  domaine  D.  Si 
donc  nous  désignons  par  K,  le  module  maximum  des  fonctions 

Qi(hi),    /Qï(i*).    ■•■i    VQ-.Cp) 
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dans  ce  domaine  D  et  par  M  le  plus  grand  des  deux  nombres  k, 
et  K     -  s.  nous  aurons  L'inégalité 

satisfaite  pour  toute  valeur  de  n  et  pour  tous  Les  points  du 
domaine  \).  Il  en  résulte  que  les  fonction-  algébriques  (27)  for- 
ment une  famille  bornée  en  module;  mais  le  11 bredes  branches 

de  ces  fonctions  n'est  ni  fixe  ni  borné  et,  par  consécpient,  il  n'est 
pas  possible  d'appliquer  à  ces  fonctions  la  théorie  des  familles  de 
fonctions  algébroïdes  bornées  en  module,  que  nous  avons  exposée 
dans  notre  Mémoire  récemment  publié  :  Sur  les  familles  d<' 
fonctions  multiformes  admettant  des  râleurs  exceptionnelles 
dans  un  domaine  (  Acla  mathematica,  t.  WW1I.  i<)i  {)• 

8.  Je  pense  qu'il  n'est  pas  douteux  que  le  théorème  l\  soit 
valable  pour  le  cas  le  plus  général  de  l'équation  différentielle  (  1  j  . 
c'est-à-dire  que  l'ensemble  (L)  ne  soit  jamais  (sans  aucune  hypo- 
thèse restrictive)  un  domaine;  mais  pour  établir  cela,  il  faudrait 
généraliser  les  théorèmes  du  premier  Chapitre  de  ce  travail,  sur- 
tout au  point  de  vue  du  degré  des  polynômes  \\,  i  z  1. 


SUR  LES  POLYGONES  INSCRITS  A  UNE  CONIQUE  ET  CIRCONSCRITS 
A  UNE  AUTRE  ET  LES  POLYGONES  FORMÉS  DE  GÉNÉRATRICES 
D'UNE  QUADRIQUE  ET  INSCRITS  A  UNE  AUTRE   QUADRIQUE: 

Par   M.   Maurice  Foûché. 


1.  Introduction.  — Je  dois  în'exeuser  quelque  peu  de  publier 
dans  ce  recueil  un  travail  d'un  caractère  aussi  élémentaire  et  aussi 
peu  original.  Toutes  les  propositions  que  je  vais  rappeler  -ont 
connues  depuis  Longtemps,  à  part,  peut-être,  les  propriétés  homo- 
Logiques  des  polygones  <!<•  Moutard,  et  encore  je  ne  voudrais  pas 
garantir  qu'elles  fussent  nouvelles.  L'intérêt  des  Lignes  qui  vont 
suivre,  >i  toutefois  il  existe,  réside  seulement  dans  la  simplicité 
1rs    démonstrations.    Cependant,    j'ai  ét<;  encouragé  à    les   taire 
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imprimer  par  les  conversations  que  j'ai  souvent  eues  pendant  les 
séances,  et  dans  lesquelles  quelques-uns  de  nos  collègues  expri- 
maient le  désir  que  la  Société  mathématique  de  France  s'intéres- 
sât plus  directement  aux  questions  d'enseignement  et  de  péda- 
gogie. Les  théorèmes  que  je  vais  étudier  passent  pour  difficiles  à 
démontrer.  Les  raisonnements  que  j'expose  ici  donneront  peut- 
être  satisfaction,  dans  une  certaine  mesure,  au  désir  précédent. 

2.  Enveloppe  du  nième  côté  d'un  polygone  de  n  côtés  disait 
à  une  conique  et  dont  les  n  —  i  premiers  côtés  sont  tangents  à 
une  autre  conique.  —  Poncelet  a  démontré  que  si  un  polygone 
de  n  côtés  est  inscrit  à  une  conique  (C0)  et  circonscrit  à  une 
autre  (C,),  il  existe  une  infinité  d'autres  polygones  inscrits  à  (Cq) 
et  circonscrits  à  (  CM  ),  l'un  des  sommets  de  ce  polygone  pouvant 
être  pris  arbitrairement  sur  (Ga  \.  Je  me  suis  proposé  de  donner 
de  ce  théorème  célèbre  une  démonstration  sans  calcul  aussi  simple 
que  possible. 

Par  un  point  A,  pris  sur  (Ga),  je  mène  une  tangente  à  (C<  i  qui 
coupe  (C„)  en  un  second  point  A2,  puis  de  A,  jemène  la  seconde 
tangente  à  (Ct),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  j'obtienne 
sur  (G0)  le  point  An.  En  joignant  Afl  à  A,  j'obl  iens  un  polygone 
de  n  côtés  inscrit  à  (C0).  En  général,  la  droite  A.„  \,  a'esl  pas 
tangente  à  (C(  ). 

Cherchons  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  le  point  V,  par- 
court la  conique  (  C0).  Je  dis  que  cette  enveloppe  est  une  conique 
du  faisceau  défini  par  les  deux  coniques  (C0  i  et  i  (.,  i. 

D'abord  cette  enveloppe  est  une  conique.  Soit  en  effet  \A  une 
droite  de  l'ensemble  considéré.  Cette  droite  coupe  la  conique  i  (  .„  | 
en  deux  points  M  et  N  qui  sont  les  mêmes  que  le^  points  désignés 
précédemment  par  A,  et  V„.  On  pourra  l'obtenir  en  taisant  la 
construction  indiquée  à  partir  du  point  M  ou  du  point  N.  Mais  du 
point  M  on  peut  mener  <.ivu\  tangentes  à  la  conique  (C,  ).  Suivant 
qu'on  prendra  l'une  ou  l'autre,  on  obtiendra  soit  la  droite  \A 
une  autre  droite  XA  ' .  Ainsi,  par  chaque  point  M  de  la  conique  (C0) 
passent  deux  droites  de  l'ensemble,  et  deux  seulement.  L'enveloppe 
de  ces  droites  est  donc  de  la  seconde  classe  :  c'est  une  conique 
que  nous  désignerons  par  (E). 

Soit  B,    un  des   points   d'intersection  des  deux  coniques. (C0) 
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et  (C|).  Du  point  B,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  à  la 
conique  (C(),  au  lieu  de  deux.  Donc  à  partir  du  point  B,,  on  ne 
pourra  construire  qu'un  seul  polygone  de  n  côtés,  le  dernier  côté 
arrivant  en  B,,  soit  B„B,.  Donc,  du  point  B,  on  ne  pourra  mener 
qu'une  seule  tangente  B,  Bw  à  l'enveloppe  du  ;iièn,e  côté.  Cela  prouve 
que  le  point  B,  se  trouve  sur  cette  enveloppe.  Gomme  il  en  est  de 
même  des  trois  autres  points  d'intersection  des  coniques  (C0) 
et  (G,),  la  conique  (E)  passe  bien  par  les  quatre  points  d'inter- 
section des  deux  autres. 

Il  peut  arriver  que  la  droite  A,A„,  au  lieu  d'envelopper  une 
conique,  passe  par  un  point  fixe  O.  Cela  revient  à  dire  que  la 
conique  (E),  enveloppe  de  At  A„,  se  réduit  à  deux  droites,  dont  O 
est  l'intersection.  En  raisonnant  par  continuité,  on  voit  que  ces 
deux  droites  doivent  passer  par  les  quatre  points  communs  aux 
coniques  (C0)  et  (Ct),  ce  qui  prouve  que  le  point  O  est  l'un  des 
sommets  du  triangle  autopolaire  conjugué  commun  aux  deuv 
coniques  (C0)  et  (C,).  Nous  verrons  plus  loin  (n°  o)  un  exemple 
de  cette  particularité  qui,  du  reste,  n'empêche  pas  les  raisonne- 
ments suivants  de  s'appliquer  sans  presque  aucun  changement. 

3.  Polygones  de  n  côtés  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits 
à  une  autre.  —  Les  coniques  (C4)  et  (E)  admettent  quatre  tangentes 
communes.  Il  semble  donc  qu'il  y  ait  quatre  polygones  de  n  côtés 
inscrits  à  (C0)  et  circonscrits  à  (C,),  ce  qui  serait  contraire  au 
théorème  de  Poncelet.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  quatre 
polygones  ne  sont  pas  des  polygones  proprement  dits.  Pour  s'en 
rendre  compte,  il  convient  de  distinguer  si  n  est  pair  ou  impair. 

Supposons  d'abord  n  pair  et  égal  à  2p.  Mettons  le  point  A,  en 
l'un  des  quatre  points  communs  aux  coniques  (C0)  et  (Ct),  et 
faisons  la  construction  indiquée  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  trace 
p  côtés,  ce  qui  nous  conduit  au  point  A/,+t.  Recommençons  alors 
la  construction  en  partant  de  ce  point  Ap+i  et  en  suivant,  en  sens 
inverse,  le  contour  précédent.  Après  avoir  tracé  p  côtés,  nous 
revenons  au  point  A,  et,  comme  de  ce  point  on  ne  peut  mener 
qu'une  tangente  à  (Ct),  le  côté  suivant  coïncide  avec  AtA2,  et 
nous  suivons  encore,  cette  fois  dans  le  sens  direct,  le  contour 
déjà  tracé.  Alors  le  côté  de  rang  n  —  1  ou  ip  —  1  se  termine  au 
point  Ap  et  la  droite  A/)A/,+,  qui  termine  le  polygone  est  bien 
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tangente  à  la  conique  (G,).  Le  polygone  ainsi  obtenu  se  compose 
du  contour  Ap+l  Aj,Ap_,  ...  v2  V,  parcouru  successivement  dans 
les  deux  sens.  Il  y  a  quatre  de  ces  polygones  singuliers  corres- 
pondant chacun  à  l'un  des  quatre  points  communs  aux.  deux 
coniques  (  Cy  )  et  (G,  ).  Si  donc  il  existe  un  polygone  proprement 
dit  de  n  côtés  inscrit  à  (G0)  et  circonscrit  à  (G,),  c'est  que  les 
coniques  (C,)  et  (E,)  auront  une  cinquième  tangente  commune. 
et  alors  elles  coïncideront,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  n  est  impair  et  égal  à  2 p  -h  1 ,  nous  placerons  le  point  \,  au 
point  de  contact  de  (G)  avec  une  des  quatre  tangentes  communes 
aux  deux  coniques  et  nous  ferons  la  construction  précédente  en 
partant  de  A,.  A2  coïncidera  avec  A,,  ^ous  continuerons  jusqu'à 
ce  que  nous  ayons  tracé  /)-fi  côtés,  ce  qui  nous  conduira  au 
point  A/)+2.  Nous  referons  alors  la  même  construction  en  partant 
du  point  A/>+2  et  en  suivant  le  même  contour  en  sens  inverse. 
Après  avoir  tracé  p  côtés  nous  nous  retrouverons  en  A,  ou  \._,  :  le 
(/>  +  i)'emo  côté  sera  la  tangente  en  A,,  qui  nous  ramène  encore 
en  A,  ou  A2  à  partir  d'où  nous  suivrons  encore  le  même  contour, 
mais  celte  fois  dans  le  sens  direct.  Pour  avoir  le  côte  de  rang  ■>/), 
il  nous  faut  tracer  p  —  1  côtés  ce  cpii  nous  amène  au  point  A2+/>_, 
ou  A^.,.,.  Finalement  le  dernier  côté  est  le  côté  A^,  A^^.2  qui  est 
bien  tangent  à  la  conique  (Ct).  Cette  lois  le  polygone  singulier 
est  composé  du  contour  A2A3  . .  .  V/,+1.  parcouru  dans  les  deux  sens 
avec  adjonction  de  la  tangente  en  A,  qui  doit  ('tic  considérée 
comme  un  côté  de  longueur  nulle.  La  démonstration  s'achève 
comme  dans  le  cas  précédent. 

4.  Transformation  polaire.  —  Construisons  la  conique  (C») 
polaire  réciproque  de  (G0)  par  rapport  à  ((  ï,  ),  puis  la  conique  (Gn) 
polaire  réciproque  de(G()  par  rapport  à  (C2)  et  ainsi  de  suite;  ou 
inversement,  dans  l'autre  sens,  la  conique  (G_t)  polaire  réci- 
proque de  (G|)  par  rapport  à (G0),  la  conique  (C_2)  polaire  réci- 
proque de  (  C0  )  par  rapport  à  i  G_<)  et  ainsi  de  suite.  Poncelet  a 
fait  remarquer  que  si  deux  coniques  consécutives  de  cette  suite 
admettent  un  polygone  circonscrit  à  l'une  et  inscrit  à  la  suivante, 
il  en  sera  de  même  de  deux  coniques  consécutives  de  la  même 
suite.  La  démonstration  es!  trop  facile  pour  que  je  croie  utile  de 
la  reproduire.  Remarquons  seulement  que   toutes  ces  coniques, 
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dérivées  successivement   l'une  de   l'autre  par   la    transformation 

polaire,  ont  le  même  triangle  autopolaire  commun.  En  particu- 
lier, si  les  deux  coniques  initiales  sont  tangentes  en  an  point  \. 
toutes  le>  coniques  de  la  suite  seront  tangentes  entre  elles  au 
même  point  A,  et  les  droites  qui  joignent  les  deuxautres  points 
communs  de  deux  coniques  consécutives  iront  toutes  se  couper  en 
un  même  point  de  la  tangente  commune  en  A.  Si  les  deux  coniques 
initiale- -ont  bitangentes  en  deux  points  V  et  B.  toutes  les  coniques 
de  la  suite  seront  bitangentes  aux  mêmes  points.  Plus  particuliè- 
rement encore,  si  les  deux  coniques  initiales  ont  même  lover  et 
même  directrice  correspondante,  toutes  les  coniques  de  la  suite 
auront  ce  même  foyer  et  cette  même  directrice. 

5.  Propriétés  homo  logiques.  —  Supposons  que  le  poly- 
gone (P0)  ait  un  nombre  pair  de  côtés  et  soient  A  et  A'  deux 
sommets  opposés  de  ce  polygone.  Si  l'on  se  donne  le  point  A 
sur  la  conique  (C0),  le  point  A'  sera  complètement  déterminé, 
et  si  Ton  se  donne  le  point  A',  on  retrouvera  pour  point  opposé 
le  point  A.  Donc  les  points  A  et  A'  forment  une  involution  sur 
la  conique  (C0),  et  toutes  les  droites  telles  que  AA'  qui  joignent 
deux  sommets  opposés  du  polygone  (Po)  et  que  j'appellerai  diago- 
nales principales,  concourent  en  un  même  point  w.  Considérons 
maintenant  deux  cotés  opposés  AB  et  A'B'.  Les  droites  \  V 
et  BB'  se  coupant  au  point  w,  ces  deux  côtés  vont  se  couper  sur  la 
polaire  (X)  du  point  co  par  rapport  à  la  conique  (  G0).  Si  Ton  tait 
une  transformation  homo  logique  de  toute  la  figure  en  prenant  w 
pour  centre,  (X)  pour  axe  d'homologie,  et  A  et  A'  pour  points 
conjugués,  on  sait  que  cette  transformation  bomologique  scia 
involutive ;  le  polygone  (Po)  se  transformera  en  lui-même.  La 
conique  (  C0)  se  transformera  aussi  en  elle-même  parce  que  L'axe 
d'homologie  est  la  polaire  du  centre  d'homologie.  La  conique  (Ct) 
doit  alors  se  transformer  en  une  autre,  tangente  à  tous  les  côtés  du 
polygone  (Po)-  Si  le  nombre  des  côtés  est  au  moins  égal  à  six. 
celle  conique  se  transformera  donc  en  elle-même.  Il  en  résulte 
(pie  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  de  |  P0  i  avec  |  (!, 
correspondent  aussi  dans  la  même  homologie,  ci  il  est  aisé  de  véri- 
fier que  (  \  )  est  aussi  la  polaire  de  (o  par  rapport  à  la  conique  (Ct). 
Enfin,  on    peut  étendre    ces   conclusions    de    proche  en  proche 
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à  toutes  les  coniques  de  la  suite  définie  au  auméro  précédent. 
Toutes  ces  propositions  sont  contenues  dans  l'énoncé  suivant  : 

Si  deux  coniques  admettent  des  polygones  de Poncelet  d'un 
nombre  pair  de  côtés,  ces  polygones  et  tous  ceux  qu'on  en  peut 
déduire  pat*  la  suite  des  transformations  polaires  définies  au 
numéro  précèdent  sont  chacun  homologique  à  lui-même  dans 
une homologie involutive dont  lecentre  et  l'axe  sont  un  sommet 
et  le  côté  opposé  du  triangle  autopolaire  commun  à  toutes  les 
coniques  de  lu  suite. 

II  est  bien  entendu  que,  parmi  les  points  qui  se  correspondent 
homologiquement  sur  un  même  polygone,  se  trouvent  d'une  pari 
les  sommets  opposés  et  d'autre  part  les  points  de  contact  de  deux 
((Mes  opposés  avec  la  conique  inscrite. 

Le  cas  du  quadrilatère  échappe  au  raisonnement  précédent 
parce  qu'il  existe  une  infinité  de  coniques  passant  par  quatre 
points  ou  tangentes  à  quatre  droites.  Ou  pourm  doue  remplacer 
les  coniques  initiales  (  C0)  et  ( C,  )  chacune  par  unv  infinité  d'autres, 
ce  qui  permettra  d'obtenir,  par  transformation  polaire,  une  infi- 
nité de  suites  de  coniques  telles  (pie  deux  coniques  consécutives 
admettent  un  quadrilatère  inscrit  à  l'un  et  circonscrit  à  l'autre. 
Mais  on  sait  que,  lorsqu'un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une 
conique,  les  diagonales  et  les  droite-,  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  passent  par  un  même  point.  Il  est  du 
reste  évident  que  ce  point  a  la  même  polaire  par  rapport  à  toute 
conique  inscrite  ou  circonscrite  au  quadrilatère.  On  peu!  alors 
vérifier  facilement  que  les  conclusions  précédentes  s'appliquent 
à  toutes  les  suites  qu'on  peut  former  en  partant  d'un  quadrilatère 
quelconque. 

(>.  Conséquences.  —  La  proposition  du  n°  i2  montre  que,  si  un 
polygone  se  déforme  en  restant  inscrit  à  une  conique  et  circons- 
crit à  une  autre,  chacune  des  diagonales  de  ce  polygone  enveloppe 
une  conique  passant  par  les  quatre  point-  d'intersection  «le-  deui 
coniques  primitives,  excepté,  si  le  aombre  des  cotés  e-t  pair,  les 
diagonales  principale-  qui  pivotent  autour  du  point  u.  On  voit 
ainsi  un  exemple  du  cas  particulier  signalé  à  la  fin  du  u"  "2.  Il  est, 
du  reste,  évident  que  si  ce  cas  particulier  se  présente  après  qu'on 
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a  tracé  //  tangentes  à  la  conique  (C(),  c'est  qu'on  retrouve  le 
même  point  Am  en  partant  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  tangentes 
qu'on  peut  mener  du  point  A,  à  la  conique  (C|)  et  alors  les  deux 
coniques  admettent  une  infinité  de  polygones  de  2/i  côtés  inscrits 
à  (C0)  et  circonscrits  à  (G|). 

Si  l'on  cherche  à  construire  un  polygone  de  'in  côtés  inscrit 
à  (C0)  et  circonscrit  à  (C|)  en  partant  de  l'un  des  points  d'inter- 
section des  deux  coniques,  il  faudra  qu'après  avoir  tracé  //  tan- 
gentes on  arrive  en  un  second  point  d'intersection  des  deux 
coniques,  puisque  le  point  to  par  où  doit  passer  la  droite  A(  A„, 
étant  à  l'intersection  de  deux  cordes  communes  aux  coniques  |  G0) 
et  (C|),  se  trouve  nécessairement  sur  l'une  des  trois  cordes 
communes  issues  de  A, .  Le  polygone  sera  constitué  par  l'ensemble 
de  ces  n  tangentes  parcouru  dans  les  deux  sens.  C'est  donc  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  que  doivent  remplir  les  deux 
coniques  pour  admettre  un  polygone  de  Poncelet  de  in  côtés. 
11  en  résulte  que  si  cette  condition  est  vérifiée  pour  deux  des 
points  d'intersection  des  deux  coniques,  elle  est  aussi  vérifiée 
pour  les  deux  autres. 

Le  cas  du  quadrilatère  présente  des  particularités  intéressantes, 
parce  qu'il  suffit  alors  de  mener  deux  tangentes  à  (C|). 

On  voit  d'abord  que,  si  l'on  se  donne  la  conique  (C0),  il  suffira, 
pour  construire  la  conique  (Ct),  de  tracer  dans  (C0)  deux  cordes 
parlant  d'un  même  point  HF,  HF' ,  et  de  tracer  ensuite  une  conique 
tangente  à  ces  deux  cordes  aux  points  F  et  F'.  Le  nombre  des  para- 
mètres dont  dépend  la  conique  (G|)  est  égal  à  \. 

Cherchons  maintenant  à  construire  le  quadrilatère  en  partant 
du  point  de  contact  A  avec  (C0)  d'une  tangente  commune  aux  deux 
coniques.  Le  second  point  se  confondra  avec  A.  De  A  on  mènera 
dans  (C0)  la  corde  AB  tangente  à  (d)  et  de  B  la  seconde  tangente 
à  (C|).  Pour  que  le  quadrilatère  se  ferme,  il  faudra  que  cette 
seconde  tangente  soit  une  tangente  commune  aux  deux  coniques, 
de  manière  à  donner  sur  (G0)  le  même  point  B.  Mors  le  quadrila- 
tère de  l'oncelet  se  réduira  à  la  droite  AB,  parcourue  deux  fois  en 
sens  inverse  avec  Les  deux  tangentes  communes  en  A  et  B  consi- 
dérées comme  des  côtés  de  longueur  nulle  [  fig.  \  ). 

I  )c  ce  cpii  précède  on  déduit,  par  des  raisonnements  trop  faciles 
pour  qu'il  soit  unie  de  les  développer,  le  théorème  suivanl  : 
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Si  deux  coniques  ((  I0)  et  (Ci)  se  coupent  en  deux  points  I  et  F  . 
r/e  manière  que  les  tangentes  à  i(l,>.  e«  ces  deux  points,  se 
coupent  en  H  sur  la  conique  i  (  '.„  i,  /'-.s-  tangentes  à  (Gt)  ""■''  rfeua 
autres  points  d'intersection  G  ■••/  G'  <ies  rfewo;  coniques  se  cou- 
peront aussi  sur  la  conique  (G0)  e«  «n  point  II  .  Les  '/'•//.;• 
droites  FF'  e<  GG' se  coupent  en  un  point  ta,  d'où  Von  peut 
mener  deux  tangentes  à  (G,  i.  (  es  deux  tangentes  coupent  (C0) 
aaa;  quatre  points  de  contact  des  tangentes  communes  aux 
deux  coniques. 

On  peut  ajouter  que  les  points  II  et  H'  son!  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  de  w  à  la  conique  (C0),  qu'ils  sont  en  ligne 
droite  avec  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  (•>  à  (G,  ) 


et  que  les  points  (de  contact  des  tangentes  communes  ave<  (Ci), 
convenablement  associés,  sont  alignés  sur  ta    voir  la  figure  i. 

XLJII. 


i  i 


—  IU  - 

7.  Cas  particulier.  —  Si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  (Po) 
esl  impair,  il  n'existe  pas  de  théorème  analogue  au  précédent; 
mais  on  peut  sign  lier  un  cas  particulier  remarquable.  Supposons 
que  les  deux  coniques  (G0)  et  (G|)  soienl  bi tangentes.  Nous 
savons  que  toutes  les  coniques  <le  la  suite  seronl  aussi  bitangentes 
aux  deux  mêmes  points  A  et  J>.  Faisons  une  transformation  bomo- 
graphique  dan-  laquelle  les  deux  poin  ts  V  et  B  seront  rem  pinces 
par  les  points  cycliques.  La  suite  àe>  coniques  sera  remplacée 
par  une  suite  de  cercles  concentriques,  et  les  polygones  i  l'i  par 
des  polygones  réguliers.  Donc  les  droites  qui  joignent  un  t\r> 
sommets  d'un  de  ces  polygones  au  point  de  contact  du  côté 
opposé  passeront  toutes  par  le  centre  commun  de  tous  ces  cercles, 
et  de  plus,  les  points  d'intersection  d'un  côté  d'un  polygone  avec 
la  tangente  à  la  conique  au  sommel  opposé  seront  tous  à  l'infini. 
En  taisant  alors  la  transformation  inverse,  nous  obtenons  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  h n  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés  est  inscrit  a 
une  conique  et  circonscrit  à  une  autre  bitangente  à  la  pre- 
mière^ les  droites  </ui  joignent  chaque  sommet  du  polygone 
au  point  de  contact  du  côté  opposé  pussent  par  le  point  de 
rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux  coniques;  les 
points  d  'intersection  de  chacun  des  c(',t,;s  du  polygone  avec  la 
tan  rente  à  la  conique  circonscrite  au  sommet  opposé  sont  tous 
sur  la  corde  commune  aux  deux  coniques.  Ce  point  et  cette 
droite  restent  les  mêmes  pour  tous  les  polygones  qu'on  obtient 
au  moyen  de  la  transformation  polaire  du  n"  \. 

Si  en  particulier  les  deux  coniques  initiales  ont  le  même  foyer 
et  la  même  directrice,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres.  Le 
point  fixe  sera  le  foyer  et  la  droite  sera  la  directrice. 

8.  Théorème  de  Moutard.  Par  un  point  \,  de  l'intersec- 
tion de  deux  quadriques  on  mène  une  génératrice  de  l'une  des 
quadriques.  Elle  rencontre  l'autre  en  un  point  \,  duquel  on 
mène  la  génératrice  de  l'autre  système  de  la  première.  Celle-ci 
rencontre  la  seconde  quadrique  en  un  point  \.9  duquel  on  mène 
la    génératrice    du    premier   système   de    la    première,    et    ainsi 
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de  suite.  Après  qu'un  a  tracé  ainsi  un  nombre  pair  de  généra- 
trices de  la  première  quadrique,  la  dernière  de  ces  génératrices 
est  du  second  système;  donc  elle  rencontre  la  génératrice  ini- 
tiale A,A2  qui  e>(  du  premier  système.  Il  peui  se  taire  <jue  le 
point  d'intersection  soit  précisément  le  point  A,.  Si  cette  parti- 
cularité se  présente,  elle  se  présentera  aussi  quel  que  soit  le 
point  de  départ  choisi  sur  l'intersection  des  deux  quadriques,  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  ainsi  formé  étant  toujours  le 
même. 

En  d'autres  ternies  : 

Si  dans  la  courbe  commune  à  deux  quadriques  on  peui  inscrire 
un  polygone  gauche  de  •>.  n  côtés  dont  les  côtés  sont  des  généra- 
trices de  l'une  des  quadriques,  on  pourra  en  inscrire  une  infinité 
d'autres  en  se  donnant  arbitrairement  l'un  des  sommets  sur  la 
courbe  commune  aux  deux  quadriques. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  projeter  toute  la  figure 
sur  un  plan  quelconque  en  prenant  pour  centre  de  projection  le 
sommet  S  d'un  des  quatre  cônes  du  faisceau  de  quadriques  défini 
par  les  deux  quadriques  données.  La  courbe  commune  se  projette 
suivant  une  conique  (C„)  et  le  contour  apparent  de  la  qua- 
drique (Qo)  suivant  une  autre  conique  (D).  Toutes  les  généra- 
trices de  (Qo)  de  l'un  ou  l'autre  système  se  projettent  suivanl  <.\r> 
tangentes  à  la  conique  (D).  Si  donc  la  particularité  indiquée  se 
présente,  il  y  aura  on  polygone  de  ■>.  n  côtés  inscrit  à  (G0)  et  cir- 
conscrit à  (D).  Donc  i!  \  en  aura  une  infinité  d'autres  el  l'on 
pourra  se  donner  arbitrairement  le  point  de  départ  '/,  sur  la 
conique  I  C0).  On  peui  donc  aussi  se  donner  le  point  de  dépari  \, 
sur  la  courbe  commune  aux  deux  quadriques.  Les  côtés  i\u  poly- 
gone (/>)  construit  dans  le  plan  de  projection  à  partir  de  aK  sonl 
chacun  les  projections  de  <\v\\\  génératrices  de  (Qo)  de  systèmes 
différents.  On  peui  alors  les  regarder  comme  les  projections 
.l'une  suite  de  génératrices  alternativement  de  première  el  de 
seconde  espèce.  Deux  génératrices  successives  de  cette  suite  se 
coupenl  doue  en  un  point  \  et  ce  poinl  est  sur  la  courbe  com- 
mune puisque   la   projection  de   leur  intersection  esl   sur  la   co- 
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nique  (G0)  (')•  Puisque  le  nombre  des  côtés  est  pair,  le  premier 
cl  le  dernier  côté  sont  des  génératrices  de  systèmes  différents  qui 
se  coupenl  aussi  sur  la  courbe  commune  en  un  point  qui  se  pro- 
jette en  at .  Ce  point  ne  peut  être  que  le  point  de  départ  A,,  et 
ainsi,  le  théorème  est  démontré. 

Il  convient  d'ajouter  qu'on  obtiendrail  un  autre  polygone  de 
.Moutard  si,  en  partant  du  même  poinl  A,,  on  avait  commencé  par 
tracer  la  génératrice  du  système  auquel  n'appartient  pas  celle 
qu'on  avait  tracée  tout  d'abord. 

9.  Propriétés  homologiques.  —  Le  point  S,  sommet  d'un  des 
quatre  cônes  faisant  partie  du  faisceau  de  quadriques  défini  pil- 
les quadriques  (Q0)  et(Q,),  a  le  même  plan  polaire  par  rapport  à 
ces  deux  quadriques  et  même  par  rapport  à  toutes  les  quadriques 
Au  faisceau.  Faisons  la  projection  sur  ce  plan  polaire  (H). 
Soit  A,A2...Ao„  le  polygone  (P)  de  ■>.//  cotés  formé  par  les 
génératrices  de  la  quadrique  (Qo)  et  a,  a->  .  .  .  ti-,„  la  projection  (p) 
de  ce  polygone  (P),  laquelle  est  par  hypothèse  inscrite  dans  la 
conique  (C0),  projection  de  l'intersection  des  deux  quadriques, 
et  circonscrite  à  la  conique  (D),  contour  apparent  de  la  qua- 
drique (Qo)-  Nous  savons  (n°  5)  que  les  diagonales  principales 
du  polygone  ( p)  passent  par  un  même  point  S,  qui  est  l'un  des 
sommets  du  triangle  autopolaire  des  deux  coniques,  et  que  les  côtés 
opposés  de  ce  même  polygone  (p)  se  coupent  sur  le  côté  S2Sa 
du  même  triangle  opposé  à  S, .  Les  contours  apparents  <  D  )  et  {D,) 
des  deux  quadriques  (Qo)  et  (Qt)  sont  tous  deux  dans  le  plan  (H) 
el  se  coupent  en  quatre  points  qui  sont  nécessairement  sur  la 
courbe  commune  aux  deux  quadriques.  Ce  sont  les  quatre  points 
d'intersection  de  cette  courbe  avec  le  plan  (H)  et  ils  se  trouvent 
ainsi    sur  la   conique  (G0)  (2).    Le    triangle   S1S2S3    est    donc    le 


(')  Il  faut  se  rappeler  que  chaque  poinl  de  (C„)  est  la  projection  de  deux 
points  de  la  courbe  commune,  de  sorte  que  la  projetante  de  ce  ]»<>ini  coupe  la 
quadrique  (Q„)  en  deux  points  qui  sont  sur  la  courbe  commune.  Le  poinl  \ 
riant  sur  la  quadrique  (Q0)  est  l'un  de  ces  points. 

(-)  On  sait  que  la  projection  d'une  courbe  tracée  sur  une  surtare  doit  être 
tangente  à  la  projection  du  contour  apparent  de  cette  surface.  On  pourrait  donc 
s'attendre  à  ee  que  la  courbe  (  C„ )  lût  tangente  à  chacune  de-  courbes  (D) 
el  i  Dj).  Mais  il  faut  faire  attention  que  la  courbe  (C0)  est  une  projection  double, 
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triangle  autopolaire  du  faisceau  de  coniques  comprenant  (C0),  (D) 
et  (D().  Puisque  (D)  est  sur  la  quadrique  <  Q0)  et  (DA  sur  la 
quadrique  |  Q<  i,  les  points  S,.  S2,  S3  sont  deux  à  deux  conjugués 
par  rapport  à  chacune  île  ces  deux  quadriques  et,  finalement,  le 
tétraèdre  S  vS|  Sj  S^  esl  le  tétraèdre  autopolaire  commun  aux  deu^ 
quadriques. 

Puisque  les  diagonales  principales  du  polygone  (p  i,  projection 
de  (P),  passent  par  le  point  St,  c'est  que  les  diagonales  princi- 
pales du  polygone  (P)  rencontrent  la  droite  SS,  joignant  le 
centre  de  projection  S  au  point  S,.  Gomme  on  aurait  pu  faire  la 
projection  en  prenant  pour  centre  l'un  quelconque  des  sommets 
des  quatre  cônes  du  faisceau  de  quadriques,  c'est-à-dire  l'un 
quelconque  des  sommets  du  tétraèdre  autopolaire,  on  voit  que  les 
diagonales  principales  du  polygone  (P)  doivent  rencontrer  une 
des  arêtes  de  ce  tétraèdre  passant  par  l'un  quelconque  de  ses 
sommets.  Cela  peut  se  taire  de  deux  manières.  Ou  bien  les  diago- 
nales principales  rencontrent  deuxarêtes  opposées  de  ce  tétraèdre, 
ou  bien  elles  vont  concourir  en  l'un  des  sommets. 

Pour  élucider  la  question,  il  convient  de  distinguer  si  //  esl 
pair  ou  impair,  c'est-à-dire  si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  i  l'i 
est  ou  n'est  pas  divisible  par  \. 

Soient  AB  et  A'B  deux  côtés  opposés  du  polygone  (P),  \ 
étant  opposé  à  A,  et  B'  à  B.  Si  //  est  pair,  les  génératrices  \l> 
et  Y  B'  appartiennent  à  un  même  système,  comme  on  le  voil 
immédiatement  en  supposant  que  le  polygone  |  P)ail  quatre  côtés, 
ce  qui  fait  //  =  >..  Alors  ces  génératrices  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  et  les  diagonales  \  \  ,  BB'  ne  peuvenl  pas  se  ren- 
contrer. Donc,  dans  ce  cas,  les  diagonales  principales  de  i  P)  ren- 
contrent deux  arêtes  opposées  du  tel  raèdre  autopolaire,  soienl  SS, 
el  S2S3.  Non-  savons  aussi  que  sur  la  projection  le  polygone  (p) 


chacun  de  ces  points  étant  la  projection  de  deux  points  de  la  courbe  commune 
aux  deux  quadriques.  Elle  peul  donc  couper  le  contour  apparent  >.m-  que  les 
tangentes  à  cette  courbe  el  au  contour  apparent  soienl  confondues,  le  poinl 
d'intersection  étanl  un  poinl  double.  La  partie  intérieure  au  contour  apparent 
esl  composée  de  points  qui  sont  chacun  la  projection  de  deux  points  réels,  tandis 
que  la  partie  extérieure  esl  le  lieu  des  projections  de  couples  de  points  imagi- 
naires conjugués.  Cette  circonstance  s.-  présente  dans  la  Géométrie  descriptive 
élémentaire,  quand  on  fait  la  projection  de  l'intersection  de  deux  surfaces  de 
révolution  dont  les  axes  se  rencontrent,  sur  le  plan  de  ces  deux  axes. 
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<■>!  homologique  à  lui-même  dans  une  homologie  involutive  ayanl 
pour  centre  S,  et  pour  axe  S2S3.  Si  donc  la  diagonale  aa'  ren- 
contre S2S3  en  m.  la  division  aa'mSt  est  harmonique.  Si  nous 
remontons  alors  au  polygone  (Pi  dont  La  diagonale  VA'  ren- 
contre SS|  en  N  et  S2S3  en  M,  la  division  A  V\l\  sera  aussi 
harmonique,  ce  * [ 1 1  î  montre  que  le  polygone  (P)  esl  homologique 
à  lui-même  dans  une  homologie  biaxiale  involutive  dont  les  axes 
sont  SS,  et  S2S:). 

Si  11  est  impair,  les  cotés  opposés  AB  et  A'B'  du  polygone  1  I'  » 
sont  deux  génératrices  de  systèmes  différents  de  la  quadrique  I  (n>„  i; 
elles  sont  donc  dans  un  même  plan,  et  les  deux  diagonales  AA' 
et  BB'  se  coupent.  Soient  alors  C  et  C  les  deux  sommets  opposés 
consécutifs  à  B  et  B'.  La  diagonale  BB'  devra  rencontrer  aussi  la 
diagonale  CO.  Si  les  trois  diagonales  AA',  BB',  CC  ne  passenl 
pas  par  un  même  point,  elles  devront  rencontrer  une  même 
droite  S/Sy,  el  alors  elles  seront  toutes  les  trois  <\a\\>  le  pi, m 
île  BB'  avec  S/Sy.  Comme  elles  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
il  faudra  qu'elles  passent  par  vin  même  point,  et,  en  raisonnant 
de  proche  en  proche,  on  verra  que  toutes  les  diagonales  prin- 
cipales doivent  passer  par  un  même  point.  Ce  point,  d'après  ce 
qu'on  a  vu,  doit  être  sur  une  arête  partant  d'un  quelconque  des 
sommets  du  tétraèdre.  Il  ne  peut  donc  être  que  l'un  de  ces 
quatre  sommets,  soit  St.  Nous  savons  de  plus  que  sur  la  projec- 
tion les  côtés  opposés  de  (p)  se  coupent  sur  S.,S:!.  Donc  les 
droites  AB  et  A'B',  qui  sont  dans  un  même  plan,  se  coupent 
sur  le  plan  SS0S3.  Si  l'on  considère  maintenant  deux  diagonales 
non  principales  mais  opposées,  telles  que  AF  et  A' F',  ces  dia- 
gonales se  coupent  encore  puisqu'elles  sont  dans  le  plan  des 
diagonales  principales  AA'  ci  FF'  qui  se  coupent  en  S.  Vous 
savons  que  leurs  projections  se  coupent  sur  S2  S3  ;  donc,  elles- 
mêmes  se  coupent  sur  le  plan  SS2S3.  Enfin  la  considération  de  la 
di\  ision  harmonique  formée  sur  la  projection  par  les  points  a  a'  S», 
et  le  point  ///  où  a  a' rencontre  S2S3  prouvera  connue  précédem- 
ment qu'il  s'agit  encore  d'une  homologie  involutive,  mais  ici, 
c'est  une  homologie  centrale  avec  S,  pour  centre  et  SS2S|  pour 
plan  d irecteur. 

Fu  résumé,  tout  polygone  formé  par  des  génératrices  d'une 
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quadrique  satisfais, ml  au  théorème  de  Moutard  est  homo- 
logique  à  lui-même  dans  une  homologie  involutive  qui  est 
biaxiale  si  le  nombre  des  côtés  est  divisible  par  [,  et  cnhair 
dans  l<-  ras  contraire.  Dans  h-  premier  cas.  1,-s  deux  axes  sont 
(leur  arêtes  opposées  du  tétraèdre  autopolaire  commun  aux 
deux  quadriques;  dans  le  second  ras.  h-  venir,'  est  l'un  des 
sommets  de  ce  tétraèdre,  et  le  plan  directeur,  A-  plan  de  la 
face  opposée  de  ce  tétraèdre. 

Il  convient  de  remarquer  que  dans  le  second  cas,  si  l'on  projette 
le  polygone  de  Moutard  en  prenanl  pour  centre  le  centre  même 
d'homologie,  les  sommets  opposés  du  polygone  se  projetteronl 
au  même  p  »int,  de  sorte  qu'on  obtiendra  un  polygone  de  //  côtés, 
c'est-à-dire  d'un  nombre  impair  de  côtés,  inscril  dans  la  projec- 
jection  de  la  courbe  commune  aux  deux  quadriques  h  circons- 
crit .m  contour  apparent  de  cette  même  quadrique. 

10.  Dans  le  plan,  le  théorème  relatif  aux  polygones  de  l'.meelet 
est  corrélatif  de  lui-même.  Dans  l'espace,  il  n'eu  est  pas  de  même 
du  théorème  de  Moutard.  Le  théorème  corrélatif  de  celui-ci  esl 
le  suivant  : 

Etant  données  deux  quadriques  (Qo)  el  (Qi)5  dans  l*un  des 
plans  tangents  communs  à  ces  deux  quadriques  on  Lrace  une 
génératrice  (G()  de  (Qo)i  et  par  cette  génératrice  on  mène  le 
second  plan  tangent  à  (Q<).  Ce  plan  e>t  aussi  tangent  à  la  qua- 
drique i  O0)  puisqu'il  contienl  la  génératrice  (G|).  (1  contient 
donc  une  génératrice  (G2)  de  (Qo)  '"  système  auquel  n'appartient 
pas  (G,).  Par  cette  génératrice  (G2)  on  mène  l'autre  plan  tangenl 
à  (Qi)  lequel  est  ,iu>si  tangent  à  la  quadrique  (Q0)  puisqu'il 
contient  (Ga).  H  contient  donc  une  génératrice  ( G»)  de  (Q0)  qui 
appartient  au  premier  système  el  pai  laquelle  on  mène  encon 
L'autre  plan  tangent  à  (Q<)  el  ainsi  de  suite.  S'il  arrive  qu'après 
avoir  tracé  ainsi  un  nombre  impair  de  génératrices  de  (Q0),  la 
dernière  coïncide  avec  la  génératrice  initiale  (Gt),  il  en  sera 
de  même  quel  que  soil  le  plan  tangenl  initial  commun  aus  deuï 
quadriques.  Il  en  sera  encore  de  même  quel  que  soil  l«'  système 
d.i  us  Lequel  on  prendra  la  génératrice  initiale. 
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Supposons  alors  que  l<^  deux  quadriques  (Qo)  el  i  Q<  i  satis- 
fassent à  la  condition  de  Moutard  (théorème  direct).  Si  l'on  con- 
struit la  quadrique  (Qo)  polaire  réciproque  de  (Qo)  p"'  rapport 
à  (Qt),  les  génératrices  de  (Qo)  seront  remplacées  par  celles 
«le  (Q2)5  et  les  points  communs  à  (Qo)  et  (Qi,>  l)ar  ^es  plans  tan- 
gents  communs  à  (Qo)  et  (Qt)-  Une  génératrice  de  (Q0  l  |  >  :  i  — ^  ;  »  1 1  r 
par  un  poinl  commun  à  (  Q0)  et  (Q()  sera  remplacée  par  une 
génératrice  de  (Qo.)  située  dans  un  plan  tangent  commun  aux 
deux  quadriques  (Q»)  et  (Q2)  et  alors  ces  deux  quadriques 
satisferont  au  théorème  corrélatif,  les  génératrices  de  (Q2) 
construites  d'après  la  règle  indiquée  formant  un  polygone  fermé 
d'un  nombre  pair  de  côtés. 

Faisons  maintenant  la  transformation  polaire  par  rapport  à  la 
quadrique  (Q2).  Chaque  génératrice  de  (Qo)  sera  transformée  en 
elle-même  et  la  quadrique  (Qi  )  sera  remplacée  par  nue  qua- 
drique (Q.i)-  Considérons  le  polygone  fermé  formé  par  la  suite 

des  génératrices  (G2)  de  (Qo).  Ce  polygone  ne  sera  pas  difie. 

Deux  côtés  successifs  de  ce  polygone  sont  dans  un  même  plan  tan- 
gent commun  aux  quadriques  (Qi)  et  (Qo)-  Ce  plan  se  transforme 
en  un  point  commun  aux  devix  quadriques  (Q3)  et  (<v>(  I,  lequel 
devra  se  trouver  sur  les  deux  génératrices  non  modifiées.  <  le  sera 
donc  leur  point  d'intersection,  et  alors  nous  retondions  sur  le 
théorème  direct.  De  là  résulte  que.  si  l'on  construit  la  suite  indé- 
finie dans  les  deux  sens  des  quadriques  obtenues  en  prenant  la 
polaire  de  chacune  d'elles  par  rapport  à  la  suivante  ou  à  la  précé- 
dente, chacune  des  quadriques  de  rang  pair,  combinée  avec  la 
suivante,  satisfera  au  théorème  de  Moutard  et,  combinée  avec  la 
précédente,  an  théorème  corrélatif.  De  plus,  ce  seronl  les  mêmes 
polygones  tracés  sur  une  des  quadriques  de  rang  pair  qui  satisfe- 
ront à  ces  deux  théorèmes. 

Enfin,  connue  la  transformation  polaire  ne  change  pas  le 
tétraèdre  autopolaire  commun,  le>  propriétés  d'homologie  se  con- 
serveront dans  toute  la  suite  par  rapport  aux  mêmes  axes  ou  au 
même  centre  el  au  même  plan  d'homologie. 
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SUR  LES  FONCTIONS  DÉRIVÉES  SOMMABLES 

Par     \l  .      V  i;\  w  |)     I  )kv.H)'S  . 


Le  présent  article  est  extrail  d'une  étude  assez  \ ,i>t<-  que  ses 
dimensions  m'ont  empêché  de  publier  dans  un  seul  Recueil,  et  donl 
l'objet  serait  parfaitement  défini  par  ce  titre  :  Mémoire  sur  ladéri- 
Kation  et  son  calcul  inverse.  Cet  Ouvrage  étail  à  peu  près  entière- 
ment terminé  au  mois  de  juillet  191  \.  La  première  partie  de  mon 
Mémoire  total  doit  constituer  le  deuxième  fascicule  du  Journal 
de  Mathématiques  [nues  et  appliquées  pour  l'aimée  [Qi5. 
Elle  est  consacrée  à  l'analyse  de  l'opération  différentielle,  en 
d'autres  termes,  aux  propriétés  des  nombres  dérivés  des  fonctions 
continues.  C'est  à  ces  pages  du  Journal  de  M.  Jordan  que  j'enten- 
drai inviter  le  lecteur  à  bien  vouloir  se  reporter  quand,  au  cours  de 
cetarticle,  je  ferai  usage  de  cette  simple  référence  :  o    irr  Partie  ». 

La  seconde  partie  de  mon  travail,  l'étude  du  calcul  inverse  de 
la  dérivation,  comporte  elle-même  (\v\w  subdivisions  d'inégale 
importance,  ayant  pour  objets  respectifs  :  l'une  les  opérations 
inverses  les  plus  connues  à  ce  jour,  savoir  l'intégration  rieman- 
nienne  et  la  sommation  besgienne  (indéfinies  i;  l'autre  la  totalisa- 
tion, celle-ci  permettant  d'obtenir  la  primitive  de  la  fonction 
dérivée  la  plus  générale.  Les  recherches  développées  ci-après 
constituent  la  première  subdivision,  consacrée  principalement  à 
l'étude  de  fonctions  dérivées  sommables,  mais  inintégrables  dans 
tout  intervalle.  La  dernière  serti. m  de  mes  recherches  relatives 
à  ces  questions  paraîtra  ailleurs  ('). 

Bien  que  la  possession  des  résultats  de  la  première  pari  ie  ae  soil 
pas  entièrement  nécessaire  pour  l'intelligence  des  raisonnements 
qui  vont  suivre,  je  crois  utile  de  rappeler  ici  les  conclusions 
essentielles  de  cette  étude  initiale. 


(')  Probablement  dans  les  Annales  de  l'Ecole  Normale,  1916. 

\i  111.  1 
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Une  fonction  continue  quelconque  <le  x  étant  donnée,  sur  une 
épaisseur  pleine  ('  )  ses  quatre  nombres  dérivés  extrêmes,  consi- 
dérés comme  associés  s'ils  son!  relatifs  aux  mêmes  côtés,  comme 
opposas  s'ils  sont  propres  à  des  côtés  et  ;i  des  rangs  différents, 
satisfont  aux  lois  suivantes  (  i "'  Partie,   n°  57)   :  Deux  dérivés 


(')  J'appelle  épaisseur  d'un  ensemble  sur  un  intervalle  ou  sur  un  segment  ab. 
le  quotient  par  h  —  a  de  la  mesure  île  la  portion  de  l'ensemble  comprise  entre  a 
et  b.  L'épaisseur  de  l'ensemble  en  unpoint  agrégé  on  étranger  .1  lui.  est  par  défi- 
nition la  limite,  si  elle  est  unique,  île  l'épaisseur  île  l'ensemble  sur  un  intervalle 
quelconque  contenant  ce  même  point  et  tendant  indifféremment  vers  zéro  en 
longueur.  Si  la  limite  n'est  pas  unique,  sa  plus  grande  el  sa  plus  petite  valeur 
sont  respectivement  1  épaisseur  maximum  et  V épaisseur  minimum  de  l'ensemble 
en  ce  point.  Il  y  a  lieu  également  d'envisager  en  un  point  quelconque  x  les 
deux  épaisseurs  droites  supérieure  et  inférieure,  et  les  deux  épaisseurs  gauches 
supérieure  el  inférieure  d'un  même  ensemble  E.  Ce  sont  les  quatre  dérivés 
extrêmes  de  même  côté  et  de  même  rang  pour  la  fonction  de  a?  égale  à  la  mesure 
de  E  entre  un  point  fixe  situé  à  gauche  de  x  el  ce  dernier  point  variable.  Ces 
quatre  nombres  sont  agrégés  au  segment  0,1.  J'appelle  ensemble  épais  tout 
ensemble  possédant  une  mesure  positive,  ensemble  mince  tout  ensemble  de 
mesure  nulle,  ensemble  épais  en  lui-même  tout  ensemble  épais  dans  chaque 
intervalle  contenant  au  moins  un  point  de  l'ensemble;  pleine  épaisseur  (sous- 
entendu  du  continu)  un  ensemble  dont  le  complémentaire  est  mince,  ou  encore 
dont  l'épaisseur  est  un  sur  tout  intervalle,  pleine  épaisseur  d'un  ensemble  V. 
tout  ensemble  agrégé  à  E  el  ayant  même  mesure  que  E. 

On  dit  aujourd'hui  assez  souvent  qu'une  propriété  d'une  fonction  est  vérifiée. 
«  presque  partout  »  si  elle  est  exacte  sur  un  ensemble  dont  le  complémentaire 
a  la  mesure  zéro.  Comme  il  me  paraît  non  moins  légitime  de  dire  qu'une  fonction 
limite  de  fonctions  continues  est  «  presque  partout  »  continue,  et  que  cependant 
l'ensemble  de  ses  points  de  continuité  qui  est  un  résiduel  (voir  ci-après)  peut  être 
mime,  pour  notre  usage  nous  substituons  à  la  locution  habituelle  «  presque  par- 
tout »  l'expression  «  sur  une  épaisseur  pleine  ». 

Les  notions  définies  jusqu'ici  dans  celte  \nte  me  paraissent  jouer  un  rôle 
essentiel  dans  l'étude  métrique  des  ensembles  et  des  fonctions.  On  les  trouvera 
assez  longuement  étudiées  au  Chapitre  initial  de  la  iro  Partie  (  n"  16  à  22). 
J'explique  au  même  endroit  les  différences  séparant  les  deux  points  de  vue 
métrique  et  descriptif,  l'un  et  l'autre  pareillement  usuels  dans  ce  genre  d'études. 
Les  notions  descriptives  (iM  Partie.  Chap.  I.  nos  1  à  15)  reposent  -m-  l'idée  de  la 
densité  d'un  ensemble  (sur  le  continu  ou  sur  tout  autre  ensemble  parfait  P). 

E  étant   un  ensemble  préalablement  réduit  .1  sa  partie  commune  avec  P,  l'usage 

esl    de  qualifier  E  de  n<m  dense  sur  P.   lorsque,   dans   toute  portion   ta  de   P   ,-  rM 

un  ensemble  parfait  agrégé  à  P  el  contenant  tons  |rv  points  de  P  situés  entre  les 
extrémités  de  ni.  il  en  existe  une  autre  ne  contenant  aucun  point  de  P.  En  ce 
cas,  l'ensemble  (E,  I'j  commun  à  E  et  à  P  a  son  dérivé  D(E,  P)  lui  aussi  non 
dense  sur  P.  E  est  dit  dense  sur  P  si  D(E,  P)  contient  au  contraire  une  portion 
de  P.  E  est  dit  partout  dense  sur  P  si  D(E,  P)  coïncide  avec  P. 

On  sait  que  I'  ne  peul  pas  être  épuisé  par  l'extraction  d'une  infinité  dénom- 
brable.  d'ensembles  non  denses  sur  lui.  Je  dis  que  E   est  gerbe  sur  P  ou  forme 
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associés  sont  égaux  s'ils  sont  finis,  inégaux  si  l'un  au  moins 
est   infini:  deux  dérivés  opposés  sont  simultanément  finis  et 
égaux  ou  infinis  et  inégaux. 

Ou  encore,  si  l'on  trace  la  courbe  G  représentative  de  la  fonction 
continue  et  si  en  un  point  M  de  G  on  construit,  pour  chacun  des 
deux  arcs  de  G  séparés  par  M,  l'angle  dérivé  de  sommel  M.  c'est- 
à-dire  l'angle  des  positions  limites  possibles  des  demi-droites  MM  . 
M'  tendant  vers  M  continûment  ou  discontinûment,  mais  sans 
quitter  l'un  et  le  même  des  deux  arcs,  alors  ou  bien  ces  deux 
angles  valent  l'un  et  l'autre  deux  droits  et  leurs  côtés  sont  con- 
fondus avec  la  perpendiculaire  à  Ox  menée  par  M:  ou  bien  ces 
deux  angles  sont  adjacents  et  supplémentaires,  leur  côté  commun 
étant  la  perpendiculaire  ascendante  ou  la  perpendiculaire  descen- 
dante (deux  cas  à  distinguer),  leurs  deux  autres  côtés  étant 
inclinés  surOj  et  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre;  ou  bien 
l'un  et,  l'autre  sont  nuls  et  ils  se  réduisent  à  deux  demi-droites 
se  prolongeant  et  inclinées  sur  Ox  (tangente  i'i  pente  finie). 
En  toute  précision,  ces  quatre  cas  fondamentaux  des  nombres 
dérivés  peuvent  être  tous  en  défaut  en  certains  points  M.  mais 
l'ensemble  de  ces  derniers  se  projette  certainement  sur  O.r  en  un 
ensemble  mince. 

sur  1'  une  «erbe,  si  E  est  la  réunion  d'une  infinité  déoombrable  d'ensembles  non 
denses  sur  P  (ensembles  de  première  catégorie  de  M.  Baire).  J'appelle  résiduel 
de  P  un  ensemble  agrégé  à  P  et  dont  le  complémentaire  relativement  a  I'  est 
gerbe  sur  P.  Un  ensemble  quelconque  non  gerbe  sur  P  est  qualifié  d'inexhaustible 
sur  P  (ensemble  de  deuxième  catégorie).  Tout  résiduel  est  inexhaustible,  mais 
la  réciproque  n'est  pas  exacte.  Les  résiduels  doivent  leurs  principales  propriétés 
aux    trois    caractères    suivants    appartenant    également    aux    pleines   épaisseurs 

d'un  ensemble   parfait    continu    ou   discontinu  P,  non  mince  et  (ai 'in-   pour 

l'exactitude  'lu  premier  caractère  1  épais  en  lui  même  : 

i'  Un  résiduel  de  P  est   partout  dense  sur  I'  : 

2°  Une  infinité  dénombrable  de  résiduels  de  P  ont  en  commun  un  résiduel  deP; 

3°  Tout  résiduel  d'un  ensemble  parfail  contient  lui-même  un  ensemble  parfait 
|  ri  par  suite  une  infinité  1. 

Je  crois  enfin  utile  de  rappelerque  je  distingue  systématiquement  sous  les  noms 
d'intervalle  ab  et  de  segment  ab  les  ensembles  respectifs  a      ./■      h  et   "     x     /<. 

Je  renvoie  également   poui    ces  définitions  à  deux   Notes  des  Comptes  rendus 
(3i  mai  et   1  \  juin   1  ,i  >  ). 

Tout  comme  dans    la    1       Partii    el    pour   les    mêmes   raisons    de  commodité, 
j'emploie  le-  seules  initiales  /..  /.  en  guise  de  référence  aux    Leçons  sur  finie 
gration  de   M.  Lebesgue  (Gauthier-Villars,   collection  Borel),   ouvrage  dont    les 
théories   doivent    être    parfaitement    familières    au    lecteur  désireux    de    suivre 
aisément  le  présent  e\posé. 
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On  peut  donner  une  troisième  forme  au  même  énoncé.  Tout 
nombre  intermédiaire  aux  deux  dérivés  extrêmes  relatifs  à  un  côté 
étant  qualifié  de  dérivé  médian  pour  ce  côté  (  ire  Partie,  p.i45).  une 
fonction  continue  satisfait  en  chaque  point  d'une  épaisseur  pleine 
aux  conditions  suivantes  :  ou  bien  tout  nombre  fini  en  est  un  dérivé 
médian  bilatéral  en  ce  point  (dérivés  extrêmes  4-  ce  et  — ce  de 
chaque  côté);  ou  bien  tout  nombre  fini,  sauf  un,  est  dérivé  médian 
unilatéral,  le  nombre  exceptionnel  étant  dérivé  extrême  bilatéral 
(deux  dérivés  opposés  finis  et  égaux,  les  deux  autres  étant  infinis 
et  inégaux);  ou  bien  aucun  nombre  fini  n'est  dérivé  médian, 
un  seul  est  dérivé  extrême  bilatéral  (  cas  de  la  dérivée  ordinaire 
finie). 

Tous  ces  résultats  se  déduisent  de  deux  propositions  essen- 
tielles que  j'appelle  les  Premier  et  Second  Théorèmes  des 
nombres  dérivés  et  dont  les  conséquences  théoriques  sont  longue- 
ment développées  dans  la  première  partie.  J'ai  établi  enfin  que  J<> 
quatre  cas  fondamentaux  peuvent  être  réalisés  par  une  même 
fonction  continue  sur  des  pleines  épaisseurs  de  quatre  ensembles 
quelconques  dont  la  réunion  forme  le  continu. 

Voici  maintenant  un  bref  aperçu  des  résultats  ci-après  déve- 
loppés. J'entreprends  d'abord  une  analyse  a  priori  d'une  notion 
dont  l'aide  m'a  été  des  plus  utiles  dans  les  pages  ultérieure-, 
celle  de  fonction  approximativement  continue.  La  définition 
purement  métrique  de  ces  fonctions  (on  la  trouvera  un  peu 
plus  bas)  entraîne  des  conséquences  descriptives  d'une  précision 
presque  inattendue,  à  mon  sens  du  moins.  Ainsi,  d'une  part,  une 
fonction  de  l'espèce  dite  prend  toute  valeur  comprise  entre  deux 
de  ses  valeurs  particulières,  et,  second  caractère, elle  est  limite  de 
fonctions  continues.  Ces  deux  propriétés  créent  déjà  une  analogie 
profonde  de  ces  fonctions  avec  les  dérivées.  Il  y  a  plus  :  toute 
fonction  approximativement  continue  bornée  est  une  fonction 
dérivée.  Et  cependant,  les  deux  classes  sont  différentes  l'une 
•  le  l'autre.  Car  je  donne  l'exemple  de  deux  fonctions,  l'une 
approximativement  continue,  l'autre  dérivée,  coïncidant  en  tous 
les  points  étrangers  à  un  ensemble  parfait  mince,  et  différant 
entre  elles  d'une  unité  en  tous  les  points  de  ce  dernier. 

L'usage  de  cette  nouvelle  espèce  de  fonctions  m'a  permis  de 
démontrer  de  diverses  manières  assez  commodes   le  théorème  de 
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M.  Lebèsgue  énonçant  l'identité  sur  une  épaisseur  pleine  du  coef- 
ficient différentiel  d'une  somme  besgienne  indéfinie  avec  la  déri- 
vée de  cette  dernière. 

La  suite  et  la  lin  de  l'article  sont  consacrées  à  l'étude  de  phi- 
sieurs  exemples  de  fonctions  dérivées  bornées  présentant  les  deux 
signes  dans  tout  intervalle.  L'emploi  des  fonctions  approximati- 
vement continues  est  fondamental  pour  mes  recherches  sur  ce 
sujet.  Il  me  paraît  jeter  un  jour  très  vif  sur  cette  question,  où 
Kôpcke  fut  un  initiateur  souvent  fautif,  .le  reprends  son  exemple 
par  mes  méthodes,  je  crois  en  simplifier  beaucoup  l'exposé,  la 
justification,  et  j'en  élargis  notablement  les  hypothèses.  Enfin, 
je  construis  des  fonctions  dérivées  partout  nulles  en  dehors  d'un 
ensemble  parfait  épais  en  lui-même  et.  variantes  en  tout  point  de 
celui-ci,  ce  qui  donne  pour  leurs  primitives  (dont  je  n'ai  d'ailleurs 
pas  besoin  de  chercher  les  expressions)  des  fonctions  continues 
constantes  dans  les  continus  à  un  ensemble  parlait,  variant  sur 
celui-ci  et  possédant  une  dérivée  finie  (et  même  bornée)  en  tout 
point  de  l'ensemble. 

Il  ne  m'est  pas  possible  de  reprendre  par  le  détail  au  débul 
de  cet  article  toutes  les  définitions  de  termes  et  tous  les  commen- 
taires accompagnant  celles-ci.  déjà  fournis  dans  la  première  partie. 
Je  me  permets  d'adresser  le  lecteur  à  celle-ci.  notamment  pour 
éclaircir  la  distinction  entre  les  points  de  vue  descriptif  et 
métrique  dans  la  théorie  des  fonctions  et  des  ensembles  et  pour 
justifier  divers  changements  que  je  crois  utile  d'apporter  à  la  ter- 
minologie habituelle. 


LES    FONCTIONS     APPROXIMATIVEMENT    CONTINUES. 

1.  Nous  dirons  qu' une  fonction  f,(x)  est  approximativement 
continue  en  un  point  a ■„  si:  quelque  soit  le  nombre positij  t. 
l'ensemble  E(#0te  >  des  points  x  donnant  lieu  à  l'inégalité 

r) -/(*,)  |<  s, 

est  d'épaisseur  égale  à  i  s  en  ./•„. 

D'après    cette   définition,    quel    que   soil    le   nombre  e,    donné 
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d'avance,  il  est  possible,  à  tout  nombre  positifs',  de  faire  corres- 
pondre un  nombre  positif  7)  tel  que,  sur  tout  intervalle  de  Longueur 
inférieure  à  7)  et  contenant  r0,  l'épaisseur  de  l'ensemble  E(;r0,s) 
surpasse  i  —  e'.  Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  ne  restreint  en  rien  la 
généralité  de  la  définition,  si  l'on  prend  pour  z'  une  fonction  par- 
ticuliève  quelconque  de  e,  infiniment  petite  avec  e.  Soit  en 
effet  G(  t)  l'une  d'elles.  Supposons  qu'il  existe,  pour  toute  valeur 
des,  un  nombre  7)  tel  que  l'épaisseur  de  l'ensemble  E(x0.si  à 
l'intérieur  de  tout  intervalle  de  longueur  inférieure  à  t\  et  conte- 
nant x  soit  supérieure  à  i  —  Ô(e). Je  dis  qu'alors  l'ensemble  E(.r0.  t) 
est  d'épaisseur  égale  à  un  en  x0,  quel  que  soit  z.  En  effet,  un 
ensemble  a  en  un  point  quelconque  une  épaisseur  au  moin>  égale  à 
celle  de  toute  partie  de  lui-même.  Or,  l'ensemble  \L(x0,z)  con- 
tient E(;r0,  z{  )  quel  que  soit  z{  inférieur  à  z.  Mais  l'épaisseur 
de  E(j70,£,  )  en  x0  est  au  moins  i  — -  9  (s,  ).  Donc  E(;r0,  z)  a  au  moins 
cette  épaisseur  en  x0.  B(e,)  étant  infiniment  petit  avec  e(,  L'épais- 
seur de  E(a?0,s)  en  x0  est  un.  On  peut  en  particulier  définir  ainsi 
la  continuité  approximative  d'une  fonction  :  c'est  la  condition 
qu'à  tout  nombre  e  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre  r, 
tel  que,  dans  tout  intervalle  contenant  x0  et  de  longueur  infé- 
rieure à  y,,  l  épaisseur  de  l'ensemble 

|/(*)-/(aro)|<s 
soit  supérieure  à  i  —  z. 

2.  La  même  classe  de  fonctions  peut  encore  se  caractériser  par 
la  définition  suivante  équivalente  aux  deux  premières.  Selon 
l'usage,  convenons  de  dire  qu'une  fonction  est  continue  sur  un 
ensemble  E  au  point  x0,  si  f  (oc)  n'a  pas  d'autre  limite  que /'(./•„  ) 
quand  x  tend  vers  x0  sans  quitter  E.  Cela  étant,  supposons  qu'une 
fonction/  soit  continue  sur  un  ensemble  E  ayant  en  x0  l'épais- 
seur un.  Il  est  évident  qu'elle  sera  approximativement  continue. 
Car,  quelque  soit  e, /étant  continue  sur  E,  il  existe  un  nombre  // 
tel  que  sur  la  partie  E(/i)  de  l'ensemble  E  agrégée  à  l'inter- 
valle x0 —  h,  #0+  h,  on  a 

|/(aO—/(*o)|<«. 
Donc,  E(/t)  fait  partie  de  E(xù,s).  Or  E(h)  ne  différant  de  E 
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qu'à  distance  finie  de  ./\,.  possède  en  x0  la  même  épaisseur  que  E. 
E(a?0,e)  a  donc  bien  pour  toute  valeur  de  ;  l'épaisseur  i  en  ,/0. 
f  est  en  jc0  approximativement  continue  selon  notre  première 
définition. 

Réciproquement,  je  dis  que  siE(#0,e)  a  l'épaisseur  i  en  ./•„. 
quel  que  soit  z.  il  est  possible  de  construire  un  ensemble  E  ayanl 
en  x0  l'épaisseur  un  et  sur  lequel/  est  continue  au  poinl  ./„. 
Soit  t„  un  nombre  positif  décroissant  tendant  vers  zéro.  Soil  //„  un 
nombre  positif  tel  que  dans  tout  intervalle  contenant  x0  cl  tic  lon- 
gueur inférieure  à  //„.  l'épaisseur  de  El  ./■„.  £„  |  surpasse  i —  e„.  hn  ne 
pouvant  être  borné  inférieurement  par  un  nombre  positif,  nous 
pouvons  toujours  prendre  h „  intérieur  kh„_i.  Gela  étant,  dési- 
gnons par  E^  l'ensemble restanl  dans  E(x0,£n  »  quand  ou  retranche 
de  ce  dernier  les  points  distants  de  x0  de  moins  de  hu  et  de  plus 
àe£„ha+i.  E'n  est  i\^nc  l'ensemble  des  x+  simultanément  agrégés 
à  E(jc0:în  »  et  aux  deux  segments  définis  par  le-  inégalités 

znhn+i  —  \x  —  Xq  I     //„. 

EJ  étant  agrégé  à  E(x0,tn+P  I  l'est  donc  aussi  à  E| ./■„.  z„  |  quel  que 
soit  p. 

Soit  E  la  réunion  des  E'(l.  .le  dis  que/est  continue  surE  et  que 
l'épaisseur  de  E  en  x0  est  im.  Montrons  d'abord  le  premier  point. 
Si,  x  étant  agrégé  à  E,  on  a 

'•  —  -'\>  I  <  En  fc/i+l. 

x  lait  partie  de  l'un  au  moins  des  ensembles  l^,+(.  l">„+j ,,,,|N 

agrégés  à  E|  a?0,  :„  i.  I  k>nc 

|/(a?) -/(*•)! 


est  inférieur  à  îrt.  De  là  résulte  évidemment  l'égalité  limite 

/  x)  =/(a 

.r  tendant  vers  ./  „•  indififéremmenl .  mais  sans  quitter  E. 

En  second  lieu,  montrons  que  sur  un  intervalle  ayanl  I  une  de 
ses  extrémités  fixe  en  #0,  l'autre  tendant  vers  /„.  l'épaisseur  de  E 
tend  vers  un.  Toul  intervalle  contenant  x0  et  dont  la  longueur  tend 
vers  zéro,  étant   la  réunion  de  deux  intervalles  de  l'espèce  précé- 
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dente  relativement  au  premier  la  même  propriété  de  E  subsistera. 
Supposons  par  exemple  que  l'intervalle  i  ait  pour  extrémités  x0  et 
x0  -{-  0,0  élanl  positif  et  tendant  vers  zéro.  Si  o  est  entre  A//+)  ei  //„. 
E  contenant  E„  contient  sur  l'intervalle  i  tous  le»  points 
de  E(.r0,£„  )  à  l'exception  d'une  partie  de  ceux  qui  sont  compris 
entre  X0  et  X0  -j-  tHhn+\  •  Or.  d'après  o  <  hln  E(a?0,  en)  a  sur  /  une 
épaisseur  supérieure  à  i  —  sw  :  donc  >ur  /.  E(5r0,£«)  a  une  mesure 
supérieure  à  (i  —  -~„)i.  Les  points  de  E(#0,  s„)  étrangers  à  E  sont 
dans  l'intervalle  :r0,  a?0+£«^«+i-  Us  ont  donc  une  mesure  infé- 
rieure à  t„/>n+\  <  î«'-  Donc,  E,,  et  a  fortiori  E  ont  sur  i  une 
mesure  supérieure  à  (i  —  2s„)f\  et  par  suite  une  épaisseur  supé- 
rieure à  i  —  2t„.    Or,  quand  o  tend  zéro,  -  et  en,  dépendant   de  o. 

tendent  sers  zéro.  Donc,  E  a  l'épaisseur  i  en  x0. 

En  résumé,  nous  avons  cette  nouvelle  définition  équivalente  aux 
deux  premières  :  Une  fonction  est  <(ii<>  approximativement  con- 
tinue quand  elle  est  continue  sur  un  ensemble  ayant  lèpais- 
seur  un  en  x0-  Le  mode  de  raisonnement  employé  dans  cette 
démonstration  sera  rappelé  en  d'autres  endroits  de  ce  Mé- 
moire. 

3.  Enfin,  il  est  manifeste  que  les  ensembles  f( x)  ^>f(x0)  -t-  z 
etf(x)  <if(x0)  —  e  ont  l'épaisseur  zéro  en  x0.  Car  l'un  et  l'autre 
sont  inclus  dans  le  complémentaire  de  E(a?0,e).  Au  contraire. 
E(ie0,s)  étant  dans  chacun  des  ensembles  f(x)<Cf(x0)-\-e 
etf(.r)  >»  /  (  x0)  —  £^  ceux-ci  ont  l'épaisseur  un  en  x0,  pour  toute 
valeur  positive  de  e.  Il  résulte  de  là  que  les  ensembles  f  (a?)  •<!  a 
et  f(x)  ^>  a  ont  chacun  l'épaisseur  un  en  leurs  propres  points 
(et  par  suite,  comme  il  sont  entièrement  étrangers  l'un  à  l'autre, 
l'épaisseur  zéro  chacun  aux  points  de  l'autre).  Je  dis  que,  récipro- 
quement, une  fonction  remplissant  cette  dernière  condition  est 
approximativement  continue. 

En  effet,  l'ensemble 

/£/(*„) -H  « 

a  l'épaisseur  zéro  en  ,r0,  sinon  l'ensemble 

/</(*•)  +  * 
n'aurait    point,   contrairement   à  noire   hypothèse,    l'épaisseur  un 
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en  x0  qui  lui  est  évidemmenl  agrégé.  Pareillement,  l'ensemble 

./'   /u-„)-; 

a  l'épaisseur  zéro  en  .r„.  Donc  l'ensemble  complémentaire  delà 
somme  des  deux  premiers  et  caractérisé  par  les  conditions 

/(*,)  -e  </</(*•)  +  s, 

cet  ensemble  a  l'épaisseur  un  en  ./•„.  Voici  «lune  une  quatrième 
définition  équivalente  aux  dois  premières  : 

I  ne  fonction  J  est  dite  approximativement  continue  si, 
quelque  soit  a.  les  ensembles />  *  etf<C  a  o///  respectivement 
l'épaisseur  t  \  ew  chacun  de  leurs  points. 

On  voit  encore  qu'en  tous  les  points  de  l'ensemble  mince  où 
l'épaisseur  de  l'agrégat />a  n'esl  ni  un  ni  zéro,  on  ne  peul  avoir 
ni  j  >»  a.  ni  f<^a.  On  a  donc/=  a.  De  même  si  en  .r,.  l'épais- 
seur de  l'ensemble  _/" -<  P  n'est  ni  un  ni  zéro,  on  a  /"(#«)=  B. 
Nous  allions  l'occasion  prochaine  d'utiliser  ces  remarques. 

4.  Voici  une  propriété  importante  des  fonctions  approximati- 
vement continues  en  un  point  : 

Toute  fonction  continue  d  'une  fonction  approximativement 
continue  en  .r0  est  elle  aussi  approximativement  continue  au 
m éiue  point. 

Par  exemple,  le  carré  d'une  fonction  de  cette  sorte,  un  poly- 
nôme dont  elle  est  la  variable  (ou  même  un  polynôme  à  plusieurs 
variables  constituées  par  de  telles  fonctions  |  sont  encore  des  fonc- 
tions approximativement  continues.  Etablissons  le  théorème  dans 
sa  généralité. 

Soit  -i(  ))  une  fonction  définie  dans  un  intervalle  entourant  y0 
et  continue  pour  y  =yo  =/(#o)-  Supposons  f(x)  approximati- 
vement   continue    en    .r0.   Je  \en\    lier  que    'f[./(^']        'j- 1  '  I 

jouit  de  cette  même  propriété  en  %0.  En  effet,  •  étant  donne,  je 
peux,  a  cause  de  la  continuité  de  f,  déterminer  un  nombre  -/.  tel 
que  l'inégalité  \y  —  r0 1  <  a  entraîne 

I  o(y)  —  <f(y0)\  <  e- 
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Donc  en  tout  poinl  x  où 

(0  \f(.T)-f(x0)\<7., 

on  a 

(-2)  K(*)-^l)l<t. 

Mais,  /'  étant  approximativement  continue,  l'ensemble  E(.r0.a) 
défini  par  l'inégalité  (i)  a  une  épaisseur  égale  à  un  en  x0.  Et  non» 
voyons  que  l'ensemble  défini  par  la  condition  (2)  contient  tous 
les  points  de  E(#0,a).  H  a  donc  lui  aussi,  quel  que  soit  s,  une 
épaisseur  égale  à  un  en  x0.  Donc  &(x)  est  approximativement  con- 
tinue en  ir0- 

Nous  appliquerons  ce  théorème  à  la  fonction  o(y)  =  ya+'!\  où 
y  est  positif  ou  nul  et  où  a  est  positif.  (L'introduction  dune 
imaginaire  ne  crée  aucune  difficulté.)  L y  étant  le  logarithme 
népérien  réel  de  y,  j'a(cos  fil^y  -+-  i  sin  j3L>'),  est  continue  enj 
dans  tout  le  champ  où  nous  la  considérons.  Si  donc/est.  approxi- 
mativement continue,  jamais  négative,  fa(cos  (3L/-+-  i  sin  3L/  ) 
est  aussi  approximativement  continu,  a  et  ,3  étant  fixes,  le  premier 
positif. 

o.  Je  dis  qu'une  fonction  mesurable  quelconque  f est  approxi- 
mativement continue  sur  une  épaisseur  pleine. 

Je  rappelle  qu'une  fonction  mesurable  est  par  définition  une 
fonction  telle  que  l'ensemble  des  points  a?  définis  par  a  -</<  3  soit 
mesurable,  quels  que  soient  les  nombres  fixes  a  et  |ii.  On  voit  sans 
peine  qu'il  en  est  alors  ainsi  des  ensembles  caractérisés  par  les 
relations  a^  /,  ol=J'  (L.  /.,  p.  1  1  1).  La  démonstration  que  nous 
avons  en  vue  reposera  sur  un  théorème  fondamental  dans  l'étude 
métrique  des  ensembles  :  l'épaisseur  d'un  ensemble  mesurable  esl 
un  sur  une  pleine  épaisseur  de  lui-même.  En  d'autres  termes, 
l'ensemble  des  points  de  E  (supposé  mesurable  i  où  l'épaisseur  de  E 
est  soit  non  définie,  soil  définie  et  inférieure  à  un.  cel  ensemble 
est  mince  (1"    Partie,    u"  20).   Soit,   s  étant   un  nombre  positif, 

une  progression  de  raison-»  indéfinie  dans   les   deux  sens 

/_»,    •■•.   /'i,    /'a,    •••,  F/i,    ....   Soit    E»   l'ensemble   «les  points 


—  171  — 

où  r/,_,  <C/<C  ''/»+)•  Gel  ensemble  esl  d'épaisseur  un  en  chacun 
de  ses  points,  sauf  éventuellement  en  un  ensemble  mince  R^. 
Soit  R(s)  la  réunion  de  tous  les  R^.  R  est  encore  de  mesure  nulle 
comme  étant  la  somme  d'une  inliniié  dénombrable  d'ensembles  de 
cette  espèce.  Soit  £  un  point  n'appartenant  pas  à  R(e).  ç  appar- 
tient visiblement  à  au  moins  un  dc>  ensembles  Ep.  Si.  en  effet, 
/(;)ne  coïncide  avec  aucun  terme  de  la  progression,  s'il  esl  par 
suite  compris  entre  deux  terme-  consécutifs  /,,.  rp+iJ  ;  appartient 
à  la  lois  à  F,p  et  à  E/>+, .  Si  /'coïncide  avec  l'un  «le-  termes,  soit  rp, 
Ç  appartient  à  F,p  et  seulement  à  lui.  Supposons  donc  que  :  soil 
dans  E,,.  L'ensemble  E(Ç,  s)  :  \f{x)  — /(ç)|  <  £  contient  évidem- 
ment tout  l'ensemble  E^.  Car  l'intervalle rp_trp+i,  de  longueur  ï, 
renfermant /(£)  est  inclus  dans  l'intervalle  de  milieu /(ç)  et  de 
longueur  it.  Donc,  tout  nombre  /  intérieur  à  l'intervalle  rp_t  rp+l 
diffère  de  /(ç)  de  moins  de  z  en  valeur  absolue.  Donc,  tout 
point  de  E^  est  un  point  de  E(  ;.  e).  ;  n'appartenant  pas  à  R(e),  n'ap- 
partient pas  à  R^,  donc  l'épaisseur  de  E^  en  ;  el  a  fortiori  celle 
de  E(ç,e)  en  ;  est  ('gale  à  un.  En  résumé,  l'ensemble  des  point-  ; 
en  lesquels  E(ç,  s)  n'a  pas  l'épaisseur  un  est  de  mesure  nulle.  Car 
cet  ensemble  est  inclus  dans  R(e).  Nous  avons  déjà  remarqué 
que  E(£, a)  contient  E(ç.a')  si  y.'  est  inférieur  à  a.  Donc, 
E(£",a)  a  en  ;  au  moins   la  même  épaisseur  que  E(ç,a').  Soient 

£,.  î2 -«*    •••'  une  suite  de  nombre-   positifs   tendant    vers 

zéro.   Formons    R(î,),    R.u2) R(e«) et    -<>it    II    leur 

réunion.  R  est  de  mesure  nulle.  Soit  ;  un  nombre  n'appartenant 
pas  à  R.  Quel  que  soil  //.  l'épaisseur  de  E(Ç,eH)  en  ;  esl  égale  à 
un.  Donc,  quel  que  soit  £.  il  en  est  de  même  de  l'épaisseur 
de  E(q,  s)  puisque  zn,  tendant  vers  zéro,  esl  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  h  inférieur  à  e.  Donc,  en  dehors  de  R,  j  est  partout 
approximativement  continue. 

Ce  théorème  ne  doit  pas  affaiblir  aux  yeux  du  lecteur  la  portée 
du  caractère  présenté  parle-  fonctions  approximativement  conti- 
nues en  tout  point  d'un  intervalle.  Car,  dan-  la  théorie  des  fonc- 
tions dérivées,  les  ensembles  de  mesure  nulle  sont  loin  de  jouer 
un  rôle  négligeable,  comme  on  le  montre  |  i '"  l'an  le.  qoi»63  et  64) 
par  des  exemple-  de  fonctions  variant  el  même  oscillanl  dan-  tout 
intervalle  et  possédant  toutefois  une  dérivée  nulle  sur  une  épaisseur 
pleine.  Il  n'esl  pas  inutile  de  rappeler  ici  qu'une  I onction  continue 


don!  la  dérivée  '  do  il  coïncider  avec  une  fonction  donnée,  sauf 
éventuellement  en  un  ensemble  mince  inconnu,  comporte  au  moins 
toute  l'indétermination  d'une  fonction  continue  arbitraire  à 
nombres  dérivés  iinis.  Signalons  encore,  pour  justifier  que  tous 
les  caractères  propres  d'une  fonction  peuvent  être  rassemblés  sur 
un  ensemble  de  mesure  nulle,  cette  proposition  qu'un  mode  de 
raisonnement  entièrement  analogue  au  précédent  permettrait 
d'établir  :  Toute  fonction  mesurable  finie  ou  infinie  coïncide 
avec  une  certaine  fonction  déclasse  2  (au  sens  de  M.  Baire)  sur 
une  épaisseur  pleine.  La  démonstration  se  développe  aisément 
avec  ce  départ  qu'une  fonction  constante  finie  ou  infinie  sur  un 
ensemble  parfait  et  nulle  en  dehors  de  celui-ci  est  de  classe  1.  Or, 
il  existe  des  fonctions  de  classe  supérieure  à  2  ('). 

anticipant  sur  la  définition,  étudiée  plus  loin,  de  la  sommation 
besgienne  et  sur  certaines  propriétés  de  calcul  résultant  immé- 
diatement des  règles  de  cette  opération,  j'établirai  d'abord  le 
théorème  essentiel  suivant  : 

6.  Vue  Jonction  '-o(x)  mesurable  bornée  est  la  dérivée  de  son 
intégrale  besgienne  indéfinie  en  tout  point  où  cette  fonc- 
tion o(x)  est  approximativement  continue. 

En  effet,  posons 

y(x)dx=f(x). 


f. 


Soit  1  un  nombre  positif  quelconque.  Si  œ  est  approximativement 
continue  en  x0,   l'épaisseur  de  l'ensemble  E  défini  par  la  condi- 

t  ion 

|o(a7)  —  <p(ar0.)|  <e 

esl  égale  à  un  en  x0.  Il  y  a  donc  un  nombre  r\  tel  que,  dans  tout 
intervalle  a[3  de  longueur  inférieure  à  y,  et  entourant  .r0,  l'épais- 
seur de   l'ensemble  précédent  surpasse  1 ^1  M  étant   la  borne 

supérieure  des  valeurs  absolues  de/  dans  l'intervalle  où  's(x)  est 


1    \u  sujet  de  et-  théorème,   consulter  Borel,   Comptes  rendus.  -,  déc.   igi  I 
l.i  BESGUE,  Comptes  rendus,  28  déc.  kjo3  et  aussi  voir  L.  !..  p.   ta5. 
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considéré.  Soit,  sur  x3.  E'  l'ensemble  complémentaire  de   E.  Lu 
mesure  de  E'  est  inférieure  à  4i(p—  «)■  Formons  la  différence 

/(P)— /(».»=  /      ?(*)<te  =  (P  — «)«?(*0)-t-  /      [?(*)  —  ?(*,)]  «te. 

•a  .  'a 

Le  second  terme  est  égal  à  la  s me  des  intégrales  de  es  prises 

la  première  sur  E  (c'est-à-dire  après  avoir  annulé  <p  hors  de  E), 
la  seconde  sur  E'  (signification  analogue).  Dans  la  première,  le 
coefficient  différentiel  ç  —  <d0  est  en  valeur  absolue  inférieurà  sel 
l'ensemble  base  d'intégration  E  a  une  mesure  inférieure  à  3 —  a. 
Cette  intégrale  est  donc,  d'après  la  définition  de  la  somme  bes- 
gienne,  moindre  en  valeur  absolue  que  e((3  — a).  Pour  la  seconde, 


|«p(a?)—  'f'^o)| 

.  ,   I 

>t  inférieur  évidemment  à    <M.    Mais    la    mesure 
'intégration  E'  est  inférieure  à  -^  (3  —  a).  On  a 

/(P)-/(«)  =  (p-a)[?(*o)-4-a86], 


ô2  étant  certainement  inférieur  à  un.  La  relation  précédente  ayant 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  a  et  3  satisfaisant  aux  seules  condi- 
tions  ol^x0  S.  p.    j3  —  a<7j,    le   nombre    positif  7)   étant    calcu- 

111  1  -I  -      •    1  /'(./•   I  f(Xn)  ,  /  N 

labié  au  moyen  de  s.  il  est  évident  que ' — tend  vers  ®(x0) 

X  —  ./„ 

en  même  temps  que  ./•  vers  ,r0-  Nous  avons  ainsi  la  conséquence 
suivante  très  importante  : 

Toute  fonction  bornée  approximativement  continue  en 
chaque  point  est  une  fonction  dérivée.  En  conformité  de  ce 
principe,  nous  établirons,  pour  certaines  fonctions  remarquables 
étudiées  plus  loin,  la  propriété  d'être  <l»'>  dérivées,  et  nous  n'au- 
rons point  besoin  pour  cela  de  connaître  explicitement  leur 
primitive. 

7.  11  est'essentiel  pour  l'exactitude  <!«•  ce  théorème  que  ç  soil 
borné.  Prenons  en  effel  pour  sp  une  f.uici  ion  paire  qui,  pour  ./  posi- 
tif, est  nulle  en  dehors  de  tous   les  intervalles  in  d'extrémités-, 
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— \ — -•  Les  i„  forment  un  ensemble  sans  épaisseur  à  l'origine,  car 

leur  longueur  totale  entre  o  et  x  supposé  compris  entre  —  et- > 

°  *  '  '  mm  —  i 

est  au  plus  égale  à  N  — .  lui-même  comparable  à  — -»  donc  à  x'2. 

Donc,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  œ  en  dehors  de  ces 
intervalles,  cette  fonction  est  approximativement  continue  à  l'ori- 
gine si  elle  y  est  nulle.  Or,  supposons-la  continue  sur  chacun  des 
intervalles  in  et  représentée  sur  le  n"'me  par  les  deux  côtés  d'un 
triangle  avant  sa  base   coïncidant  avec  in    et   sa  hauteur  positive, 

('12a le  à  :>>//,  donc  son  aire  égale  à  —  ,  co  est  continue  en  dehors  de 
°  °  n- 

l'origine.  Or,  si — <  -r  <C 


m  ~  m  —  i 


f(  x  )  =  /     <p  rfa?  =  \  —  -h   /     tj! 


<:/.r. 


La   dernière    intégrale    est  positive    et   au   plus    égale    à  — -•    La 

série  antécédente  a  pour  somme  —  à  un  facteur  près  tendant  vers 
un  pour  m  infini.  Donc  f(x)  admet  à  l'origine  pour  dérivée  droite 
l'unité,  f  étant  une  fonction  impaire  a  la  même  dérivée  gauche. 
Or,  le  coefficient  différentiel  -o  de  l'intégrale  indéfinie  /(x),  à 
l'origine  est  nul  et  non  pas  égal  à  un,  et  cependant,  la  fonction 
sommable  ca  est  approximativement  continue  en  ce  même  point. 

Cet  exemple  montre  donc  une  différence  typique  des  deux 
notions  de  fonctions  dérivées  et  de  fonctions  approximativement 
continues.  En  effet,  d'une  part,  la  fonction  continue  J  est  l'inté- 
grale indéfinie  d'une  fonction  ce  partout  approximativement  (ou 
exactement)  continue,  et  possède  partout  une  dérivée  /  '  (puisque  çp 
en  dehors  de  l'origine  est  continu).  D'autre  part,  l'identité  f  —  © 
n'est  pas  en  tout  point  satisfaite. 

Nous  allons  montrer  par  d'autres  exemples  caractéristiques  les 
oppositions  des  deux  notions  de  fonction  dérivée  et  de  fonction 
approximativement  continue,  ce  qui  donnera  ensuite  plus  d'inté- 
rêt à  diverses  propriétés  remarquables  communes  à  ces  deux  classes 
de  fonctions. 

8.  Nous  venons  de  voir  que  si,  x  étant  agrège-'  au  segment  (0,2), 
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nous  taisons  b(x)  =  o  en  dehors  de  tous  les  intervalles  —à  — j — -> 

iMi il  in),  h  sur  ceux-ci  étanl  figuré  par  les  deux  côtés  d'un  triangle 
isoscèle  admettant  i„  pour  hase  et  la  hauteur  positive  :>./t.  la  fonc- 
tion ô  est  sommable.  Déplus,   i"    /     b  dx  =  x[\ -h  i\  r )]:>."  \'<-n- 

'    0 

semble  des  in  a  sur  l'intervalle  ox  une  mesure  égale  à 

./■•-[  i  —  s,  i  .n]. 

t(x)  et  st(#)  tendant  vers  zéro  avec  x.  Cela  étant,  soil  1'  nu 
ensemble  parfait  mince  dont  les  contigus  un  ou  anbn  sont  tous 
inférieurs  à  4-  Considérons  une  fonction  il/ ainsi  définie.  Sur  P, 
-i  =  o.  Sur  u„  de  milieu  c«,  povir  a„  -<  #^c„,  •!/  =  ()<./■ — a«), 
pour  c„^<^,  ^  =  9(6„  -a?).  •!/  est  continu  eu  toul  poinl 
intérieur  à  l'intervalle  u„.  Posons 


/     ty  dx  =  (x  —  an)  [  i-\-  t\(x  —  a„  i  ]. 

Pour  aa  <.&  =  Cn,  nous  avons  y,    -si./       a«).    Pour  c;   x<.bn, 

écrivons 

/       ^  of a?  =  (bn  —  x )[i-+-  z(bn —  x)], 
fX<ldx=  f1"1-  fL'"=un\x^i(^)\  -(bn-x)[i  +  e(bn-x)] 
=  (a?  —  an)  •+-  »„  e (—M  —  (bn  —  x)  i(b„  —  x)  =  {x  —  an) (î 


avec 


f^_  — ï  .(*.-*). 


^  —  «„     \  2  /         a;       a, 
D'après 

*<„  <  i{x  —  an)     el     o<  bn  —  x<x  —  a,„ 

|ri|  est,   pour  toute   position   de  X  sur  */„.    inférieur  à   la   valeur 
pour   u  =  x  —  an   d'une  certaine    fonction  ^(a)    calculable   au 
moyen  de  la  fonction  El  x)  el  infiniment  petite  avec  u. 
La  série 


j"        ^ltX  =   V„   =   UH    j^-E^'jJ 
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étant  convergente.   !>  esl    sommable.    Posons,   a   étanl    l'extrémité 
gauche  de  1*. 


/ 


>b  dx  =  f(x). 


Utilisons  la  notation  suivante  introduite  dans  la  i"  Partie 
(n°  10)  :  V„  étant  un  nombre  quelconque  défini  pour  chacun  des 
contigus  un  de  P,  si  la  série  Vn  esl  absolument  convergente,  nous 
désignerons  par  (#S#')VW  l;i  série  des  nombres  \  „  relative  à  lou-. 
les  intervalles  un  entièrement  agrégésk  l'intervalle  xx1 (x  <C  x'). 
Ceci  posé,  on  a  évidemment 


f(:r)  =  (al.x)vn  -+-  (o  I 


mi 


w  étant  nul  quand  X  est  sur  P  et  égal  à  un  quand  x  esl  intérieur 
à  um,  avec 

K=  i      ty  dx  =  (x  —  a,,)  |i  +  t)(/-  a,,)]. 

Soit  maintenant  ;  un  point  quelconque  de  P  et  x  un  point  exté- 
rieur à  P.  y.  étant  un  très  petit  nombre  positif  indépendant, 
soit  h  un  nombre  tel  que,  pour  toute  valeur  de  u  inférieure  ;i  //. 
T\t(u)  soit  inférieur  à  a.  Soit  toujours  \x  —  £|<//.  î"  Si  x  —  ; 
est  positif,  on  a 

/(>)  — /(;)  =  (?Sa;)c„  -  toi,,,. 

Or  d'après  x  —  ç  <<  /<.  on  a 

•>*  =  "«  (i-H  o„a),     \m  =  (x  —  am)  (i  -4-  8' a), 

avec  q-u  et  o'2  <  i .  Donc 

/(*)—  /(£>  =  [(?Sar)a„-t- co(r  —  «„,)](i  4- 3"a) 

avec  o"-  <\  i  •  Or,  la  mesure  de  |*  étant  nulle,  le  premier  crochet 
est  exactement  x  —  \.  Donc,  la  correspondance  de  h  à  v.  étanl  pos- 
sible, y  possède  en  ^  la  dérivée  droite  i.  2°  Pour  a?  <C  ç,  on  montre 
par  l'égalité 

f {%)—/(*)  =  (*2«)p„-i-  co'J,,,. 
avec  w'=  o  si  a?  est  sur  P,  to'=  i  et 

■>«  =  /      tydx=  (bn—  x)\i-h7](bn—  a?)| 


pour  am  <ix  <C.bm.  que  /  possède  en  ;  la  dérivée  gauche  i.  Si 
donc,  une  fonction  ta  coïncide  avec  ô  hors  de  I'  el  vaut  1  sur  P, 
cette  fonction  est  la  dérivée  de  y"  aussi  bien  sur  P  qu'en  dehors 
de  P.  où  elle  est  continue. 

Montrons  que  *i  nul  sur  P  est  approximativement  continu  en  tout 
point  de  P.  Il  suffit  de  faire  voir  qu'en  tout  point  de  I*  l'épaisseur 
de  l'ensemble  E  défini  par  -l  ^=  o  est  nulle.  Or.  sur  «„  entre  an 
et  ./•  <Zc„.  la  mesure  de  cet  ensemble  vaut 

!  ./•  —  a„  i-  l  i  -+-  Ei».r—  a     . 

Si  x  est  compris  entre  cn  el  bn.  la  mesure  de  ce1  ensemble  est 
inférieure  à  sa  mesure  entre  an  et  l>n-  soil  deux  lois  -.1  mesure 
entre  an  et  c„.  donc  à 

3H  .(?)]<»<•—>■[--«.,(?)]■ 

d'après  r  —  ««>  — •   Donc,   quel  que  soit  a  sur  uR,  les  mesures 

de  E  sur  l'intervalle  <t„.c  el  sur  l'intervalle  xbn  sont  respecti- 
vement inférieures  à  k\  x  <i„  I2  el  /.(/'„ —  .' ')2,  />  étant  le  maxi- 
mum de  a[\  4-  e,  (,r)J  pour  t<a!<2.  /  est  une  constante  numé- 
rique. Or,  la  mesure  de  E  entre  un  point  ç  de  1'  et  un  point  x  à 
sa  droite  est  \  lit  ')  u.w  —  to'j.,,,  i  ./  i  avec  ;/■,  mes.  de  E  sur  f/„. 
uB(a?)  =  mes.  de  E  entre  a„  et  x  situe  sur  //„.  w  =  o  >i  a  esl 
sur  P,  lo  =  i  si  x  est  intérieur  à  i/m.  Donc,  la  mesure  de  E  entre  ; 
et  x  est  inférieure  à 

*(&£*) ujg-t- Art  ./■-  a„,  i5   C*l<  ^2ar)wn-l-  (a:  —  a,„  )]*  =  Ai.c  -  ;  l*. 

On  trouve  la  même  borne  si  x  esl  à  gauche  de  :.  Donc  l'épais- 
seur de  E  en  :  esl  bien  zéro.  Donc,  la  fonction  sommable  <p  est 
approximativement  continue  sur  1'  el  (railleurs  elle  I  esl  exac- 
tement hors  de  1*.  El  cependant  &  n'est  pas  une  fonction  dérivée. 
Car  une  fonction  dérivée  qui  coïncide  avec  «L  en  tous  ses  points 
de  continuité  diffère  de  -l  d'une  unité  en  tout  point  de  P. 

En  prenant  pour  P  un  ensemble  parfait  mince  ou  épais,  en  pre 
uani  pour  fonction  génératrice  9i  x  >  celle  qui  est  nulle  aux  mêmes 

i      ■  n       '   •    '        ' 

points  que  la  première,  mais  qui,  sur  les  intervalles  -  a  - 

est    représentée  par  les  deux   côtés  d'un  triangle  de  base  i„  el  de 

V  I    I  I I  '  «^ 
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hauteur  positive  supérieure  à  n-,  h(x)  continue  dan-  L'inter- 
valle (0,2)  n'est  pas  sommable  à  l'origine.  En  définissant  dans 
chaque  contigu  à  P  la  fonction  tj;  au  moyen  de  b  par  la  même 
règle  que  ci-dessus,  et  en  faisant  -]/  =  o  sur  P,  on  a  toujours  une 
fonction  approximativement  continue  sur  P  et  exactement  con- 
tinue hors  de  P,  mais  non  sommable  au  voisinage  d'aucun  point 
de  P.  Or,  une  fonction  dérivée  positive  est  toujours  sommable. 

9.  Il  y  a  donc  des  fonctions  approximativement  continues,  et 
naturellement  non  bornées,  qui  ne  sont  pas  des  fonctions  dérivées. 
Pareillement  il  y  a  des  fonctions  dérivées,  même  bornées  qui  ne 
sont  pas  des  fonctions  approximativement  continues. 

Ainsi,  désignons  par  co(a?)  la  dérivée  de  #2sin-.  o  est  nul 
pour     .r  =  o;     pour  x  ^  o,    o(x)    vaut     —  cos — h  2.x sin--    Le 

second  terme  étant  continu,  o  est  ou  non  approximativement  con- 
tinu en  même  temps  que  le  premier  terme.  L'ensemble  des  points 


où  l'on  a 


1 

cos- 

x 


<  -,  on (  n  H —  ) -    <"  arc  sin z(  n  entier),  cet 

x        \  2/1 

ensemble  a  au  voisinage  de  l'origine  une  épaisseur  sensiblement 

égale  à  —  quand  s  est  petit,  comme  le  lecteur  le  verra  sans  peine. 

Donc,  cd  n'est  pas  approximativement  continue  à  l'origine.  Par  la 
méthode  de  la  condensation  des  singularités,  on  peut  rendre  par- 
tout dense  l'ensemble  des  points,  où  une  fonction  dérivée  est  non 
approximativement  continue. 

D'ailleurs  toute  fonction  continue  de  co  n'est  pas  nécessairement 
une  fonction  dérivée.  Ainsi,  le  carré  d'un  nombre  étant  bien  une 
fonction  continue  de  ce  nombre,  formons  z2.  Si  o2  est  la  dérivée 
d'une  fonction  continue  (I>.  co  étant  borné  avec  un  seul  point  de 
discontinuité  (l'origine),  donc  intégrable  au  sens  de  Riemann, 
on  a 

•I»(.r)  —  <î»(o)=    /      o2  dx 

«A 

=   /      cos2  -  dx  —  il      x  sin  -  dx  -+-  j   I      x-  sin-  -  dx  • 
Jn  oc  JQ  x  J0  X 

Examinons  si  le  quotient  de  ces  intégrales  par  x  a  une  limite 
|mur  3'  =  o.    Pour  le>    dcu\  dernières,    il  en  esl  bien  ainsi  et  La 
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limite  cherchée  est  zéro.  La  première  intégrale  est 


x       rx       2 
— -   I      cos  - 

2    Jn 


Ce  second  terme  j(x)  esl  infiniment  petit  par  rapport  à  /  .  En 
effet,  l'intégrale  /'(«)=  j  cos  w-^>  égale  à  /'(./>  pour  x  =  -, 
est,  si  u  est  compris  entre  m  etm+i,  la  somme  d'un  terme 
irrégulier  inférieur  en  valeur  absolue  à  A'  et  d'une  série  alternée 
à  termes  décroissants  dont  le  terme  général  est 


x    r%    cose 


(nu  H- 6)' 

le  terme  initial  correspondant  à  /i  =  m  -jr-  i .  Cette  série  est  infé- 
rieure en  valeur  absolue  à  son  premier  terme,   lui-même  moindre 

que  —  -  ui(u)  est  donc  infiniment  petit  quand  //  croit  indéfiniment. 

ti  t     i  *         j     j(x)  n  F(x)  —  F(o)  , 

11   en  est  de  même  de  — — -   pour  x  =  o.    Donc  - —  tend 

x      '  x 

vers  -  pour  x  =  o,  et  non  pas  vers  m-\  o)  =  o.  o2(a?)  n'est  donc  pas 

une  fonction  dérivée.  M.  Lebesgue  [L.  /.,  p.  ()(>.  note) a  donné  des 
exemples  analogues  de  fonctions  déduites  de  dérivées  par  transfor- 
mation continue,  et  qui  ne  sont  cependant  pas  des  dérivées.  La 
fonction  |cp (x)\,  le  lecteur  le  prouvera  sans  peine,  n'esl  pas  une 
dérivée  à  l'origine.  Lue  fonction  dérivée  coïncidant  avec  |<p(a?)| 
pour  x  -^é.  o  (et   ceci  esl  possible,  |<o(a.*)|  étant    continue  hors  de 

l'origine),  prendra  à  l'origine  la  valeur  -  ci  non  pas  |cp(o)|  =  o. 

Or,  |«|  est  une  fonction  continue  de  //. 

Ces  préliminaires  nous  servent  à  justifier l'intérêl  de-  trois  pro- 
priétés suivantes  appartenant  aux  fonction-  approximativement 
continues  quelconque-  el  révélant  malgré  toul  une  grande  simi- 
litude de  caractères  entre  elles  et  le-  fonctions  dérivées. 

10.  I  ne  fonction  approximativement  continue  ^  x)  prend, 
à  Vintérieur  d'un  intervalle  quelconque  ab1  toute  valeur 
intermédiaire  à  <{*{  <i  i  et  tyi  b  |. 


—  180  — 

L'énoncé  analogue  est  vrai  de  toute  (onction  dérivée  ©(#), 
d'après  un  théorème  bien  connu,  donné-  pour  la  première  fois  par 
M.  Darboux  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues 
(Annales  de  l'Ecole  Normale,  1875).  On  peut  même  énoncer  la 
proposition  plus  générale  suivante  :  Si  ©  est  en  tout  point  un 
dérivé  bilatéral,  médian  ou  extrême,  fini  ou  infini,  d'une  fonc- 
tion continue  J(x),  cp  prend  sur  ab  toute  valeur  comprise 
entre  ©(#)  et  ®(b  >. 

Nous  observerons  d'abord  que,  si  ;a  est  la  variation  relative  de/ 

entre  a  et  [i  (savoir  VR(/,  a.  [})  =        §  _     *    )  >  ©  prend  entre  a 

et  3  la  valeur  pu  On  montre  ceci  comme  le  théorème  de  Rolle. 
Considérons  la  courbe  figurative  de  /  entre  a  et  è,  P  et  Q  -^ 
points  d'abscisses  a  et  3.  La  plus  grande  distance  à  la  corde  PQ 
d'un  point  de  l'arc  PQ  possède  un  maximum  atteint  au  moins  en 
un  point  M  d'abscisse  £.  La  parallèle  menée  par  M  à  PQ  peut  ren- 
contrer l'arc  PQ  en  une  infinité  de  points,  mais  laisse  les  autres 
du  même  côté  d'elle-même.  Donc  en  ç,  /  ne  saurait  avoir  d'autre 
dérivé  bilatéral  que  pu  On  a  donc  o(Ç)  —  p-- 

Cela  posé,  soit  L  un  nombre  compris  entre  ©(a)  et  ©(&)  sup- 
posés distincts,  le  premier  par  exemple  étant  inférieur  au  second. 
Choisissons  indifféremment  A  et  B  satisfaisant  aux  conditions 

tp(a)<A<L<  B<<p(6). 

D'après  la  définition  des  nombres  dérives,  il  y  a  entre  a  et  b  : 
i°  un  point  a?,  tel  que  VR(/,  a,  #,)  soit  inférieur  à  A;  20  un 
point Xo  tel  que  VR(/,  x-2,  b)  surpasse  B.  Considérons  la  fonction 

de  de  us  variables  VR(/,  x,  x')  =— — j-—^ — -»  continue  en  x  et  x' 

aux.  points  x,  x1  non  coïncidants,  x  étant  initialement  en  a  et  ./ 
enx,,  faisons  passer  continûment  x'  de  x{  en  b,  puisa?  de  a  en  x2. 
La  fond  ion  se  trouve  être  passée  continûment  de  A  à  B.  Donc 
elle  a  pris  la  valeur  L  pour  un  couple  x  =  a,  x'—  (3  agrégé  au 
segment  ab.  Donc,  entre  a  et  j3,  et  par  suite  sur  ab.  cp  prend  la 
valeur  L. 

\ « m~.  établirons  cette  même  propriété  pour  les  fond  ions  approxi- 
mativement continues,  en  utilisant  la  remarque  faite  plus  haut 
qu'une   fonction  ■li.r)  étant  de  telle  sorte,  l'ensemble  défini  par 
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l'une  des  inégalités  iL(#)<  ni  ou  'l(x)  >  m  (égalité  exclue  dans 
les  deux  cas)  ;i  en  chacun  de  ses  points  une  épaisseur  égale  ;'i  un. 
Donc,  1  épaisseur  de  chacun  de  ces  ensembles  e->i  en  même  temps 
nulle  en  tout  point  de  l'autre. 

Supposons  qu'une  fonction  approximativement  continue  d; égale 
à  y.  en  a.  à  (3  en  b,  (  y.  <;  (3)  ne  prenne  pas  entre  <i  et  b  nue  certaine 
valeur  y  intermédiaire  à  a  et|(3.  Suit  E  l'ensemble  des  points  de  ab 
où  •}  surpasse  y  et  E'  celui  où  -|  est  inférieur  à  y.  -I  n'étant  nulle 
part  égal  à  y,  tout  point  de  ab  appartient  à  E  ou  à  E'.  E  et  E'  sont 
donc  complémentaires  sur  ah.  Or,  soit  l(x)  la  longueur  de  E 
entre  a  et  x.  Dire  qu'en  un  point  E  possède  une  épaisseur  définie 
et  égale  àe,  c'est  dire  qu'en  ce  même  point,  l(%)  admet  une  dérivée 
égale  à  e.  Donc,  en  tout  point  de  "b.  la  fonction  continue  l{x) 
admet  une  dérivée  l'(x)  égale  à  o  ou  à  i,  selon  que  ce  point 
appartient  à  Eou  à  E',  et  n'ayant  pas  d'autre  valeur  possible  puisque 
tout  point  de  ab  est  agrégé  soit  à  E  soit  à  E'.  Or,  a  appartenant 
à  E,  b  à  E',  la  fonction  dérivée  l\x)  prendrait  en  <i  la  valeur  un, 
en  b  la  valeur  zéro  et  ne  prendrait  aucune  valeur  intermédiaire. 
Ceci  est  absurde,  comme  nous  venons  de  l'expliquer.  Donc, 
'ii  prend  entre  a  et  b  toute  valeur  v  intermédiaire  à  x  et  j3. 

11.  Si  •!>(  x  i  est  une  fonction  approximativement  continue, 
les  points  où  <b(x)  est  compris  entre  <j> (a)  et  'A (b)  forment  un 
ensemble  épais  sur  ah. 

Eu  effet,  soit  y  un  point  intermédiaire  à  J/( a)  et  ^(6)  supposés 
distincts.  Alors.  b(x)  prend  entre  a  et  è,  au  moins  en  un  point  x0. 
la  valeur  v.  d/  étant  approximativement  continue,  l'ensemble  des  x 
où  'l  est  compris  entre  ù(ct)  et  b(b)  a  l'épaisseur  un  en  y.  Cet 
ensemble  ne  peut  donc  pas  être  mince. 

Les  (onctions  dérivées  jouissent  de  cette  même  propriété. 

12.  Une  fonction  approximativement  continue  est  limite  de 

fonctions  continues. 

Montrons  pour  cela,  selon  un  théorème  de  M .  Baire,  que  la  fonc- 
tion considérée  J/esl  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble 
parfait  P.  L'hypothèse  opposée  esl  I  existence  d'un  ensemble  par- 
iait P,  continu  ou  discontinu,   en-  tout  point  duquel   l'oscillation 
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de  'l  sur  l>  surpasse  un  certain  nombre  positif  fixe  210.  Autrement 
dit,  x  étant  un  point  quelconque  de  P,  l'écart  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  limites  possibles  de  ']>(<;„),  \n  tendant  vers  x  sans 
(/ailler  P,  surpasse  :>w.  Soit  X(#)  cette  plus  petite  limite  ou 
minimum  de  ']>  sur  P  en  x,  définie  en  tout  point  x  de  P.  <l  est 
supposé  fini  en  tout  point,  mais  X(x)  [toujours  au  plus  égal  à-i(ic), 
valeur  limite  correspondant  à  £«  ==  x  quel  que  soit  /*]  peut  être 
infini  négatif.  Considérons  l'ensemble  E„  des  points  où 

niu^À(ï)  <  (n  -+- 1  )  10 , 

//  «tant  positif  ou  négatif.  Tout  point  x  où  "k(x)  est  fini  appartient 
à  l'un  des  E„  et  à  un  seul.  Si  "a  est  infini,  nous  plaçons  x  dans 
l'ensemble  E^.  L'ensemble  P  est  décomposé  en  une  infinité 
dénombrable  d'ensembles,  savoir  les  E  pourvus  d'indices.  L'un 
au  inoins  de  ces  ensembles  est  partout  dense  sur  P  ou  sur  une 
portion  rode  P(').  Supposons  d'abord  que  cet  ensemble  ait  un  indice 
fini  m.  Alors  'bt{x)  =  'l(x) —  (m +  1)10  a  en  tout  point  de  cet 
ensemble  E/w  dense  sur  to  un  minimum  (relatif  à  P,  ou  à  to,  ce  qui 
est  la  même  chose,  tous  les  points  de  P  compris  entre  les  extré- 
mités de  to  étant  agrégés  à  to)  négatif,  et  d'autre  part,  comme  ce 
minimum  est  au  moins  égal  à  —  to,  le  maximum  de  'b{  (x)  en  tout 
point  de  to  surpasse  tu.  Donc,  les  deux  ensembles  entièrement 
distincts  H  où  <lt  est  négatif  et  H'  où  •},  surpasse  to,  sont  l'un  et 
l'autre  partout  denses  sur  to.  Or,  H  en  chacun  de  ses  points,  H7  en 
chacun  de  ses  points,  ont,  comme  nous  l'avons  vu,  l'épaisseur  un. 
Mais,  H  étant  partout  dense  sur  to,  l'ensemble  des  points  de  to  où 
l'épaisseur  maximum  de  H  est  un,  est  un  résiduel  de  to  (2).   De 


(']  D'après  ce  principe  qu'un  ensemble  parfait  P  n'est  pas  la  réunion  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  non  denses  sur  lui.  Ou  encore,  avec  la  termi- 
nologie posée  dans  la  note  de  la  page  162,  P  n'est  pas  gerbe  sur  lui-même,  P  esl 
;i  lui-même  un  de  ses  résiduels. 

(-)  En  vertu  du  Premier  Théorème  des  nombres  dérives  n"  Partie,  n°s  18  ei 
suiv.)  et  grâce  à  cette  observation  que  m(a)  étant  la  mesure  d'un  ensemble  E 
entre  un  point  fixe  situé'  à  gauche  de  x  et  x  lui-même,  l'épaisseur  maximum  de  l'- 
en x  est  le  plus  grand  des  dérivés  supérieurs  gauche  et  droit  de  m(x).  [Tout 
dérivé  de  m(x)  est  agrégé  au  segment  0  —  1].  D'après  le  Premier  Théorème, 
si  m(x)  possède  la  dérivée  1  en  un  ensemble  partout  dense  sur  us,  m(x)  possède 
le  dérivé  bilatéral  (nécessairement  supérieur  dans  le  cas  présent)  un  en  un 
résiduel  de  n. 
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même  en  tous  les  points  d'un  ensemble  résiduel  sur  ra,  l'épaisseur 
maximum  de  H'  est  un.  Ces  deux  ensembles  résiduels  ont  en 
commun  un  ensemble  Pi  de  même  nature.  En  toul  point  ;  de  ce 
dernier  ensemble  R.  les  épaisseurs  maximums  de  H  et  de  H'  sont 
un.  H  et  H'  étant  complètement  distincts,  l'épaisseur  de  chacun 
d'eux  en  ;  a  donc  pour  minimum  zéro  et  pour  maximum  un.  Or, 
■l,  i-tant  approximativement  continue  comme  l'est  i,  l'épaisseur 
de  H(<!/,<o)  ne  saurait  être  indéterminée  ou  inégale  à  o  et  à  i 
qu'en  des  points  où  -L,  est  nul  (3).  De  même,  l'épaisseur  de 
H'(d/|  >co)  ne  peut  présenter  l'un  des  précédents  caractères  que 
si  'li  =  <.<).  Nous  aboutissons  donc  à  une  impossibilité  puisque,  en 
tous  les  points  ;  de  E,  <!/,  devrail  être  à  la  t'ois  o  et  oj.  Donc  iL  esl 
ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble  parfait.  -I  esl  limite 
de  fonctions  continues  ou  «  de  classe  un  »,  d'après  le  théorème 
de  M.  Baire. 

Il  resterait  toutefois  à  examiner  le  cas  où  l'ensemble  (fermé)  E_x 
serait  seul  dense  sur  P.  Alors.  <!/(#)  étant  fini  en  tout  poinl  ./ . 
l'oscillation  est  partout  infinie  sur  P.  Ouel  que  soit  //.  positif  ou 
négatif,  l'ensemble  des  points  de  P  où  <b  est  inférieur  à  //  est  dense 
et,  d'autre  part,  l'ensemble  G„  des  points  où  iL  >  n,  n'est  pas  non 
dense  sur  P  quel  que  soit  //.  puisque  P  est  constitue  par  la  réunion 
des  G„.  Si  donc  <î,„  est  partout  dense  sur  une  portion  ro  de  P, 
nous  lui  faisons  jouer  le  rôle  de  H'.  H  étant,  sur  ro,  l'ensemble 
■!/(./•)<;  m  —  i.  Les  raisonnements  faits  ci-dessus  s'appliquent 
sans  changement  à  ces  deux  nouveaux  ensembles  II  el  II',  to  étant 
remplacé  par  i  (  '  ). 


(')  Un  pourrait  considérer  des  fonctions  présentant  simplement  une  prépon- 
dérance de  continuité,  plus  précisément,  satisfaisant  à  cette  condition  :  Les 
ensembles    f(x)>f(xti)  —  ;   et   /(./•)<  f[  u;,  )■+■  £  ont  en  ./,,  l'un   et    l'autre 

une  épaisseur  minimum  ■>  supérieure  .1  -  (égalité  exclue),  u  pouvant  d'ailleurs 

dépendre  de  ./•„  et  de  :.  L'ensemble  /(a  j  vt)\  r  a  par  suite  une  épaisseur 
minimum  positive  en  /„.  Mais  cette  propriété  n'implique  pas  la  définition  posée. 
Ollc-ci  équivaut  au  contraire  .1  la  suivante  :  Quels  que  soient  j  c/  p,  les  en- 
sembles /      a  ei  f      's  ont  en  chacun  de  leurs  points  une  épaisseur  minimum 

.1 

supérieure  a  -  ■ 

En  un  point  où  y  surpasse  2.  l'ensemble^/-  1  ayant  une  épaisseur  minimum 
supérieure  à  -•  l'ensembley>a  qui  est   entière ni   étranger  au   premier,  pos 
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13.   Remarquons   immédiatement  une  conséquence  du  résultat 

sède  une  épaisseur  maximum  inférieure  à  ->  et    réciproquement.   Si  donc,  en  un 

point    j\.    l'un    des   ensembles  f      a   et    /  >  a    admet    l'épaisseur    médiane    ou 

extrême  -  pour  au  moins  un  côté,  on  a/(i,)  =  a. 

De  là  résulte,  par  application  du  premier  théorème  des  nombres  dérivés  .* 
l'épaisseur  des  ensembles,  que  d'une  part  les  ensembles  f  <  a  et  f  >  jï  ne  peuvent 
pas,  si  a  <  p,  être  simultanément  partout  denses  sur  un  même  ensemble 
parfait  P,  sinon   en   tout  point    \  d'un   résiduel  1!   de  P,  l'un   et   l'autre  possé 

deraient  bilatéralement   une    épaisseur   supérieure   au   moins  égale  à  -•  Comme 

ces  deux  ensembles  sont  étrangers  l'un  à  l'autre  (l'hypothèse  a  i  [5  suffirait  à  cela), 
en  %  chacun   d'eux  aurait    aussi    bilatéralement   une   épaisseur  inférieure   au   plu-. 

égale  à  -•    Donc,  en  \.  le    nom  lue  —  serait   une   épaisseur  bilatérale  médiane    on 

extrême  pour  ces  deux  ensembles.  En  ;  on  devrait  doue  avoir  a  la  fois  /  =  a 
et  f  —  p,  ce  qui  est  absurde  d'après  a  ;p  (si  a  et  p  sont] égaux  à  un  même 
nombre  y,  on  serait  encore  conduit  à  une  impossibilité  si  f  ne  pouvait  pas 
prendre  sur  P  la  valeur  y,  voir  plus  bas). 

De  là  résulte  que  f  est    ponctuellement   discontinue  sur  tout  ensemble  parfait. 
f  est  limite  de  fonctions  continues.  (Il  suffirait  même  pour  cela  que  la  prépon 
dérance  de   continuité   fut   vérifiée   unilatéralement    en  tout   point  pour  un  côté 
invariable  ). 

Je  dis  que  f  prend  sur  ab  toute  valeur  comprise  entre  f  {a)  x  etf{  b)  —  ji. 
Supposons  par  exemple  a  <  p  et  soit  y  un  nombre  intermédiaire  à  a  et  è'i.  Si  /ne 
prend  pas  sur  ab  la  valeur  y,  les  ensembles  H  et  H'  définis  par  ,/"<"  et  f 
existant  l'un  et  l'autre  (puisque  H  contient  a.  et  H',  P)  se  partagent  exclusi- 
vement ab.  f  différant  toujours  de  y  sur  ab.  H'  et  II  ne  peuvent  être  simul- 
tanément partout  denses  sur  aucun  ensemble  parfait,  ni  en  particulier  sur  aucun 
segment  intérieur  à  ab.  D'après  ceci,  leur  frontière  P  est  non  dense  sur  ab.  Tout 
contigu  à  P  appartient  soit  à  H  soit  à  H'.  D'ailleurs,  observons  qu'un  point  d'un 
ensemble  est  bilatéralement  limite  de  cet  ensemble  dès  que  ce  dernier  possède 
en  ce  point  une  épaisseur  minimum  positive.  Si  donc,  tous  les  points  d'un  inter- 
valle appartiennent  à  II,  il  est  impossible  que  ses  extrémités  appartiennent 
à  H'.  Elles  font  donc  aussi  partie  de  H.  Donc,  tout  segment  contigu  à  P  est 
totalement  agrégé  à  un  et  à  un  seul  des  ensembles  H  et  H.  Donc,  P  n'a  pas  de 
point  isolé.  P  est  parfait.  Or,  rr  étant  une  portion  de  P  qui  est  frontière  de  H. 
il  \  a  entre  les  extrémités  de  n  au  moins  un  point  de  11.  Ce  point,  s'il  n'est  pas 
sur  m.  fait  partie  d'un  segme/it  contigu  à  n  et  entièrement  agrégé  à  11.  Donc. 
ra  contient  toujours  au  moins  un  point  de  II.  Donc.  Il  et  M  sont  partout  denses 
sur  P,  ce  qui  est    impossible.  Par  suite,  l'égalité  _/=  y  est  vérifiée  entre  a  et  b. 

C.    O.    F.    D. 

[  Même  conclusion  si  avec  la  prépondérance  unilatérale  de  continuité  en  tout 
point  x9  pour  un  côté  invariable,  on  ajoute  cette  condition  que,  pour  l'autre  cote 
en  x0,/(.V„)  est    toujours   une  des  valeurs  limites  de  f(x).  Le  même  raisonnement 

montre  enfin  que   la    propriété   étudiée  appartient    à  toute  fonction  de  classe 
telle  que  les  ensembles  /'     a.  /     p  soient  denses  en  eux-mêmes  el  ne  contiennent 

que   des   points   de   Seconde  espèce.  | 

Observons  qu'une  transformation  continue  quelconque  effectuée  sur./-,  necon 
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précédent.  L'ensemble  des  points  du  continu  au  voisinage  desquels 
une  fonction  quelconque  de  classe  un  partoul  Unie  est  non  bornée, 
cet  ensemble  est  non  dense,  puisqu'en  ces  points  l'oscillation  de  la 
fonction  est  infinie.  Soit  E  l'ensemble  évidemment  fermé  et  non 
dense  des  points  où  (pour  :  au  voisinage  desquels)  une  fonction 
approximativement  continue  ù(x)  est  non  bornée.  Dans  chaque 
intervalle  sans  point  intérieur  ni  extrémité  agrégé  à  E,  -Lest  borné, 
donc  coïncide  avec  une  fonction  dérivée.  Dans  tout  intervalle  i 
contigu  à  E,  il  existe  donc  une  fonction,  continue  à  l'intérieur 
de  i,  discontinue  éventuellement  aux  extrémités  de  /'  et  dont  la 
dérivée  en  tout  point  intérieur  à  i  coïncide  avec  ô.  Mais  en  £éné- 
rai  ces  diverses  fonctions  continues  donl  chacune  comporte  l'indé- 
termination d'une  constante  additive  ne  pourront  pas  être  prolon- 
gées à  travers  les  points  de  E  et  jointes  entre  elles  de  façon  à 
constituer  une  fonction  continue  unique  ayant  partout  comme 
dérivée  ■[> . 

14.  Convenons  de  dire  qu'une  fond  ion  -!>  est  en  un  point  une 
fonction  dérivée  si  dans  tout  un  intervalle  contenant  ce  point  elle 
coïncide  avec  une  certaine  fonction  dérivée.  L'énoncé  suivanl 
borne  les  oppositions  entre  fonction  dérivée  et  fonction  approxi- 
mativement continue. 

L'ensemble  des  points  au  voisinage  desquels  une  fonction 
approximativement  continue  n'est  pas  une  fonction  dérivée  est 
non  dense.  D'ailleurs,  une  fonction  dérivée,  comme  une  fonction 
mesurable  quelconque,  est  approximativement  continue  sur  une 
épaisseur  pleine. 

Le  lecteur  qui  a  pu  observer  dans  la  première  partie  de  ce 
Mémoire   combien    l'intervention    des    ensembles    irréguliers    de 

servant  même  pas  le  caractère  d'épaisseur  des  ensembles,  les  fonctions  .i  conti- 
nuité prépondérante  ne  s'échangent  pas  entre  elles  par  une  telle  substitution. 
Celle-ci  cependant  respecte  les  deux  propriétés  établies  a  l'instant  pour  cette 
sorte  de  fonctions.  Non-  aurons  ailleurs  l'occasion  d'observer  fréquemment  qu'une 
condition  remplie  par  une  fonction  <ui\  abords  de   tout   point,  sur  une  épaisseui 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   supérieure  .i  ->  entraîne  bon  nombre  des   mêmes  conséquences  que  si 

elle  était  obligatoirement  vérifiée  sur  un   intervalle  complet  entourant  ce  point. 

Les  considérations  précédentes  paraîtront  peut  être  bien  abstraites  au  lecteur. 

Celui-ci  voudra  cependant    m'accorder  qu'elles  rendent   a   la  fois  sensibles  d'une 

part  la  complexité  de  l'idée  de  fonction  et  la  diversité  de  ses  espèces,  d'autre  pari 

l'existence  entre  ces  dernière-  de  parentés  assez  inattendues. 
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mesure  nulle  rend  illusoires  les  propriétés  descriptives  des  fonc- 
!  ions,  ne  manquera  pas  de  noter  à  quelles  conséquences  d'une  pré- 
cision inattendue,  pour  le  point  de  vue  descriptif,  aboutit  la 
définition  purement  métrique  de  la  continuité  approximative. 

Je  vais  maintenant  rappeler  les  définitions  et  les  propriétés 
essentielles  des  deux  opérations  principales  inversant  la  dériva- 
tion. Je  m'excuse  auprès  du  lecteur  de  développer  bien  des  points 
qui  lui  sont  extrêmement  familiers.  Mais  il  me  parait  utile,  à  la 
facile  intelligence  de  cette  étude,  que  toutes  les  notions  fonda- 
mentales y  soient  entièrement  élucidées. 


LES     OPERATIONS     INVERSES     DE     LA     DERIVATION. 

L'intégrale  de  Riemann, 

lo.  Je  rappelle  sa  définition.  Une  fonction  o  définie  en  tout 
point  d'un  intervalle  ab  est  dite  intégrale  au  sens  de  Riemann 
si,  les  nombres  a,  ;,,  x{,  S-2,  X2,  ...,  tr„_,,  ç/t,  b  formant  une 
suite  croissante,  à  termes  intercalaires  quelconques,  avec  coïnci- 
dence possible  de  deux  nombres  consécutifs,  la  somme 

(S)         <?(£i)(>i  —  a)-Hcp(f2)(a?2—  a?i )-+-... -«- <p(Ç«)  (bn  —  xn-x) 

tend  vers  une  limite  indépendante  du  choix  des  ,r,et  des  ç,  sous  la 
seule  condition  que  le  nombre  des  points  intercalés  croisse  indéfi- 
niment, le  plus  grand  écart  d'un  couple  quelconque  d'entre  eux 
tendant  en  même  temps  vers  zéro.  Pour  qu'une  fonction  soit  (au 
sens  de  Riemann)  intégrable  dans  un  intervalle  ab,  il  faut  et  il 
suffit  :  i"  qu'elle  soit  bornée;  2°  que  l'ensemble  des  points  où 
son  oscillation  (  '  )  est  positive  soit  de  mesure  nulle. 

(')  Je  rappelle  sommairement  au  lecteur  que  le  maximum  d'une  fonction  cp, 
continue  ou  discontinue  dans  un  intervalle,  est  la  borne  stricte  supérieure  de* 
valeurs  de  cp  dans  l'intervalle,  c'est-à-dire  le  plus  petit  nombre  qui  n'est  surpassé 
par  cp  en  aucun  point  de  l'intervalle.  Le  minimum  de  cp  dans  l'intervalle  est  de 
même  la  borne  inférieure  stricte  des  mêmes  valeurs,  {.'oscillation  de  o  dans 
l'intervalle  est  la  différence  toujours  positive  des  deux  nombres  précédents 
(l'oscillation  est  cependant  nulle  dans  le  cas  unique  où  cp  est  constant  dans 
l'intervalle).  Le  maximum,  le  minimum,  ['oscillation  de  cp  en  un  point  sont  les 
valeurs  limites  des  mêmes  nombres  dans  un  intervalle  entourant  ce  point  et 
tendant  vers  lui.  Ce  sont  aussi  respectivement  la  plus  grande,  la  plus  petite  et  la 
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Je  renvoie  pour  les  détails  d'exposition  aux  livres  classiques  où 
sont  éclaircies  les  notions  d'intégrale  supérieure  et  d'intégrale 
inférieure  de  co  entre  a  cl  b  [respectivemenl  limites  de  la  somme  S 
quand  <p(ç/i  y  est  remplacé  par  le  maximum  ou  pur  le  minimum 
de  cp  entre  Xi_x  et  a?,],  et  où  e-i  démontré  le  théorème  de  M.  I  >arbou\ 
sur  l'existence  de  ces  deux  intégrales  coïncidant  <m  non  entre  elles 
en  même  temps  que  o  est  intégraible  ou  ne  Test  pas,  et  surtout  au 
Chapitre  consacré  à  la  définition  de  Riemann  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Lebesgue  sur  l'intégration  <  Chapitre  \  i. 

Une  fonction  o  dérivée  d'une  fonction  J  peut  parfaitemenl 
n'être  ni  continue  ni  intégrable  au  sens  de  Riemann.  En  effet,  la 
fonction  nulle  sur  un  ensemble  parfait  épais  en  lui-même  P  et, 
sur  l'intervalle  u„  ou  anbn  contigu  à  P,  égale  à  g(x,  "„■  b„  I  avec 

. .        (x  —  a)-(x —  b  y-    .  i 

g\  x.  a,  o)  =  -. sin 


i  h  —  ai-  (6  —  x)  (x  —  a) 

celle  fonction  ainsi  définie  a  partout  une  dérivée,  qui  est  nulle 
sur  P,  finie  et  bornée  hors  de  P,  possédant  au  voisinage  de  tout 
point  de  P  une  oscillation  égale  à  2  et  par  suite,  P  étant  épais  en 
lui-même,  inintégrable  dans  tout  intervalle  contenant  des  points 
de  P.  Cet  exemple  a  < ; t < ■  donné,  à  une  légère  modification  près,  par 
M.  Volterra  (Giorn.  dé  Battaglini,  t.  LI,  1881,  p.  u.'!  1. 

Nous  donnerons  plus  loin  des  exemples  de  fonctions  dérivées 
possédant  les  deux  signes  dans  tout  intervalle  et  discontinues  sur 
une  épaisseur  pleine.  Ces  fonctions  ne  sont  donc  intégrables  au 
sens  de  Riemann  dans  aucun  intervalle.  Par  contre,  on  peut 
énoncer  le  théorème  ^11 1  \ .1  ni     L.  /..  p.  81)  : 

Si  une  fonction  œ  intégrable  est  la  dérivée  d'une  fonction 
continue/',  I"  variation  de  f  entre  deux  valeurs  quelconquesa 
et  b  de  x  est  égale  à  l'intégrale  riemannienne  de  o  entre  a 
et  b. 

En  effet,  intercalons  entre  a  el  b  une  suite  quelconque  île 
nombres./,,  /o rn    i-  D'après  le  théorème  des  accroisse nts 


plus  grande  des  limites  de  tp(a:),  de  y!  x   1,  de  <?{x')  -  ?(x  '  quand  a;  ci  x'  ten 
dent  vers   le  point  considère  (avec  faculté  de  coïncider  une  inlinilé  de  fois  avec 
lui). 
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finis,  on  a 

f(xl)—f(.rl^)  =  o{\i)(xi-  Xi_s  ), 

£;  étant  un  certain  nombre  compris  entre  .r/_(  et./,.  Ecrivant  ces 
égalités  pour  i  =  i,  2,  ...,  n  (avec  #0  =  «,  Xn  =  b),  et  les  ajoutanl 
membre  à  membre,  nous  avons 

n 

/(*)  —  /(«)  =  2 '?(5/)(*/  — *i  l'- 
Or, d'après  la  définition  des  fonctions  intégrables  à  laquelle  © 
satisfait  par  hypothèse,  si  //  croit  et  si  en  même  temps  la  | »  1  n -. 
grande  des  différences  Xi —  Xi_t  tend  vers  zéro,  la  simple  condition 
que  ç,  soit  compris  entre  r,_(  et  Xi  oblige  le  second  membre  à 
tendre  vers  le  nombre  appelé  intégrale  de  o  dx  entre  a  et  h.  La 
valeur  de  ce  second  membre  étant  toujours  égale  à  f(  h  i  — j  (a  i. 


f(b)-/(a)=  f    o(x) 


dx. 


Enfin,  en  vertu  de  ce  principe  (L.  /.,  p.  70)  que  la  variation  relative 
d'une  fonction  continue  dans  un  intervalle  est  comprise  entre  les 
maximum  et  minimum  de  l'un  quelconque  de  ses  quatre  nombres 
dérivés  extrêmes  dans  l'intervalle,  f(b)  —  /  (  a)  est  compris  entre 
l'intégrale  supérieure  et  l'intégrale  inférieure  de  chacun  d'eux 
prise  entre  a  et  b.  Un  raisonnement  analogue  au  précédent  le 
montre.  Si  donc  un  des  quatre  nombres  dérivés  extrêmes  de  /est 
intégrable  sur  ab,  son  intégrale  riemannienne  est  égale  à  la  varia- 
tion de  /  entre  a  et  b.  Pareillement,  les  quatre  dérivés  extrêmes 
d'une  fonction  continue  ayant  même  maximum  et  même  minimum 
dans  tout  intervalle,  si  œ  est  une  fonction  intégrable.  son  intégrale 
riemannienne  entre  a  et  b  est  f[b) — f(&)i  dès  que  o  est  un 
dérivé  médian  ou  extrême  de/  en  tout  point,  pour  un  côté  inva- 
riable. 

Il  résultera  de  la  1 II''  Partie  de  ce  Mémoire  que  le  même  énoncé 
vaudra  encore,  si  op  est  un  nombre  dérivé  extrême  pour  un  rang  et 
un  côté  quelconques,  inconnus  et  pouvant  varier  d'un  point  à 
un  autre.  Mais  m  l'on  sait  seulement  de  0  que  c'esl  un  dérivé 
médian  ou  extrême  de  côté  inconnu  et  variable,  il  n'y  apas.de 
relation  certaine  entre  l'intégrale  de  »,  entre  a   et  b  el    la  diflfé 
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rence  f(b)  —  /(a  i  comme  le  montre  l'exemple  <  lrP  Partie.  n°  65) 
d'une  fonction  variante  dans  tout  intervalle  el  possédant  néanmoins 
en  tout  point  au   moins  d'un  côté,    le  dérive   médian  ou   extrême 


Intégrale  de    M .  Lebesgue. 

16.  Je  rappelle  la  définition  de  l'intégrale  pur  M.  Lebesgue. 
Donnons-nous  une  suite  de  valeurs,  progressant  de  — x  à  -hoc 
avec  un  accroissement  inférieur  à  un  nombre  positif  £.  quand  on 
passe  de  chacune  à  la  suivante.  Soit  /„  un  quelconque  de  ces 
nombres  pourvu  d'un  numéro  d'ordre  entier  positif,  négatif  ou 
nul,  l„  et  son  indice  croissant  simultanément,  œ  étant  une  fonction 
mesurable,  désignons  par  Ea  la  mesure  de  l'ensemble  où  l'on  a 

Selon  M.  Lebesgue, .;  est  dit  sommable  entre  a  et  h.  >i  la  série  infinie 

<  la  ii^  les  deux  sens  ^  /„  E„  est  absolu  meut  convergente.  La  somme 

de  celte  série  possède  alors,  M.  Lebesgue  l'a  démontré,  une 
limite  déterminée  quand  z  tend  vers  zéro,  et  cette  limite  est  par 
définition  l'intégrale  (ou  somme)  besgienne  de  o  entre  a  et  h. 
ln  peut  d'ailleurs  dans  la  même  série  et  re  remplacé  par  un  nombre  \n 
quelconque  du  segment  I ,,  ln+t .  route  fonction  I  m  ruée,  discontinue 
ou  non,  mais  mesurable,  est  sommable.  Ou  en  déduit  (pie  toute 
fonction  intégrable  au  sens  de  Riemann  est  sommable.  La  réci- 
proque n'est  évidemment  pas  vraie,  comme  le  montre  l'exemple 
de  toute  fonction  mesurable  bornée  possédant  un  ensemble  épais 
de  il iscont inuités. 

Aujourd'hui  encore  el  malgré  les  services  rendus  par  elle 
dans  de  nombreux  domaines  de  l'Analyse,  on  considère  parfois 
l'opération  de  M.  Lebesgue  comme  procédant  d'une  conception 
assez  artificielle.  En  comparant  les  deux  définitions  de  l'intégrale 
sur  un  exemple  très  rud i inenia i re  et  concret,  je  voudrais  essayer 
tle  taire  saisir  qu'au  fond  l'idée  de  M.  Lebesgue  n'est  pas  moins 
naturelle    (même    pour   des    fonctions    continues)   que   celle   de 
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Riemann,  et  qu'elle  atteint  peut-être  plus  habilement  que  celle-ci 
le  !  mi  t  essentiel  de  l'intégration. 

Supposons  que  l'on  veuille,  connaissant  chaque  jour  à  icm 
près  l'étiage  d'un  cours  d'eau  dont  le  tlux  varie  assez  lentement. 
déterminer  -i>n  niveau  moyen  dans  une  année  non  bissextile.  Un 
premier  procédé  consistera  à  ajouter  les  étiages  de  tous  les  jours 
de  l'année  et  à  diviser  la  somme  obtenue  par  365.  Ln  second  pro- 
cédé sera  de  compter  pour  chaque  étiage  évalué  en  centimètres  le 
nombre  de  jours  où  le  fleuve  a  atteint  cette  hauteur,  puis  de  taire 
le  produit  de  ce  nombre  par  l'étiage  correspondant,  d'ajouter  enfin 
tous  les  résultats  pour  les  divers  échelons  centimétriques.  Le 
résultat  divisé  par  365  donne  la  moyenne  cherchée. 

La  première  méthode  rappelle  l'opération  de  Riemann,  la 
deuxième  celle  de  M.  Lebesgue.  Car,  en  se  conformant  l'un  et 
l'autre  à  la  règle  de  leur  calcul  intégral,  Puemann  aurait  con- 
sidéré que  chaque  jour  accroît  la  moyenne  du  niveau  de  la  o65e  par- 
tie de  sa  valeur  ce  jour-là,  et  M.  Lebesgue,  groupant  au  contraire 
toutes  les  journées  où  l'étiage  étaitau  même  chiffre,  observerait  que 
ce  dernier  contribuera  à  la  moyenne  cherchée  pour  une  quantité 
égale  à  son  produit  par  la  fraction  d'année  formée  des  jours  où  la 
hauteur  de  l'eau  avait  cette  valeur.  Pour  chacune  des  deux  défini- 
tions de  l'intégrale,  c'est  en  somme  dans  l'esprit  des  deux  méthodes 
précédentes  que  l'on  peut  faire  résider  leur  idée  primitive.  Quand 
il  s'agit  d'intégrer  des  fonctions  continues  simples,  l'ensemble 

est  constitué  de  segments  en  nombre  fini.  Sa  longueur  totale  est 
alors  évidente.  Bien  entendu,  pour  que  l'idée  originelle  exposée  à 
l'instant  fût  susceptible  de  conduire  à  la  sommation  besgienne,  il 
fallait,  préalablement,  que  la  mesure  d'un  ensemble  quelconque, 
même  discontinu  et  partout  dense,  fût  une  notion  aussi  claire,  aussi 
familière  que  celle  de  la  longueur  totale  d'un  nombre  fini  ou  infini 
d'intervalles  deux  à  deux  distincts,  à  laquelle  on  réduit  d'ailleurs 
la  première.  Dans  la  troisième  Partie  de  ce  Mémoire,  nous  définirons 
une  nouvelle  suite  d'intégrale  procédant  des  deux  points  de  vue 
signalés.  Nous  subdiviserons  d'abord  le  champ  d'intégration  en 
intervalles  (el  ensembles  fermés)  juxtaposés  et  dans  chacun  de 
ceux-ci  nous  intégrerons,  selon  la  méthode  besgienne,  les  résultats 
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obtenus  pour  les  divers  éléments  du  champ  (Haut  ajoutés  ensuile 

les  uns  aux  autres. 


17.  Montrons  par  quel  moyen  l'intégrale  de  M.  Lebesgue  peul 
se  ramener  à  celle  de  Riemann. 

Il  y  a  d'abord  un  cas  où  les  deux  définitions  sonl  identiques, 
savoir  celui  où  la  fonction  cp  à  intégrer  est  unioscillante  ('),  crois- 
sante par  exemple,  bornée  et  continue.  En  effet,  ab  étant  l'inter- 
valle d'intégration,  soil  tt.  ,;•,,  j\, r„_|.  //  une  suite  croissante 

et  soient  ç,,  ç2.  ....  H„  des  points  intercalés  entre  les  premiers.  La 
définition  de  Riemann  nous  donne  pour  valeur  approchée  de 
l'intégrale  de  o  dans  <tb,  au  moyen  île  cette  subdivision  xt.  la 
somme 

?(Ç0(«i-*)-H?(5i)(*t— a?i)H-...-H«p(Ç«)(6  — a?»-i). 

Or  l'intervalle  de  variation  de  tp(#)  va  de  cp(#)  à  ©(#)•  Il  est 
divisé  en  parties  dont  la  plus  grande  tend  vers  zéro  pour  n  infini 
(à  cause  de  la  continuité  île  es)  par  les  nombres  croissants  cet  J?«), 
cp(#2)5  •  •  •  -,  o(%n-t)  qui  jouent  le  rôle  des  divisions  ln.  La  mesure 
de  l'ensemble  où  l'on  a 

tp  I  Xi     il       Cp  (  ./'  I       tp  |  ./', 

est  précisément  â7'j- — #i_i  (les  signes  =  pouvant  être  supprimés  à 
volonté,  co  étant,  toujours  croissant).  L'expression  précédente  peut 
donc  être  considérée  comme  fournie  aussi  bien  par  la  définition  de 

M.  Lebesgue  que  par  celle  de  Riemann  (-). 


(')  Je  dis  uniosci liant  au  lieu  de  monotone  (Voir  l"  Partie,  n°  7  et  Comptes 
rendus,  3i  mai  191  5  1. 

C)  Si  tp  unioscillant  el   borné  étail   discontinu,  on   aboutirait   à  la   même   con 
clusion,  à  la  condition  que  tous  Les  points  de   discontinuité  (ils  sonl    en   infiniti 
dénombrable  |  finissent  obligatoirement  par  figurer  et  demeurer  dans  la  suite  xn, 
cette   dernière  pouvant    de  plus   présenter  des  termes  successifs  coïncidants,   la 

valeur  de  v  en  un  point  de  discontinuité  étant  convenable ni  et  multiplemenl 

choisie  entre  le  maximum  et  le  minimum  de  tp  en  ce  même  point.  On  pourrait 
eneore  considérer  la  variable  auxiliaire^  a;-)-w»(a;)(«i)  •  0  si  f  croît),  définie 
pour  toute  valeur  de  continuité  de  tp.  Si  l'on  fait  ensuite  varier  continûment  1 
de    «  =  a  -+-  <•>  œ  >  a  1    à    (3  =  6-t-  ti><p(6),    el    correspondre   un  segment  entier  «lu 

champ  y  à    ui ime    point    de  discontinuité  de   tp(a:),  s  devient,  comme  il  est 

aisé  de  le  voir,  une  fonction   continue  de  y,    linéaire   sui  chacun   des    segments 
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18.  -Nous  allons  maintenant  établir  « I « ' -.  identités  entre  I " i ni <■— 
craie  de  M.  Lebeserue  de  toute  fonction  finie  sommable  co  et  cer- 
taines  intégrales  riemanniennes  (Je  fonctions  unioscillantes  liées 
à  cp,  en  supposant  toutefois  étendue  la  notion  d'intégrale  de 
Riemann  soit  à  des  champs  infinis.  soil  à  des  fonctions  devenant 
infinies  aux  extrémités  d'un  intervalle  d'intégration  fini  ('). 

Fie.   i. 


Traçant  deux  axes  de  coordonnées  Oe,  Oo,  nous  allons  carac- 
tériser deux  rc^ious  généralement  infinies  de  dimensions,  mais 
possédanl  des  aires  bornées,  susceptibles  d'être  évaluées  par  des 
intégrales  de  Riemann  et  dont    la   somme  algébrique  sera   préci- 


préi cdcnis.  tin  lonsklère  l'intégrale  /      ~<h'>  présentant    les  mêmes  deunitions 

^   en 
riemanniennes  ri    besgiennes,  et    l'on    observe    qu'elle  tend   dans  les   deux    cas 

r° 

vers  /     ydx  quand  <•<  suppose  positif  tend   vers  zéro. 

J  <i 

(')  Les  formules  h  résultats  des  auméros  In  a  20  bis  inclus,  qui  ne  jouent 
d'ailleurs  ancun  rôle  indispensable  dans  le  présent  Mémoire  et  que  j  ai  eu  inci- 
demment l'occasion  d'obtenir,  ont  déjà  été  tous  publiés  par  M.  Young  dan-  -on 
Ouvrage  General  7'heory  of  Intégration. 


-    103  — 

sèment  L'intégrale  besgienne  de  -^  entre  a  el  b.  Considérons  la 
région  du  plan  dont  les  inéquations  mhii  n<c<mui. 
m(u)  étant  la  mesure  de  l'ensemble  ©(#)<«  limité  à  sa  partie 
située  sur  «6.  Etudions  la  frontière  C  de  ce  continuum.  Sur  une 
parallèle  à  l'axe  des  e,  e  varie  de  o  au  maximum  m  (co  i.  <  le  dernier 
nombre  n'est  jamais  décroissant  en  z.  Quand  3  décroît  à  -  x, 
m(cp)  tend  en  décroissant  vers  la  mesure  de  l'ensemble  où  3  esl 
inférieur  à — A,  si  grand  que  soil  \.  ensemble  inexistant  -i  ©est 
fini  en  tout  point.  m\  3  >  tend  dune  vers  zéro  ii  peul  d'ailleurs 
prendre  celte  dernière  valeur  en  deeà  d'un  point  fini  1  inclus  (3 
de  tp.  De  même  quand  3  tend  vers  -+-  x.  //n  a  1  tend  vers  la  mesure 
de  l'ensemble  formé  des  points  où  ^  est  inférieure  V  pour  au 
moins  une  valeur  de  A.  ensemble  coïncidant  avec  ab  si  es  est 
partout  fini.  La  limite  de  m.(©)  esl  donc  b—  <i  el  l'on  pourra 
avoir  /// 1  co)  =  è  —  a,  au  delà  de  s  =  x  1  inclus  ou  nom.  >i  La  mesure 
de  ©>a —  s  e>-i  nulle,  m  petit  que  suit  s,  celle  de  '^>a  —  t 
étant  positive. 

Les  points  où  m  (es-)  est  constant  formenl  des  intervalles  deux  à 
deux  distincts  el  par  suite  en  infinité  dénombrable.  Soil  3c«(3«  I  un 
d'eux.  On  a 

mi  x„-t-  z)  =  m($n  I  =  §-„, 

si  petit  que  soil  s  positif  el  inférieur  à  rin  -  y.u.  L'en- 
semble y.u <i  3 1  x  1  <  ^j,,  est  métriquemenl  nul  sur  a6.  Le  seg- 
ment A„B„  d'abscisse  e  =  gn  se  projetanl  surOo  en  3c,,j3H  appar- 
tient à  la  iront  ière  C.  Si  y„  est  un  point  de  discontinuité  de  nu  3  1, 
la  limite  de  ni  ["/>  e)5  soil  //n  -  /;  1.  étanl  c^,  la  limite  de  /n  |  y/; 
étant  •'/y,  [c/p —  Cp=  mes.  (ens.  ©(#)  y/>  '  I-  le  segmenl  d'ordonnée 
to  =  "fp  et  de  projection  '>  J/;  sur  Oe  appartient  à  G.  La  projection 
de  la  courbe  G  sur  O ©,  abstraction  faite  des  intervalles  x„fin  pro- 
jetanl les  segments  rectilignes  de  G  parallèles  à.  Oo,  est  facile  à 
caractériser.  G'esl  un  ensemble  il.  fermé  sur  tout  s, ■muent  fini,  el 
donl  aucun  poinl  •!/  ne  peut  être  entouré  d'un  intervalle  <L  §  .  tel 
que  l'ensemble  4/       01  c)       -\    soil  mince  sur  ab.  Q  est  l'ensemble 

des  râleurs  t/'rfi/fisscit  r  de  31    '   I,  c'est-à-dire   des  valeurs  -l>  telles 

que  l'ensemble    3    c)  —  <|*Ke  soit  épais  pour  toute  valeur  positive 

de  s.  <>  est  e\  idem  nient    fermé  sur  tout   segment  lini.  Si  un  point  yr 

de   i.2   est    isolé,   y-   coïncide   avec    deux    points    %.   ^,    .1    les 

M  III.  I    I 
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ensembles 

y.i,  <  o  ( x  )  <  P/,  =  •> •  7r  =  */■  <  <? (a?)  <  ? /. 

étant  minces,  l'ensemble  œ  =  yr  esl  épais,  puisque  yr  agrégé  à  12 
est  nue  valeur  d'épaisseur  de  co.  12  peut  être  illimité  dans  le>  deux 
sens,  sinon  il  a  nu  on  deux  points  extrêmes  à  distance  finie,  les 
points  [3  el  %  caractérisés  pins  haut. 

Tout  pareillement  C  est  la  frontière  de  l'ensemble 

b  —  a  >  e  >  /«'(ai, 

m'( a  i  étant  la  mesure  sur  ab  de  l'ensemble  cal  a-  i  >>  u.  Pour  une 
valeur  donnée  de  ce  le  minimum  de  e'  esl   /n'(co).    e(o)  -1-  e'i  - 
est  égal  à  A  —  #  si  l'ensemble  zi(  x)  =  o  est  mince,  sinon  la  somme 
considérée  esl  inférieure  à  h  —  a,  la  différence  «'tant  la  mesure  de 
ce  dernier  ensemble  o(x)  =  o. 

Nous  allons  voir  que,  si  ©  est  sommable,  l'aire  comprise 
entre  G,  l'axe  des  œ  négatifs  et  l'axe  des  e  d'une  part,  l'aire  com- 
prise entre  C,  la  demi-droite  :  e=b —  a,  c?  >>  o  et  l'axe  des  e 
d'autre  part,  sont  l'une  et  l'autre  finies  et  que  l'excès  de  la  seconde 
sur  la  première  est  la  somme  besgienne  de  o  entre  a  et  b.  Or,  ces 
aires  s'expriment  aussi  avec  des  intégrales  riemanniennes à  coeffi- 
cients différentiels  unios cillants,  si  Ton  admet  l'extension  de  la  défi- 
nition de  Riemannà  des  fonctions  devenant  infinies  aux  extrémités 
de  l'intervalle  d'intégration,  ou  au  contraire  à  un  champ  d'inté- 
gration infini  avec  un  coefficient  différentiel  infiniment  petit  au\ 
extrémités  de  l'intervalle. 

Examinons  d'abord  la  fonction  inverse  de  e  =  m(o).  Etant 
donnée  une  valeur  de  e  comprise  entité  o  et  b  —  «,  s'il  y  a  au 
moins  deux  nombres  o'.  ©"  satisfaisant  à  celte  relation.  1  en- 
semble  o'^co(ic)  <  ©"  est  métriquement  nul.  e  est  un  des 
point-  gn.  o  esl  indéterminé  entre  <i„  et  bn.  On  a 

e  =  m(bn)  =  mes.  (ens.  tp  :  an). 

Par  convention,  toutes  ces  valeurs  de  cp  (le  segment  aB6^  éven- 
tuellement diminué  de  an)  correspondront  indifféremment  à  e. 
S'il  \  a  un  seul  nombre  co  satisfaisant  à  l'équation  e  =  m(cp), 
pour  cette  valeur  de  e,  l'inversion  esl  faite.  Supposons  qu'il 
n'\    en    ail     aucun.     m(&)    tendant    vers    o    pour   ©  =  —  oc    et 
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vers  b  —  a  pour  ©  =  —  x.  il  y  a  <l('^  nombres  ©'  tels 
que  ni('f')  <  e  et  des  nombres  ©"tels  que  wi(co")>»e.  D'ailleurs 
tout  nombre  i|i  donne  à  ///  une  valeur  inférieure  ou  supérieure  à  e, 
jamais  égale  par  li\  pothèse.  -\  se  range  donc  toujours  dans  l'une  des 
rhisses  cp'  ou  tp",  et  d'ailleurs  tout  nombre  inférieur  à  un  nombre 
de  la  première  classe  r>i  dans  la  première  classe,  tout  nombre 
supérieur  à  un  nombre  de  la  deuxième  classe  appartient  à  la  même 
classe.  Soit  cp  le  nombre  coupure  séparant  Les  deux  classes.  On 
a  m.(o)  5!e,  d'après  m(cp')  <e  ti  ©  =  lim  supérieure  ©'  et.  l'égalité 
étant  supposée  impossible, 

m  (  ©  )  =  c  —  oj         (  co  >>  o  | . 

<  )u  a  aussi 

mes.  [ens.  cp(a?)  =  <?]  ^  e, 

d'après  ©  =  lim  inférieure  ©"  et  /w(©")>e.  Donc,  la  mesure  de 
l'ensemble  ©  (a?)  =  ©  vaut  au  moins  <o.  ©  est  un  point  yp  et  eesl  un 
point  du  segment  cpdp  [diminué  de  cp,  car  r/)= /// (  v^  )  |.  Nous 
posons,  pour  cette  valeur  de  e,  o  =  -';,.  1  ),ms  ions  les  cas,  à  e  nous 
taisons  correspondre  au  moins  un  nombre  s.  tel  que  l'on  ait  :  soil 

e  =  m(<»),  soit  /// 1  -  )    __  e     uns,  |  (>m>.  ';i  ./•)     ç]. 

La  relation 

Mi  nn  -s  <     <■     mes.  [  ens.  tpi  ./■  i     o  ] 

équivaut  a  e  =  m(©)  si  l'ensemble  cp( x)       cp  est  mince,  donc  si  cp 

n'est    pas   l'un    des   points  '■,,.  donc  si   e  n'est     pas    agrégé    à  un 

intervalle  cpdp  accru   de  ^/^.  Dans  cette  dernière  hypothèse  les 

termes  extrêmes  de  la  relation  ><>m  1  > i «•  n  distincts,   mai-  il  n\  a 

qu'un  seul  nombre  a  la  satisfaisant. 

Si  e  et  e,  sont  distincts,  e{  surpassant  e,  l'homologue  cp,  de  e<  esl 

au  moins  égal  à  -^.  quels  que  soient  1rs  choix  de  '.pi  et  de  tp  quand 

ces  nombres  comportent    une  ambiguïté.    En  effet,  si    l'on  avail 

'^,  <<  cp,  on  aurait 

mi  -i  i     mes.  ens.|  tp|  a;  |     -r,  |. 

Or,  d'après  la  relation  i  i  I,  le  premier  mbre  esl  au  plus  égal  a  >> 

et  le  second  au  moins  égal  à  e,,  ce  qui  est  absurde  d'après  e  <  et. 
Donc,  o  choisi  eu  stricte  conformité  <!<•  nos  indications  <■!  avec 
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toutes  les  latitudes  laissées  par  celles-ci,  »  esl   une  fonction  mou 
décroissante  de  e. 

19.  Je  dis  que  l'intégrale  besgienne  de  o  entre  a  et  best  l'inté- 

/b  —  a 
■i<l<\  généralisée  cependant  en  ce  qui 

touche  les  valeurs  infiniment  grandes  du  coefficient  différentiel  au 
voisinage  des  extrémités  de  l'intervalle. 

En  effet,  appelant  pas  de  la  chaîne  /„  (  croissanl  en  même  temps 

que  son  indice  //  de  —  zc  à  -+-  oo  )  le  maximum  supposé  fini  de  la 
différence  /„+,  —  /„,  formons  une  chaîne  quelconque  /„  de  pas 
inférieur  à  s.  Soit  en  =  m(ln).  \en  est  donc  la  mesure  de  l'ensemble 
des  points  où  ©(#)  est  inférieur  à  /,,].  L'ensemble  lH^o(x)  ■<  ///+) 
est  mesuré  par  en+l  — en~\Ln.  Donc,  l'intégrale  besgienne  de  o  a 
est  par  sa  définition  la  limite  supposée  existante  pour  z  =  o  de 

^  À«l  e„-H]  —  e„  i. 

mmis  la  >eule  condition  imposée  à  ),„,  /«l  )Vi=/«+i-  Celte  limite  ne 
peut  avoir  un  sens  que  si  les  deux  séries,  à  termes  tous  de  mêmes 
signes  à  partir  d'un  certain  rang,  correspondant  l'une  aux  n  posi- 
tifs, l'autre  aux  //  négatifs  ou  nuls,  sont  convergentes  séparément. 
On  sait  que  la  convergence  est  indépendante  du  choix  des  X«  dans 
les   limites   fixées  ('  i.   D'autre   part,  sur  l'intervalle  de  variation 

(')  Je  rappelle  les  propositions  suivantes,  aidant  à  fonder  la  définition  de  la 
somme  besgienne  :  si  une  valeur  particulière  quelconque  du  nombre  positif  a. 
une  suite  particulière  ln  de  pas  inférieur  à  a,  et  un  système  quelconque  de 
nombres  /.,,.  agrégés  aux  segments  correspondants  lnl„+i,  nous  donnent  une 
série  |  \t  E„  convergente  :  i°  cette  même  série  sera  encore  convergente  pour 
toute  autre  chaîne  /„  de  pas  inférieur  à  un  nombre  positif  fixe  quelconque,  et 
pour-  un  clmix  quelconque  des  \,  sur  les  nouveaux  segments  /„/„..,:  2°  la  s-om  on- 
de la  série  /.„K„.  doublement  infinie  dans  le  cas  général,  tend  vers  une  limite 
unique  indépendante  de  la  chaîne  ln.  quand  le  pas  de  cet  le  dernière  tend  vers 
zéro.  Celte  limite  unique  est  précisément  l'intégrale  à  définir. 

Une  autre  conséquence  de  la  même  hypothèse  est  la  convergence  de  la 
série  XnE/t,  pour  toute  chaîne  de  pas  fini,  l.„  étant  la  mesure  de  l'ensemble 

comme  K„  est  celle  de  l'ensemble  /„  tp  /„.,.  En  résumé,  moyennant  l'hypo- 
thèse première,  quelle  que  soit  la  chaîne  /„  à  pas  fini,  si  /  est  |(-  dernier  terme 
négatif,  ou  -i  ■      L  est  le  premier  terme  positif  de  la  suite  lu,  chacune  des  séries  à 
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de  ''.  allant  de  <i  à  h  —  h.  considérons  les  points  de  division  <"„, 

croissanl  de  zéro  à  b-     a,  quand  n  croît  de  -  -oc  à        x>.  Plusieurs 

points  de  division  consécutifs  ep eq  peuvent   coïncider.  Cela 

se  produit  quand   l'ensemble    les  points  où   /,,     ®(x)  <  lq  a  \\\w 

mesure  nulle.  Car  cet  ensemble  a  toujours  pour  un-sure  eq  —  ep. 

La  valeur  commune  des  ep,  ep+i eq  esl  alors  un  m  mu  lue  gn. 

Je  dis  que  dans  tous  les  cas,  l'intégrale  «le  Mie  ma  un.  bien  définie 

r"n  •  ' 
puisque  son  coefficient  différentiel  esl  uon  décroissant,    /        a  de 

est    égale  à   kn(en+t  —  eH),   /.„  étant    un   certain  aombre  compris 
entre/w  et   f,l+i.  et  a  étanl    nue   détermination   quelconque  «le  la 
fonction   <lc  e   définie   plus   liant.    Deux    cas   sont   à    distinguer 
i°  e„  =  en+t .  La  relation  à  établir  est  alors  vérifiée  quel  que  soil  ).„. 

C'est  le  cas  où  l'ensemble  ln^<o(%)  <  la+{  a   une  sure  nulle. 

2°  e„<;ew+|.  l'ensemble  I  „  -^>  .> ■  )  <  /„+,  a  une  mesure  positive. 
Soit  e  un  nombre  quelconque  compris  entre  en  et  en+i .  D'après 
ce  que  nous  avons  vu  de  la  non-décroissance  de  la  fonction  o  en  r. 
qui  prend  en  e„  et  en+{  les  valeurs  Zn  et  £re+1,nous  avons  ln  çp  ln+\\ 
d'où   l'égalité  à  prouver.  On  déduit  de  laque  o(a?)  étanl   supposé 

sommable,  l'intégrale  prise  au  sens  de  Riemann  et  (  lauchy  /        ■ïJr 

a  un  sens  même  si  o  esl  infini  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle 

d'intégration.  Car,    /     0  cte  tend  alors  vers  une  limite,  N  et  Pcrois- 

saut  indéfiniment  parvaleurs  posil  i\e>.  Or,  ç  u'étanl  jamais  décrois- 
sant en  e,  ceci  est  la  condition  uécessaire  el  suffisante  pour 
l'existence  de  l'intégrale  de  o  de  entre  o  et  b  -  a,  limites  respec- 
tives de  e_M  el  cv.  Inversement,  si  l'intégrale  précédente  existe,  la 

série  XnEn  est  absolu ni    convergente  et   la   fonction  ©(#)  est 

sommable;  de  plus,  l'intégrale  riemannienne  est  égale  à  la  soi ■ 

de  la   série.  Cette  dernière  esl  doue  constante,  et  comme  elle  ne 


termes  tous  de  mêmes  signes,  7    l-..  l„  el  ^    C/,,   ,  est  convergente,  el  la  somme 

—  *  n , 

de  ces  deux  séries  tend  vers  L'intégrale  besgienne  de  3  sur  ab,  quand  le  pas  de 
la  chaîne  /„  teml  vers  zéro.  Ces  séries  représentent  respectivement  le  mini- 
mum de  la  somme  des  termes  négatifs  de  la  série  X„E'„,  et  le  maximum  de  la 
somme  des  termes  positifs  de  la  série  X„E„. 
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saurait,  quand  e  tend  vers  zéro,  avoir  d'autre  limite  que  l'intégrale 
besgienne  de  cp  dx  entre  a  el  />.  cette  dernière  est  bien  égale  ;'i 
l'intégrale  riemannienne  généralisée  de  ï  '/''  entre  o  el  b  </.  ce 
ce  que  nous  voulions  démontrer. 

L'indétermination  de  o  en  e  sur  un  ensemble  dénombrable  de 
valeurs  de  e  n'influe  pas  sur  le  résultat.  L'intégrale  riemannienne 
d'une  fonction  non  décroissante  est  indépendante  des  valeurs  choi- 
sies pour  celle-ci  en  son  ensemble  dénombrable  de  discontinuité, 
dès  qu'elle  est  donnée  en  l'ensemble  complémentaire.  Le  maximum 
en  e0  d'une  telle  fonction  'l  est  la  limite  et  la  borne  inférieure 
pour  s  =  o  de  d»(e0-i-  z2 '),  son  maximum  étant  la  limite  et  la  borne 
supérieure  de  'h(e0 — e2),  ty(e0)  étanl  agrégé  au  segment  de  ces 
deux  nombres  si  à  est  croissant. 

En  somme,  pour  déterminer  co,  nous  substituons  à  x  une  autre 
variable  indépendante  e.  Nous  caractérisons  o  non  par  l'inter- 
valle séparant  le  point  x  d'une  certaine  origine,  mais  par  la 
mesure  e  d'un  ensemble  E(e)  satisfaisant  à  cette  condition  qu'en 
tout  point  X  agrégé  à  E(e),  o  est  plus  petit  (ou  mieux  non  plus 
grand)  qu'en  tout  point  étranger  à  E(e),  la  valeur  de  o  pour  e 
étant  alors  par  définition  la  borne  supérieure  des  valeurs  de  'f(x) 
prises  sur  E(e). 

rb 
La  notation   /    o(x)dx  pour  l  intégrale  de  M.   Lebesgue  n  est 

**  a 

pas  très  satisfaisante,  puisque  ce  nombre  n'est  pas.  avec  une 
approximation  indéfinie,  la  somme  des  produits  de  s  par  des 
accroissements  dx. 

C'est  en  réalité  l'opération  que  je  viens  d'étudier  que  la  nota- 
tion de  l'intégrale  besgienne  devrait  rappeler,  puisqu'elle  est  bien 
la  limite  d'une  somme  de  produits  de  valeurs  de  la  fonction  cp  par 
les  accroissements  métriques  donnes  aux  ensembles  où  la  fonction 
prend  des  valeurs  inférieures  à  ©.  En  désignant  par  (•;.  ci  une 
quelconque  des  déterminations  de  la  fonction  inverse  de  là 
fonction  e  de  es  délimitée  par  les  inégalités 

(i)        mes.  ens. [<p(a?)  <  cp]£e£  mes.  ens.  [<p(ar);   cp]  a  C.  x  <  6), 

l'intégrale  besgienne  de  es  sur  ah  devrait  donc  s'écrire 


i 


b-a 

(  cp,  e  i  de. 


—   L99  — 

Pour  ne  pas  troubler  les  habitudes  du  1er  leur  non-  conserverons 
la  notation  habituelle  (l). 

20.  Nous  allons  par  un  changement  de  variable  évident  évaluer 
autrement  les  deux  aires  limitées  par  C.  l'axe  des  e  et,  d'une  part, 
la  partie  négative  de  l'axe  des  s,  d'autre  pari  la  partie  aux  <p  positifs 
de  la  droite  e  =  b  —  a. 

Soient  <\  el  b  a  e'0  les  mesures  des  ensembles  z  ./■><<  o 
el  -^(x)^o.  Posons  i-' -.  h  a  c.  en  sorte  que  e'  es!  relié 
à  a  =  i  ç>,  e  -  par  des  relations  telles  que 

mes.  ens.[cp(a;       o]     e      mes.  ens.[œ(a?)  ;    ©]. 
L'intégrale  besgienne  de  o|  r  ></./•  peut  alors  s'écrire 

cp  étant  négatif  dans  la  première  intégrale  et  positif  dans  la  seconde. 
|  o  |  n'étant  jamais  croissanl  dans  l'une  ni  l'autre  intégrales,  une 
première  condition  pour  que  ces  intégrales  aient  un  sens  e>i  que, 
quelles  que  soient  les  déterminât  ions  choisies  pour  o  eu  e  el  en  e', 
dans  le  premier  cas  es,  dans  le  second  cas  e'o  tendent  vers  zéro 
avec  e  et.  e'  respectivement.  En  donnant  à  o  des  valeurs  entières 

(')  Observons  que.  pour  intégrer  un  coefficient  dill'érentiel  f  inlini.  il  n'est  pas 
possible  de  se  cantonner  dans  le  point  de  vue  de  Riemann  en  subdivisant  le 
champ  d'intégration  sans  s'inquiéter  des  valeurs  prises  par  lu  fonction  sur  chaque 
intervalle  élémentaire.  Il  n'est  pas  possible,  si  une  fonction  /  définie  mit  ab 
devient  infinie  au  voisinage  de  b  et  même  en  ce  seul  point,  de  décomposer  indif- 
féremment ab  en  une  infinité  d'intervalles  juxtaposés,  dont  aucun  ne  contienne  b 
(ainsi  sur  chacun  d'eux  le  maximum  et  !<•  minimum  de  /'  sont  alors  bornés,  le» 
sommes  supérieures  S  et  inférieures  s  relatives  à  /et  à  cette  famille  F  d'intervalles 
sont  des  séries  île  termes  tous  finis  i  el  cela  de  manière  que  :  i°  S  et  s  convergent 
pour  toute  famille  F  et  2e  aient  la  même  limite,  sous  la  seule  condition  que  le 
plus  grand  intervalle  de  la  subdivision  F  tende  vers  zéro.  Quel  que  soit/,  inlé- 
grable  au  sens  de  Cauchj  il  sera  possible  de  placer  sur  ab  une  suite  de  familles  F 

d'intervalles  subdivisionnaires  satisfaisant  aux  condition--  dites,  el  \ i    lesquelles 

la   somme   supérieure    S   -i    /'  tend    vers      -/.   la   somme  inférieure  *  si 

vers  —  oo,  Tune  el  l'autre  si   /'  a  des  valeurs  infiniment  grandes  des  deux   signes, 

peuvent  avoir  des  valeurs  limites,   respectivement   aussi   gr les  positives    aussi 

grandes  négatives,  aussi  indéterminées  qu'on  le  veut.  Il  faut  donc  subdh 
en  s'informant  de  l'oscillation  de  j  sur  chaque  intervalle   île  la  fa  nul  l<   subdivi- 
sante. C'est  se  rapprocher  autant  du  point  de  vue  de  M     Lebesgue  que  s'éloigner 
de  celui  de  Hiemann. 
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croissantes,  on  voit  encore  que,  e_y  étant  la  mesure  de  L'ensemble 
K  A.  el  e'P  celle  de  l'ensemble  cp(#);>P,  avec  toujours 
bien  entendu  a  <  .r  <  fr,  la  convergence  des  séries  <?_„  el  ei>  est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  de  la  sommabilité  de  ©(#)•  Mais 
calculons  par  parties  les  deux  intégrales  en  nous  rappelanl 
<jiic  e»i  et  e'<l  tendent  respectivement  vers  zéro  pour  cp  =  -|-oo  et 
œ  x.  Nous  avons  l'identité  suivante  où  le  premier  membre 

est  une  somme  besgienne  et  le  second  la  différence  de  deux 
intégrales  riemanniennes  à  coefficients  différentiels  uni- 
oscillants 

(2)  !    o(x)d.r=    I     e'  d<o —    /      edy, 

«Ai  •    11  *    —  » 

e  et  >■'  pouvant  être  quel  que  soi/  o  choisis  respectivement  égaux 

aux  nu-su  les  des  en  son  Ides  ©<  X  >  <C  O  el   çpl  X  \  >  <p . 

20  A/.v.   Cette  dernière    formule    peut   s'établir   directement    à 
partir  de  la  définition 


I  =   /     ç(a?)  f/.r  =  li'm  N   ),„  K„, 


moyennant  les  remarques  suivantes  :  i°e(a)  el  e'(a)  désignant 
respectivement  les  mesures  des  ensembles  a  •<  a  et  cp  >>  a,  je  dis 
que  les  produits  ae(a)  et  ae'(a)  tendent  vers  zéro,  le  premier 
quand  a  tend  vers  -+- ao,  le  second  quand  a  tend  vers  — 00,  à  la 
condition  suffisante  que  cp  soit  sommable.  En  effet,  formons  une 
suite  /„  du  type  mainte  lois  indiqué,  tic  pas  inférieur  à  s.  et  />o«/' 
laquelle  /„  es-/  nul  (voir  la  note  de  la  page  196)-  l'osant 

era=  e|  /„  )         et         e'n  =  e'|  /„  1. 
nous  m  »  m-. 

E«  =  e„+1  —  e„  et  E'.,  =  e',,  —  e'/M  , . 

E/j  et  E|j  étant  comme  plus  lia u  1  les  mesures  respectives  des 
ensembles 

In^if(x)  <  ln+\  et  /„<-^i./i      /„  +  ,. 

Les  séries  1,,^,,  à  termes  et  indices  négatifs,  el  ///+,  E«  à  termes  el 
indices  positifs  sont  l'une  et  l'autre  convergentes,  leur  somme 
algébrique  tendanl  vers  l'intégrale  besgienne  de  o  sur  «6,  soil  I. 
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quand  i  tend  vers  zéro.  Il  suit  de  là  que 

/  ,  In  i  i  E« 

m 

00 

tend  vers  zéro  quand  m  croit,  el  a  fortiori  également  /„/+,  VEw, 

et  aussi  lm+i  e'm  au  plus  égal  à  ce  dernier  nombre. 

Or,    a  croissant    indéfiniment    par  valeurs    positives,   détermi- 
nons ///  par  l'inégalité 

On  a 

e'(a)Se'(lm  |  =  e'„,. 
J  )onc 

V,        7.  I  <   /„,  +  ,€',„. 

Donc,  v.t'ia)  tend  vers  zéro  pour  a        -f-  a>.  On  montre  tout  pareil- 
lement que  otel  a  i  tend  vers  zéro  pour  a  =  —  x. 

v."   Transformons  les  séries  ln+i  E'n\  n  ^>  m  et  /„  En(/i  <  o),  dont 
la  >onime  tend,  si  s  décroît  à  zéro,  vers  l'intégrale  besgienne  de  tp 

sur  <il>.  On  a 

m  m 

^  /rc+1  E«  =  ^  ^71+1  I  ''//  —  <-'„     i  ' 
0  0 

=  e'0li-h  e\  (/2—li  )—...—  e'm{  /„,+,  —  /„,  >  —  e'//H  ,  /„,_,. 
Le  dernier  terme  tendant  vers  zéro  pour  n  infini,  la  série 

e«i  /„-- 1—  /„  ) 

esl  convergente,  comme  l'est   la  série  /„+,  E„  d'après  la  sommabi- 

lité  de  '^  cl.  en  tenant  compte  de  /„     =  o.  on  a 

il  0 

Et  d<-  même 

0  0  0 

^tnEn^^init'n  +  i  —  e„)  =  —  V  ,-„,  £„  —  /„_,)  =  _  S 

—  00  00  — oc 

L'intégrale  de  <o  sur  a6  est  donc  la  limite  pour  e      o  de  S  S 
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Le  lecteur  déduira  immédiatement  de  ceci  l'équivalence  de 
l'énoncé  suivant  à  la  définition  habituelle  de  la  somme  besgienne  : 

Soit  — Un-ti  "  n-  "«+!•  •••  une  suite  de  segments  juxtaposés, 
de  longueurs  inférieures  à  un  même  nombre  t.  couvrant  la  tota- 
lité du  champ  réel  et  pourvus  d'indices  entiers  croissant  de  — co 
à  +ôo,  l'intervalle  u0  contenant  l'origine.  Si  \j.n  et  'j.'n  sont  respec- 
tivement les  mesures  sur  ab  des  ensembles  o{x)<i^n  et  o(x  i> X«. 
\n  étant  un  nombre  arbitraire  agrégé  au  segment  uu.  la 
somme  besgienne  de  s  entre  a  et  b  est  la  limite  unique  pour 
s  =  o  de  la  différence 

x  0 

0  « 

ces  deux  séries  étant  supposées  séparément  convergentes.  Eta- 
blissons la  formule  (  2  >. 

Les  fonctions  e(o)  el  e'(cs)  étant  unioscillantes,  dans  toul 
champ  fini  les  intégrales  de  e  do  el  e'  d<s  ont  un  sens  riemannien. 

Posons 

rln 

Les  intégrales 


n"1  r"i+' 

\n=   !       e  do  et          ln  =    /          e  e?ç. 

.-1  '  /,, 

!     e'  do  et            I     e  do 


sont  croissantes  en  a  el  décroissantes  en  a'.  Pour  qu'elle-  aienl  un 
sens  pour  a  —  +  00  el  y.'  x.  il  tant  el  il  suffit  qu'elle-  soient 

bornées,  la  première  supérieurement,  l;i  seconde  inférieurement. 
Pour  cela,  il  faut  el  il  suffit  que  les  séries  1^  à  indices  (to-itils 
et  \H  à  indices  négatifs  soienl  convergentes  el  les  deux  intégrales 
seront  a  lors  respecl  i\  emenl 

0  » 

j=Vi„      et      r=Vrw. 

— 00  0 

Or,  -I  co  esl  agrégé  au  segmenl  ln/„+i.,  on  a 

e«^  e(o  1  lefl+1,  e^  ?  e'(<f)^e'n+l. 

Donc 

ï«^e„(/„  —  /„    1  el  l',,l(^+i-/»)e«. 
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Pour  les  valeurs  positives  de  l'indice  //  la  convergence  de  la 
série  e'u(ln+l  —  ln)  entraîne  celle  de  la  série  VH.  De  même  pour  les 
valeurs  négatives  de  //.  la  convergence  de  la  série  |  résulte  de 
celle  de  la  série  en(lH—  ln_t  ).  Donc,  .1  el  J' existent.  D'ailleurs, 
la  quantité  positive  en{  ln  —  I „   ,  |  —  \n  esl  inférieure  à 

C««—  ''«     l)  (ln  ~  >n     1  I 

puisque  dans  le  champ  d'intégration  /„_,/„  correspondant  à  l„. 
e  vaut  au  moins  en_K.  De  même  én(ln+i  —  ln)  \n  es)  inférieur 
à  (e«+)  —  e«)(^«+<  —  ln)-  Finalement,  en  tenant  compte  de  la 
condition  o  <  ///+,  —  /«<  î,  on  a 

o  <S(s)  —  J  <e0e<(6  —  a)s 
et 

o  <S'(e)—  J'<e'0s     .{b  —  a)e. 
Donc 

S'(e)  —  S  (e  )  =  J'—  J  ■+-  8 (  b  —  a)e, 

o-  étant  inférieur  à  //// . 

La  somme  besgienne  de  cp  entre  a  et  A  étant  la  limite  de 
S'(s)  —  S(e)  quand  s  tend  vers  zéro,  cette  intégrale  \  a  u  t 
donc  J' — .).  C'est  l'identité  (2). 

21.  Nous  allons  examiner  les  relations  entre  l'intégrale 
besgienne  et  le  coefficient  différentiel  au  point  de  vue  de  la 
dérivation. 

Enumérons  tout  d'abord  quelques  propriétés  essentielles  de 
l'opération  de  M.  Lebesgue.  appelons  intégrale  d'une  fonction  a 
sur  un  ensemble  E  l'intégrale  d'une  fonction  auxiliaire  o,  égale 
à  o  sur  E  et  nulle  hors  de  E. 

i°  Une  fonction  sommable  dans  un  intervalle  (ou  sur  un 
ensemble)  l'est  dans  tout  ensemble  situé  sur  l'intervalle  (ou  par- 
tiel du  premier  ensemble). 

20  Une  fonction  sommable  séparément  sur  deux  ensembles 
d  isi  incts  E,  et  E2  esl  sommable  sur  l'ensemble  E(  -f-  Ea  réunissant 
leurs  points,  el  a  pour  intégrale  sur  ce  dernier  la  somme  de  ses 
intégrales  sur  les  deux  premiers. 

3°  Si  une  fonction  o  esl  sommable  ^m  E,  réunion  de  En 
E2,...,K„ l'intégrale  de  ^  sur  E  r->i    la  somme  de  la   série 
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absolument  convergente  formée  par  ses  intégrales  sur  les  E„.  Ce 
théorème  se  rattache  \  isiblement  à  la  propriété  d'une  série  simple 
à  ternies  tous  de  mêmes  signes  d'être  égale  à  une  série  double 
obtenue  en  remplaçant  chaque  terme  de  la  première  par  une  série 
de  termes  de  mêmes  signes  l'admettant  pour  somme.  Il  se  démontre 
immédiatement  en  séparant  sur  les  hases  d'intégration  l'ensemble 
des  valeurs  positives  ou  nulles  de  l'ensemble  des  valeurs  négatives 
de  la  fonction  intégrée. 

Passons  maintenant  à  cette  proposition  capitale  dans  la  théorie 
de  M.  Lebesgue  :  L'intégrale  entre  a  et  x  d'une  fonction  som- 
mable  admet  pour  dérivée  cette  dernière  fonction  sur  une 
épaisseur  pleine.  1  n  théorème  établi  plus  haut  équivaut  à  celui-ci 
pour  les  fonctions  bornées  puisque  toute  fonction  mesurable 
est  approximativement  continue  sur  une  épaisseur  pleine  (6). 
Mais  les  exemples  des  n"s  7  et  8  montrent  que  le  cas  des  fonctions 
sommables  non  bornées  est  tout  différent  du  premier.  iNous  allons 
donner  diverses  démonstrations  de  ce  théorème  fondamental,  en 
le  scindant  en  deux  parties,  la  première  relative  à  l'ensemble  des 
valeurs  nulles  de  o,  la  seconde  s'appliquant  à  l'ensemble  complé- 
mentaire du  premier. 

I .  i  "  Supposons  d'abord  qui!  s'agisse  d'une  fonction  's*  sommable 
entre  a  et  b,  nulle  sur  un  ensemble  parfait  P  épais  et  situé  sur  ab. 
.le  dis  que  f'(.r)  existe  et  est  nul  sur  une  pleine  épaisseur  de  P. 
En  effet,  supposons  a  situé  en  l'extrémité  gauche  de  P,  ce  qui  ne 
modifie  f  que  par  une  constante  additive.  Soit  un  un  intervalle 
contigu  à  P  et  wn  l'intégrale  besgienne  de  I  ©  |  dx  sur  u„.  La 
série  wn  e>t  convergente  puisque  ©  est  sommable.  Posons 


/    <p«fe  =  yn(x), 


.r  riant  sur  le  segment  //„  el    y„\  />„)  =  \  n.  On  a 

et  d'ailleurs,  d'après  la  propriété  de  l'intégrale  besgienne,  a  riant 
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nul  sur  P, 

f\  ./■■-■  a'S.x  i  \  ,<—  iaym(x), 

o>  étant  nul  si  x  esl  sur  P,  égal  èi  un  >i  x  est  inférieur  à  //„,. 

Or,  j'ai  démontré  dans  la  première  Pari  ie  i  u"  "l'A  i  que  toute  fonc- 
tion J  (a?)  douée  d'une  expression  du  type  précédenl  où  la  série  \  „ 
est  absolument  convergente,  d'une  part  esl  continue  en  tout  point 
de  seconde  espèce  de  P  sous  la  seule  condition  que  le  maximum  iv„ 
de  \yn(x)\  (ou,  en  toute  équivalence,  que  l'oscillation  de /sur  art, 
au  plus  égale  à  2ivn  \  tende  vers  zéro  pour  //  infini,  d'autre  part 
possède  sur  une  pleine  épaisseur  de  P  la  dérivée  zéro  si  la  série  w 
est  convergente  (sans  même  supposer  la  continuité  de  f  sur  les 
contigus  à  P). 

On  déduit  immédiatement  de  là  le  théorème  pour  l'ensemble 
des  points  où  ce  est  nul,  en  décomposanl  celui-ci  en  une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  parfaits  épais  en  eux-mêmes,  accrus 
d'un  ensemble  de  mesure  nulle  (i'e  Partie,  nos  l<S  et  19). 

Le  théorème  sur  l'épaisseur  des  ensembles  apparaît  comme  un 
eas  particulier  du  précèdent.  Car  la  mesure  d'un  ensemble  E  dans 
un  intervalle  esl  l'intégrale  dans  ce  même  intervalle  d'une  fonctions 
égale  à  un  sur  E  et  à  zéro  hors  de  E,  et  par  suite  l'épaisseur  de  I. 
en  un  point  e>l  la  dérivée,  si  elle  existe,  de  l'intégrale  indéfinie  de  cp. 

a0  Supposons  o  sommable  sur  l'intervalle  ab  où  esl  situé  E, 
et  nul  sur  E.  Démontrons  l'existence  de  f  et  son  égalité  à  -c 
sur  E. 

Posons 

y  =  *r  "+"   /     I  ?  I  dx  ; 

y  esl  \\\\v  fonction  continue  el  croissante  de  x.  Il  \  a  doue  corr< 
pondance  biunivoque  et    réciproque  entre   les  points  x  compris 

entre  '/  el  b  el   les  points  y  compris  entre  a  el  a        f    \®\dx. 

Soieni  H  en  x  el  II  en  y  Jeux  ensembles  homologues.  Remar- 
quons d'abord  que  la  mesure  de  H'  esl  égale  à  celle  de  ri  augmentée 
de  l'intégrale  de  |  <p  |  dx  sur  II.  Pour  le  psouver,  il  suffit  d'observer 
que  celle  proposition  esl  vraie  a  I  pour  tout  ensemble  II  coincidanl 
avec  un  intervalle,  puis,  la  sommation  besgienne  sur  un  ensemble 
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étant  une  opération  distributive  entre  les  agrégats  distincts  en 
infinité  dénombrable  constituant  le  premier  ensemble,  b)  pour 
tout  ensemble  H  coïncidant  avec  la  réunion  d'une  infinité  d'inter- 
\alles  distincts,  ou  c)  complémentaire  d'une  telle  famille  d'inter- 
valles, donc  (I  |  pour  toute  réunion  d'ensembles  fermés  et  pour 
l'ensemble  complémentaire  d'une  telle  réunion  (épais  ou  mince), 
enfuie)  pour  tout  ensemble  mesurable.  En  particulier,  les  ensembles 
de  mesure  nulle  se  correspondent  en  a?  et  en  y.  Soit  G  en  y  l'en- 
semble homologue  de  E  en  x.  G  et  E  ont  même  mesure  dans  deux 
intervalles  homologues  quelconques,  puisque  ©  est  nul  sur  E. 
Soient  e'  l'ensemble  des  points  x  de  E  où  l'épaisseur  de  E  est 
inégale  à  un,  g'  son  homologue  en  j',  g"  l'ensemble  des  y 
agrégés  à  G  où  G  a  une  épaisseur  inégale  à  u/i,  e"  son  homo- 
logue en  x.  Ces  quatre  ensembles  ont  une  mesure  nulle. 
Soient  e  et  g  les  complémentaires  respectifs  sur  E  et  G  de  e'  -+-  e" 
et  de  g1 '-}-  g" '.  Tout  point  dee  a  son  homologue  sur  g  et  récipro- 
quement. En  deux  points  homologues  dee  et  de  g.  les  épaisseurs 
respectives  de  E  et  de  G  sont  en  même  temps  un.  Soient  ç.  r, 
un  de  ces  couples,  ç;  ç"  deux  points  entourant  ç  et  //,  r'  leurs 
homologues.   Les  premiers   tendent   vers   ;   et  simultanément   les 

seconds  vers  7j.  Je  dis  d'abord  que  -|j — ~  tend  vers  un.  Car,  si  ;jl 
est  la  mesure  commune  de  E  et  de  G  sur  les  deux  intervalles 
homologues,  —^- — ;  et  .„  .,,  tendent  vers  un,  valeur  de  l'épaisseur 
de  G  en  r\  et  de  E  en  £.  Or 


dx  ; 


don< 


~  f  Vf 


dx 


tend  vers  zéro.   11  en  est  a  fortiori  de  même  de        s  „„ — •'        , 

puisque  le  numérateur  de  ce  quotient  est  eu  valeur  absolue  infé- 
rieur à  l'intégrale  de  |  o  |  prise  entre  ;'  ci  \  .  Donc,  en  ç.  /  possède 
une  dérivée  nulle.  Il  est  donc  établi  que,  ce  étant  nul  sur  E, 
l'ensemble  des  points  de  E  où  /a  une  dérivée  nulle  a  même 
mesure  que  E.  Car  cet  ensemble  contient  e,  dont  le  complémen- 
taire esl  met  riquement  oui  sur  E. 
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Soit  maintenant  cp  une  fonction  sommable  quelconque. 

II.  i"  Si  cp  n'est  jamais  négatif, /"n'admet  évidemment  en  aucun 
point  de  dérive  négatif.  Soit  E  l'ensemble  ©<o.  Soit  -\  une  fonc- 
tion égale  à —  cp  sur  E  et  à  zéro  hors  de  E.  La  somme  indéfinie 
de  tt  -f-  cp  a  la  dérivée  zéro  sur  une  pleine  épaisseur  de  E.  Donc, 
y  a  tous  ses  dérivés  non  positifs  sur  une  pleine  épaisseur  île  E. 
On  en  déduit  sans  peine  que,  sur  de  pleine-  épaisseurs  des 
ensembles  cp  ^  a,  cp^a,  a  -^  [S,  on  a  respectivement  /^  a,  /"=(3, 
a.'Sfli  t3  et  l'on  achève  comme  au  n°  5  I."  démonstration  de  l'éga- 
lité/ =  cp  sur  une  pleine  épaisseur  *\\\  continu. 

2°  Désignons  par  H(A)  l'ensemble  des  point-  de  '/A  où 
-A«<cp«<A.  La  mesure  du    complémentaire  k  <  A  >  de   H(A) 

tend  vers  zéro  avec  1  si   cp  est   fini  en  tout  point.  Considérons  les 

fonctions  es,  et  es...  la  première  égale  à  es  sur  IL  A  i  et  nulle 
sur  K  iA),  l'autre  au  contraire  égale  à  co  sur  K  et  nulle  sur  H.  On  a 

C5|  est  borné  et  cp2  est  sommable  comme  co  lui-même.  Soient  <ï>, 
et  $2  l°s  intégrales  de  cp,  d.r  et  -.p.,  c/j?  entre  a  et  ./.  On  a 

/=  *,  +  <!»,. 

Or  es,  est,  comme  toute  fonction  mesurable,  approximativement 
continu  en  une  épaisseur  pleine,  nia  i  s  de  plus  borné.  Loue,  sur 
une  pleine  épaisseur.  <l>(  existe  et  vaut  co,.  ©2  est  sommable  et  nul 
surH(A).  Donc,  sur  une  pleine  épaisseur  de  H(A),  (I>.,  existe 
et  e-t  égal  à  s2  =  o.  Donc,  sur  une  pleine  épaisseur  de  IL  A)  on  a 

*1  ~+~  *2  =  ?1  "+"  ?2  =   ?• 

Donc,  l'ensemble  h  des  points  de  ab  où  /  '  existe  et  \  .i  ut  cp  contient 
une  épaisseur  pleine  de  tous  les  IL  V).  Le  complémentaire  de  h  a 
donc  une  mesure  au  plus  égale  à  celle  du  complémentaire  K-(A) 
de  IL' A),  quel  ([ue  soit   \ .  h  est  donc  mince,  la  mesure  de  K  i  \  | 

tend, mi  vers  zéro  avec  -- ■  Le  théorème  est  entièrement  établi. 

.')"  Supposons  qu'en  un  ensemble  G  de  mesure nulle,  un  de- 
dérivés  médians  ou  extrêmes  de  /  d'un  côté  ou  de  l'autre  difl 
de  o.  Alors,  il  existe  un  nombre  positif  2  8  tel  que,  pour  un  côté 
déterminé,  droit  ou  gauche,  un  dérivé  diffère  de  cp  d'au  moins  28 
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dans  un  sens  déterminé,  par  excès  < m  par  défaut,  sur  toul 
un  ensemble.  L'Inexistence  d'un  tel  ensemble,  quels  que  soient 
simultanément  28,  le  côté,  le  sens  de  la  différence,  entraînerait 
la  nullité  métrique  de  G.  Soit  E  cet  ensemble,  où  par 
exemple  un  dérivé  droit  de/  surpasse  cp  +  :->o  en  tout  point.  11  esl 
impossible,  si  E  n'est  pas  métriquemenl  nul,  que  tous  les 
ensembles  En  agrégés  à  E  et  caractérisés  par  la  double  inégalité 

WO'-'i     '  I  II  -+-  1)0 

soient  sans  épaisseur.  Supposons  donc  E,„  épais.  Sur  E,„.  on  a 

<j><  (m  -+-  1)8, 

et  un  dérivé  droit  de  /  surpasse  (m  +  2)o.  Or,  d'une  pari  les 
points  de  E  où  son  épaisseur  est  un .  d'autre  pari  les  points  de  E 
où  l'intégrale  de  o  bors  de  E  a  pour  dérivée  zéro  1  première  partie 
de  la  démonstration)  forment  des  pleines  épaisseurs  de  E  et  oui 
par  suite  en  commun  une  pleine  épaisseur  r,  de  E.  Soit  x  un 
point  de  t\. 

11  est  possible  de  trouver  adroite  de  a  un  point  (3fl,  à  u  ne  distance 

de  a  intérieure  ù  — ,  et  où 
n 

/(M-/(«)>(m  +  2)8(P„-a). 

Or,  soit  eH  l'épaisseur  de  E  sur  <xftn.  L'intégrale  de  cd  sur  E  es"l 

inférieure  à 

''«<  'pn—  y-  H  m-+- 1)0. 

Soit  p«(^b — *)  l'intégrale  de  s  hors  de  E  sur  ?.3„.  La  somme  de 
ces  deux  nombres  est  f($n)  —  fi0-)'  ®a  il  donc,  quel  que  soit  // . 

en(m  -J-i)o  +  c;i>  (m  -+-  2)0, 

ce(pii  esl  absurde,  puisque  m  el  8  étant  indépendants  de  «,  en  tend 
vers  un  cl  vn  vers  zéro,  quand  /*  croit. 

!22.  M.  Lebesgue  1  /..  /..  p.  123)  a  montré  que,  si  une  fonction  <i 
variation  bornée  possède  en  tout  point  ses  quatre  dérivés 
extrêmes  finis,  elle  a  une  dérivée  sur  une  pleine  épaisseur.  Il 
esl  bien  facile  d'établir  cette  même  conclusion  [mur  toute  fonc- 
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tion  à  variation  bornée,  admettant  ou  non  des  dérivés  infinis. 
En  effet,  c'est  d'abord  une  conséquence  immédiate  du  Second 
Théorème  (ire  Partie)  que.  si  une  fonction  est  à  variation 
bornée,  l'ensemble  des  points  où  elle  possède  un  dérivé  infini 
est  mince.  En  effet,  en  nous  appuyant  sur  cette  propriété 
caractéristique  des  fonctions  à  variation  totale  bornée  d'être  la 
différence  de  deux  fondions  croissantes,  il  suffit  de  prouver  la 
proposition  pour  une  fonction  de  cette  dernière  nature.  Or,  le 
Second  Théorème  nous  montre  immédiatement  L'impossibilité 
qu'une  fonction  croissante  ait  pour  aucun  côté  un  dérivé  infini, 
nécessairement  positif,  sur  un  ensemble  épais.  Donc,  les  nombres 
dérivés  extrêmes  d'une  fonction  croissante  sont  sur  une  pleine 
épaisseur  finis.  Donc,  d'après  les  résultats  de  la  première  Partie 
rappelés  au  début  de  cet  article,  sur  une  pleine  épaisseur  une  telle 
fonction  a  une  dérivée,  et  il  en  est  de  même  de  toute  fonction  à 
variation  bornée. 

Montrons  après  M.  Lebesgue  que  la  dérivée  d'une  Jonction 
à  variation  bornée,  envisagée  en  ses  seuls  points  d'existence 
el  complétée  ailleurs  par  des  valeurs  finies  quelconques,  est 
sommable.  En  effet,  dans  le  cas  oppose,  elle  serait  non  sommable 
sur  l'un  des  deux  ensembles  où  elle  possède  nu  signe  donné,  par 
exemple  le  signe  H-.  Désignons  par  E,,  l'agrégat  des  points  où 

/i<(o^n-^-i         (  «  =  o,  i ,  . . .  i . 

L'hypothèse  de  la  non-sommabilité  de  tp  esl  identique  à  celle-ci,  que 
la  série  nE„  diverge,  en  désignant  par  une  même  lettre  l'ensemble 
et    sa    mesure.    Alors,    nous    pouvons    choisir    N     de    manière 

N 

que  2,  n Eh  surpasse  de  plus  d'une  unité   la  variation  totale  de/ 

i 
entre   a    et  6   augmentée   «le   \f(a)  —  f(P)\.    Remplaçons   toul 

ensemble  E„  pour  /i  =  i,  2 N   par  un   ensemble    parlait   Kn 

agrégé  à  lui  el  dont  la  longueur  surpasse  K„  —  v-  (  '  "  ')|rl  ''•  n"  18). 

Les  ensembles  K, KN   sonl   deux  à  deux   distincts.  La  plus 

petite  distance  de  (\ry\\  quelconques   d'entre   eus    surpasse   une 

partie  aliquote  de  6— «,  soit  ~  -.  Partageons  ab  en  M  polies 
équivalentes,    el  soient    :/,.    :/,+)    deux    points  consécutifs  de    La 

XLIII.  '   » 
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subdivision.  Entre  Ç/iet;^+,,  un  au  plus  des  ensembles  K„  pos- 
sède des  points.  Si  Kp  en  possède  formant  un  ensemble  de 
mesure  X/>,  il  est  visible  (ire  Partie,  n°  49)  que  Kp  peut  être 
sur  çaça+i  enfermé  dans  un  nombre  fini  d'intervalles  où  la  varia- 
tion relative  de  /  surpasse  p  et,  par  suite,  que  f(%h+t) — /(£*) 
surpasse  p\/t  augmenté  des  variations  de  /  sur  certains  segments 
compris  dans  ^  £/i+i    et   ne   contenant  nul    point   de  K^    ni    par 

suite  d'aucun  ensemble  K.n.  En  ajoutant  les  résultats  de  toutes  les 

> 

relations  analogues,  on  trouve  que  j'{b)  —  /'(  a)  surpasse  2,  n^/i 

i 
augmenté  des  variations  de /'dans  un  certain  nombre  de  segments 
deux  à  deux  distincts  compris  entre  a  et  6,  donc 

N 

2»(e»-^)</(6)-/(«)  +  V, 
i 

V  étant  la  variation  totale  de  /'  entre  a  et  6,  ce  qui  est  absurde 
d'après  nos  hypothèses.  Donc,  ©  est  sommable. 
La  différence 

f{x)  -/(«)-  f    odx 

est  une  fonction  nulle  en  a  et  possédant  une  dérivée  nulle  sur  une 
épaisseur  pleine.  M.  Lebesgue  supposant  de  plus  que  tous  les 
dérivés  de  /  sont  finis,  en  déduit  que  cette  fonction  est  partout 
nulle.  Nous  donnerons  ailleurs  (.5e  Partie)  une  condition  plus 
générale,  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 


EXEMPLES    DE    FONCTIONS    DERIVEES    PRENANT    LES    DEUX    SIGNES 
DANS    TOUT    INTERVALLE. 

23.  Ropcke  a  donné  (35)  des  exemples  de  fonctions  dérivées  pre- 
nant les  deux  signes  dans  tout  intervalle.  Il  construisait,  par  une 
suite  d'approximations,  une  certaine  fonction  continue  dont  il 
montrait  que  la  dérivée  existe  en  tout  point  et  possède  la  particula- 
rité annoncée.  Nous  allons  donner  dans  ce  Chapitre  des  exemples 
de  fonctions  dérivées  de  la  nature  précédente,  susceptibles  d'une 
expression  analytique  simple,   et  nous  établirons   leur  caractère 
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d'être  des  dérivées,  sans   rechercher  aucnne   forme  explicite  de 
leur  primitive. 

Notons  qu'une  fonction  dérivée  prenant  les  deux  signes  dans 
tout  intervalle  s'annule  également  dans  tout  intervalle  (10).  Les 
fonctions  dérivées  que  nous  envisagerons  seront  simplement  <l< •-> 
fonctions  approximativement  continues  et  bornées.  Toute  fonction 
continue  de  l'une  de  celles-ci  est  encore  une  fonction  de  même 
espèce,  donc  encore  une  fonction  dérivée.  Nous  avons  vu  que 
toutes  les  fonctions  dérivées  ne  sont,  pas  approximativement  conti- 
nues en  tout  point,  et  que  leur  caractère  d'être  des  dérivées  n'est 
pas  invariant  en  général  par  une  transformation  continue. 

Premier  exemple. 

24.  Considérons  un  ensemble  de  points  «,,  a2,  ...,  a„,  ..., 
répartis  sur  un  intervalle  ab  et  denses  entre  a  et  h. 

La  série  gn(%)  =  "     —  ou  les  un  s<>nl  tous  positifs,  ne  peut 

)/\x  —  an\ 

être  convergente  en  aucun  point  x  si  la  série  des  un  ne  l'est  pas. 
Car  le  dénominateur  admet  quel  que  soit  a?  l'unité  pour  plus  grande 
limite  quand  n  croit.  Supposons  au  contraire  la  série  un  conver- 
gente.  Je  dis  que,  sur  une  épaisseur  pleine,  l<<  série  gn(x)  est 
convergente. 

Je  montrerai  pour  cela  que,  sur  une  épaisseur  pleine,  la 
série  gn{%)  «  ses  termes  inférieurs  à  partir  d'un  certain  rang 
k2u„.  En  effet,  formons  d'abord  l'ensemble  E,  des  points  <>ù  l'on  a. 
pour  au  moins  une  valeur  de  n,  g,i(x)>  iun\  puis  l'ensemble  E. 
des  points  où,  pour  au  moins  une  valeur  de  n  supérieure  à  un,  on 

a  gn(x)~>  vu,, et  généralement  l'ensemble  E^des  points  où, 

pour  au  moins  une  valeur  de  n  surpassant/?—  i ,  on  a  £■„(#)  >  iu„. 

Ep  est  évidemment  contenu  dans  E,,  E2, Ep_{ .  Si  un  point  ; 

appartient  aune  infinité  d'ensembles  Ep,  il  appartient  doncà  tous. 
Quel  que  soit  p,  il  y  a  alors  une  valeur  de  n  surpassant  />  et  telle 
que  £•«(£')>  2 a„.  ;'  appartient  à  l'ensemble  E  commun  à  tous 
les  Ep.  Si  au  contraire  ;  est  étranger  à  E,  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  q  de  j>  (q  peut  être  égal  à  un  >,  ;  n'appartient  plus 
a  Ep.  Si  donc,  il  y  a  des  valeurs  de  n  pour  lesquelles  gn{  ;  l>2«„, 
ces  valeurs  de  n   sont  toutes  inférieures  à  q.   Donc,  à  partir  du 
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rang  q,  le  terme gn\  z  lest  au  plus  égal  à  iun.  Donc,  la  série gn\K) 
est  convergente  si  tous  les  tenues  de  rang  inférieur  à  q  sont  finis, 
c'est-à-dire  si  \  n'est  pas  l'un  des  points  a,,  a2>  ••  •-,  «?_i- 

Nous  allons  montrer  que  E  a  une  mesure  nulle  et  pour  cela  que 
la  mesure  de  E^  tend  vers  zéro  pour  p  infini.  L'ensemble  des 
points  de  ab  étrangers  à  E  existera  donc  et  scia  bien  une  pleine 
épaisseur  de  ab. 

Evaluons  la  mesure  de  E^.  L'ensemble  des  points  où  gn  (x)  >>  iun 

est  défini  par  l'inégalité  |  x  —  an  |  <<  —  C'est  un  intervalle  in  de 
milieu  an  et  de  longueur  •  Les  points  appartenant  à  l'un  au 

moins  des  intervalles  ip,  ip+\,  •  •  . ,  ip+mj  •••:  forment  un  ensemble 

d'intervalles  dont  la  mesure  est  évidemment  au  plus  égale  à    la 

somme 

ii  i  i 

Telle  est  la  borne  supérieure  de  la  mesure  de  E^,.  Elle  tend  bien 

vers  zéro  avec  —  •  Donc  E,  ensemble  commun  aux  E„,  est  de  mesure 
P  ' 

nulle.  Ajoutons-lui  les  points  a«,  dont  l'ensemble  est  dénom- 
brable.  Nous  obtenons  un  ensemble  Q'  de  mesure  nulle.  0,  ensemble 
complémentaire  de  Q',  est  une  épaisseur  pleine,  et  en  tout  point 
de  Q,  la  série  gn(%)  est  convergente,  comme  ayant  ses  termes, 
d'abord  tous  finis  (x  étant  différent  des  aM),  et  ensuite  au  plus 
égaux  à  partir  d'un  certain  rang  à  ceux  de  la  série  iun.  Soit  g(oc) 
la  somme  de  cette  série  en  tout  point  où  elle  est  convergente. 

L'ensemble  des  points  de  convergence  comprend  Q.  C'est  donc 
une  épaisseur  pleine.  Mais  il  peut  comprendre  d'autres  points.  Les 
points  de  l'ensemble  complémentaire  1"  comprennent  d'abord  les 
points  a,n  puis  les  points  £'  où  la  série  ga(<i')i  bien  qu'ayant  chacun 
de  ses  termes  finis,  diverge  néanmoins. 

Aux  points  de  T  nous  posons  g(x)  =  4-  x. 

25.  Montrons  maintenant  que  g(%)  (^sl  approximativement 
continue  en  toul  point  où  elle  est  finie  I  ■  ).  Nous  prouverons  d'à  boni 

(')  l'.irn  entendu,  nous  plaçons  toujours  a;  sur  le  segment  ab,  la  série  g„  «'tant 
uniformément  convergente  et  g  se  trouvant  par  suite  continue  sur  i<>ui  segment 
étranger  au  premier.  La  même  observation  \aui  pour  les  trois  autres  exemples. 
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que  g(x)  est  semi-continue  inférieur 'ement  en  ces  derniers 
points.  Il  faut  entendre  par  là  que,  si  petit  que  soit  le  nombre 
positifs,  l'ensemble  des  points  où  g(x)  surpasse  g(%) —  e,  ren- 
ferme un  intervalle  ç—  r,.  £  -f-  rt  comprenant  ç.  La  démonstration 
ne  repose  nullement  sur  les  propriétés  particulières  des  fonctions  g, 
mais  uniquement  sur  ce  l'ail  que  g  est  lu  somme  d'une  série  de 
fonctions  continues  (aux  points  ;i  et  positives.  -.  autrement  dit. 
est  en  £  la  limite  d'une  suite  de  fonctions  continues  croissantes.  Il 
est  connu  qu'une  telle  limite  e<t  semi-continue  inférieurement 
aux  points  H. 

En  effet,  il  est  possible  de  choisir  //  de  façon  que 

Sn+i(l)-t- £•«.+* (£)-!-•••<  L}' 

Comme  gn  fini  ou  infini  e>t  toujours  positif,  <'n  posant 

rn(x)  =  gn+l(a;)-i-gn+i(x)-h..., 
on  aura 

rn(r)-rn(i)>-~. 
D'autre  pari .  si 

.*„  (  .r)  est  continue  en  ;.  point  distinct  des  an.  Donc  dans  un 
certain  intervalle  de  ç  —  r\  à  ç  -f-  r,.  on  a 

*„(a?)  —  s„< \  i  >  —  ^, 

donc  dans  ce  même  intervalle,  que  g  ><»il  fini  ou  infini, 

g(x)  —  g{^)  =  sn(x)  —  sn($)-k-rn(x)      r„(|)       -s. 

Si  ç'  est  sur  l\  g{%)  est  infini-  Mots,  ou  bien  ;'  est  L'un  des 
points  an,  par  exemple  celui  d'indice  //>.  ;  </„,.  ^lors,  il  est 
possible  d'entourer  am      ;   d'un  intervalle  en  toul   point  duquel 

gm{x)  et  a  /or  tiori  g  (x)  surpassent  -si  g  esl  finie.  Ou  bien,  au 

contraire,  Ê'esl  distinct  de  tous les  an.  Mais  alors  sn(%  (croît  indéfi- 
niment avec  // .  Il  est  donc  possible  de  trouver  nue  certaine  valeur 

de  n.  pour  laquelle  s«(£')  surpasse—-  s,,(x)  étant   roui  un;  en  :  . 

point  distinct  des  aA,  nous  pouvons  entourer  :  d'un  intervalle  ç' — rt, 
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£'+*),  en  chaque  point  duquel  s„(x)  —  .?„(<;')>_  I.    Dans  cet 

intervalle  on  a  donc  sn( t)  >>  -  et  a  fortiori  g(x)  ^>  -• 

On  dil  souvent  d'une  fonction  à  laquelle  on  attribue  la  valeur 
conventionnelle  H-  ce  en  certains  points  et  en  particulier  en  x0, 
quelle  est  continue  en  ce  dernier  point  si,  pour  grand  que  soit  le 
nombre  positif  A,  x0  est  le  centre  d'un  intervalle  dans  lequel 
la  fonction  est  en  tout  point  ou  bien  +00,  ou  bien  un  nombre  fini 
supérieur  à  A.  gn(%)  est  donc  continue  aux  points  où  elle  est 
infinie.  D'ailleurs,  on  ne  saurait  en  de  tels  points  entendre  diffé- 
remment l'une  de  l'autre  la  continuité  et  la  semi-continuité  infé- 
rieure. Moyennant  ces  conventions,  on  peut  donc  énoncer  cette 
proposition  connue  :  une  série  de  fonctions  continues,  finies  ou 
non.  mais  toutes  positives,  a  en  tout  point  une  somme  finie  ou 
infinie,  qui  est  une  fonction  semi-continue  intérieurement.  Ce 
résultat  s'applique  à  g{x). 

Le  nombre  inverse  -z  d'une  fonction  continue/,  finie  ou  infinie, 

mais  supérieure  à  un  nombre  positif  fixe,  est  borné,  non  négatif  et 
continu  au  sens  ordinaire  en  tout  point  où  f  est  continue,  finie  ou 

non.  Si  /  est  partout  semi-continue  intérieurement,  -x  est  borné, 

semi-continu  supérieurement,  et  continu  aux  points  où  il  est  nul. 
Nous  tirerons  parti  de  ces  conclusions  relativement  à  la  fonc- 
tion e~sW. 

26.  Montrons  maintenant  qu'aux  points  ç  où  g  est  finie,  l'en- 
semble défini  par  l'inégalité  g(x)  <#"(£)  -h  e  a  l'épaisseur  un  en  H. 
Gomme  les  points  suffisamment  voisins  de  ç  donnent  tous  lieu  à 
l'inégalité  g(x)  ^>g{\) —  &•>  il  en  résultera  bien  que  l'en- 
semble |  g(x)  —  g  (ç)  |  <C  £  a  une  épaisseur  égale  à  un  en  £. 

La  série  gn(%)  étant  convergente,  nous  chercherons  à  mesurer 
l'ensemble  des  points  où,  pour  une  valeur  au  moins  de  n,  g„(x) 
surpasse  2gn(%).  En  dehors  de  cet  ensemble,  il  est  vraisembla- 
blement possible  a  priori  de  borner  supérieurement  g(x)  com- 
parativement à  g{\). 

I.  ensemble  des  points  où  l'on  a 
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donc 


Ê  —  an 


constitue  l'intervalle  aw  de  milieu  an  et  égal  à         „  , "    •  Quel  que 

soit  le  nombre  positif  7),  cel  intervalle  aura  des  points  communs 
avec  l'intervalle  j  limité  par  ;  —  7)  et  ^  +tj,  à  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  que  les  milieux  des  deux,  intervalles  aient  une 
distance  inférieure  à  la  demi-somme  de  leurs  longueurs,  donc 
pour 

ie        ,../_,     I  Ê  —  a"  I 


On  a  alors  certainement   |ç — aa  |  <  2T„  donc   *n<-£Zï'  Or  les 

points  communs  à  a„  et  à  y  forment  un  intervalle  certainement  inté- 
rieur à  a.„ .  Donc,  que  l 'in  tervalle  a„  où  l  inégalité  gn  (x)  >  2 g  B(ç) 

Fie.  2. 


-li — 1    V    /11 — h — 1  r     1 — V,  y — t- 
ap    \       '  a.,  ax,         \f        a, 


est  vérifiée,  ait  ou  non  des  points  communs  avec  j\  sa  partie 

commune  avec  j  est  toujours  inférieure  a  -^i' 

L'ensemble  HN  des  intervalles  %H  d'indice  supérieur  à  N  ;i  donc 
sur  l'intervalle  E  —  r,.  ;        i\  une  épaisseur  inférieure  à 

^^  >.  "  '    jt"_  * 

Nous  aboutissons    donc    à    cette    conclusion    très    importante    : 

IIN  étant  l'ensemble  des  points  x  où  pour  une  râleur  au  moins 

de   n    surpassant    N    l'inégalité  gn(x)>  2 gn(l)   est   vérifiée. 

sur  hait  intervalle  ayant  son  milieu  en  l.  l'épaisseur  d<-  IIN  est 

.....  .1 

inférieure  a  -^— -t  ■ 

Donnons-nous  un  nombre  s' quelconque el  calculons  un  entier  N  , 
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assez  grand  pour  que  w  _)  <C  z'.  La  série  gn\  ;  |  étant  convergente, 
déterminons  maintenant  le  nombre  N2  par  la  condition  que 

4 

Soit  JN  un  entier  supérieur  à  i\ ,  et  à  N2.  H  étant  distinct 
desrti.  rt2-  •••'  rt.\?  chacune  des  fonctions  g„(x)  est  continue  en  E, 
pour  w£N.  Nous  pouvons  alors  trouver  Ode  façon  que,  dans  l'inter- 
valle E  —  0  k  H  +  0, 

(1)  «»(*)  — *h(|)  <  -• 

D'ailleurs,  l'ensemble  HN  des  intervalles  %+1,  aN+2,  •  ••,  «k+»i  ••• 
a,  quel  que  soit 7),  sur  l'intervalle  ç  —  rj,  ç  +  r,  ou/,  une  épaisseur 

inférieure  à -j^j  <[  e'.   Or,   en  chaque  point   de  j  appartenant  au 

complémentaire  de  HN,  c'est-à-dire  en  tous  les  points  dey  exté- 
rieurs à  chacun  des  aN+i,  aH+î,  ...,  on  a  gn{%)  <C  2#"«(£)  pour 
toute  valeur  de  n  supérieure  à  N,  donc 

(2)  ra(.T)  <  2rN(.0  <  -• 

Prenons  7]  inférieur  à  9.  Les  inégalités  (1)  et  (2)  sont  simulta- 
nément vérifiées  et  l'on  a 

sjt(x)  ■+-  m(x)  =  g{x)  <  ss{\  1  -+-  1  <  g{£)  -+-  e. 

en  tous  les  points  d'un  ensemble  qui  sur  j  a  une  épaisseur  supé- 
rieure à  1  —  z' ,  quel  que  soit  r\  inférieur  à  Q. 

s'  pouvant  être  choisi  aussi  petit  qu'on  veut(  indépendamment  ou 
non  de  e,  nous  savons  que  cela  est  indifférent,  n"  1),  \,  et  ft2  et 
par  suite  Q  étanl  toujours  calculables  au  moyen  de  z'  et  de  s, 
l'ensemble  des  points  où  g{x)  <£"(£)+  s  a  bien  en  ;  une  épais- 
seur ('gale  à  un  (  '  ). 

(  '  )  Le  lecteur  prouvera  sans  peine  qu'un  ensemble  E  a  l'épaisseur  un  en  un 
point  xa  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  que,  sur  un  intervalle  variable  i 
contenant  x0  et  divisé  para;,  en  parties  égales  ou  dans  un  rapport  mutuel  borné 
ainsi  que  s<>n  inverse,  l'épaisseur  de  K  tende  vers  un,  quand  la  longueur  de  i  tend 
continûment  vers  zéro. 


—  217  — 

27.  Donc,  la  fonction  g(x)  esl  [ n >> i t i \ f ,  approximativement 
continue  en  tous  les  points  où  elle  est  finie,  ceux-ci  tonnant  une 
épaisseur  pleine.  En  l'ensemble  mince  complémentaire  où  s  (x) 
est  infinie,  elle  est  continue  (ou  semi-continue  intérieurement). 
E'  est  partout  dense  (et  même  résiduel).  E'  comprend  en 
particulier  les  points  <t„.  La  fonction  G(x),  égale  à  e~^x) 
quand  g(x)  est  finie  et  à  zéro  sur  E',  est  inférieure  à  ////.  jamais 
négative,  donc  bornée,  approximativement  continue  aux  points  où 
elle  est  positive,  continue  aux  points  où  elle  nulle,  puisque  chacun 

de  ces  derniers  points  est  centre  d'un  intervalle  où  la  fonction  est 

i 
inférieure  à  e  3,  quel  que  soit  t.  Donc  G(x)  est  une  fonction  dé- 
rivée, qui  s'annule  dans  tout  intervalle  et  n'est  jamais  négative, 
a  étant  un  nombre  positif  et  'p  quelconque,  la  fonction  ^a+'P.  nulle 
en  même  temps  que  u  et  définie  pour  u  positif  comme  égale 
à  Ma(cos(3Lw  -h  isinjâLw)  (en  désignant] par  L«  la  détermination 
réelle  du  logarithme  népérien  de  u),  cette  fonction  esl  continue 
en  u.  Sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire  le  sont.  Donc  la  fonc- 
tion v(a?)  égale  à  [G(#)]a-'?,  donc  nulle  surE'  et  égale  ùe~(a'.'J  S  ■' 
quand  g  est  fini,  y  est  bornée  et  approximativement  continue, 
puisque  c'est  une  fonction  continue  de  la  fonction  G  possédant 
ces  mêmes  propriétés,  y  est  donc  aussi  mw  fonction  dérivée.  Sa 
partie  réelle  e~a5'(•^,  cos^g-(x)  et  le  coefficient  de  sa  partie  imagi- 
naire e~%s^x'i  sin  j3 g(x)  prennent  évidemment  les  deux  signes 
dans  tout  intervalle.  Car,  dans  un  intervalle  quelconque,  la  fonc- 
tion dérivée  G(x)  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  son 
maximum  dans  cet  intervalle,  savoir  un  certain  nombre  positif  ci>, 
et  son  minimum  nul.  Le  cosinus  et  le  sinus  de  jLCh,/  )  prennent 
donc  évidemment  les  i\cu\  signes,  puisque  leur  argument  prend 
toutes  les  valeurs  de  signes  contraires  n  p  et  surpassant  en    valeur 

absolue  Til  L  —  • 
111      ta 

Second  e  cemple. 

28.  \  oici  d'autres  exemples  de  la  même  espèce  de  dérivées  : 

J'abrégerai  les  démonstrations,  toutes  copiées  sm-  le  type  de  la 
précédente.  Elles  comprennent  deux  parties.  Dans  h  première,  on 
montre  que  l'ensemble  des  points  de  divergence  d'un  certain  déve- 
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loppement  est  de  mesure  nulle  ;  dans  la  seconde,  que  la  somme 
du  développement  aux  points  de  convergence  est  approximati- 
vement continue. 
Posons 

*.(*)=  ^ — i-- 

Pour  qu'en  au  moins  un  point  la  série  hn(x)  soit  absolument 
convergente,  il  est  nécessaire  que  la  série  un  possède  ce  dernier 
caractère.  Nous  supposerons  la  série  un  à  termes  tous  positifs, 
afin  de  connaître  le  signe  des  infinis  de  la  série  hn(x)  : 

i°  L'ensemble  des  valeurs  de  convergence  de  la  série  hn(x)  a 
pour  épaisseur  un.  En  effet,  la  relation  hn(x)  ^>  kun  exige 

\x-an\<k'^=-^fr 
Prenons  /,  =  e2. 

La  relation  dite  est  donc  vérifiée  pour  cette  valeur  de  /. ,  uni- 
quement dans  l'intervalle  in  de  milieu  an  et  de  longueur— -• 

L'ensemble  E^  des  points  où,  pour  au  moins  une  valeur  de  n 
surpassant p  —  i,  la  relation  précédente  est  vérifiée  a  une  mesure 
inférieure  à  la  somme 


<-/>+i 


•=22^ 


La  série  — -  étant   convergente,    la  mesure  de  E„   tend  vers  zéro 

avec  -  •  Ejp  contient  E^, .  Donc,  l'ensemble  des  points  appartenant 

à  une  infinité  de  E^  est  leur  ensemble  commun.  11  est  mince. 
Tout  point  x  de  son  complémentaire,  pleine  épaisseur  du  con- 
tinu, cesse  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  p,  soit  P(#),  d'appar- 
tenir à  E.  Donc  on  a  en  ce  point 

hn(x  \i  e*wn 

pour  toute  valeur  de  n  surpassant  P(#).  En  un  tel  point  x,  s'il  est 
distinct  des  an,  la  série  h„(x)  est  convergente.  . 

Soit  r  l'ensemble  mince  des  points  de  divergence,  ù  la  pleine 
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épaisseur  complémentaire.  Nous  posons  encore 

«  go 

1  n-hl 

cette  dernière  fonction  étanl  définie  seulement  sur  Q;  et  sur  L> 
encore, 

00 

î 
h(x)  =  +oo  sur  r. 

2°  La  fonction  h(x)  est  semi-continue  intérieurement  en  tout 
point  de  il,  où  elle  est  finie,  et  continue  en  tout  point  de  Toù  elle 
est  infinie.  £  étant  agrégé  à  il,   montrons  que  l'ensemble  des  x  où 

h{x)>  H\)  +  z 

est  d'épaisseur  nulle  en  ;.  L'ensemble  des  points  où,  pour  une 
valeur  déterminée  de  n,  kn(x)  >  e2hn(%),  esl  l'intervalle 

i  ,  I  £  —  an\ 


soit  (3n,  de  milieu  a„  et  de  longueur  :>.\l  —  an\:  n- .  Si  (}„  a  des 
points  communs  avec  l'intervalle  ;  —  rn  ;  +  ï,,  ou  /(t|>o), 
on  a 

I  :  —  ««  I  <  »1  -+-  |  5  —  a»  |  :  «*, 

donc,  si  ii  esl  au  moins  égal  à  deux.  |  ç  —  an  j  <  27),  et  la 
partie  commune  à  (3fl  et  à  /.  au  plus  égale  à  (3n  qu'elle  existe 
ou  non,  est  dans  tous  les  cas  moindre  que  27j  ',  n2.  Les  points 
où  l'un  au  moins  des  nombres  ha(x)  surpasse  e2h„(z).  //  sur- 
passant \,  forment  un  ensemble  KN  possédant  -m-  l'inter- 
valle y  une  mesure  inférieure  à   >.rt  N  -■  L'ensemble  KN  ,i  donc 

N    •    I 

sur  tout   intervalle  de  centre  E  une  épaisseur  inférieure  à    >   — 

N   \r  1 

Soit  ^\  ,    la    plus   petite    valeur   «le    l'entier    \    telle  que    >    — r  < -'• 

N    .    | 
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\,  existe  si  e'  esl  positif,   d'après  la  convergence  de  la  série—- 

Quel  que  soit  N  au  moins  égal  à  Nl5  l'ensemble  KH  aura  sur  tout 
intervalle  de  centre  E  une  épaisseur  inférieure  à  e'.  Nous  suppo- 
sons z'  donné  d'avance  très  petit,  indépendant  de  s  ou  au  con- 
traire égal  à  une  fonction  connue  de  :  infiniment  petite  avec  lui. 

Déterminons  un  entier  J\2  tel  que  fjtt(^)  <  — ^« 

Alors,  soit  N  un  nombre  supérieur  à  N,  et  à  \2-  A  cause  de  la 
continuité  de  sfi(x)  en  ç,  point  distinct  des  an,  je  peux  entourer; 
d'un  intervalle  \ —  8  à  £  +  9  (8  positif)  en  tout  point  duquel 

SsixXsnd  l-t-  — 

Or,  en  tout  point  x  étranger  à  KN  on  a,  quel  que  soit  n  supérieur 

,,  V 

hn(x) %  e*  Aj»($), 

donc 

rM(a?)5  r-rs(\)  <  -. 

Soit  donc  7)  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  H.  En  tout 
point  x,  compris  entre  ;  —  r\  et  ;  -h  yj  et  étranger  à  K^,  on  a 

h(x)  =  SN(a7)-HrN(a7)<*N(f)-t-e<  h(Ç) -+■  t. 

I\N  avant  sur  l'intervalle  de  ç  —  r,  à  £  -h  yj  une  épaisseur  inférieure 
à  s'  pour  toute  valeur  positive  derj,  quel  que  soit  le  nombre  posi- 
tif fixe  £.  l'ensemble  h(x)  <  /'(£)  +  e  a  une  épaisseur  égale  à  un 
en  ;.  Gomme  l'ensemble  h(x)  >>/*(;) — -s  comprend  tout  un 
intervalle  contenant  ;.  la  fonction  /<(#)  est  approximativement 
continue  en  ç.  point  quelconque  de  l'ensemble  Q  où  elle  est  lime. 
Elle  est  d'ailleurs  continue  sur  Y  où  elle  est  infime.  La  fonc- 
tion e~s'x)  =  H  (x) ,  nulle  aux  points  de  I".  esl  approximativement 
continue  en  tout  point  où  elle  esl  non  nulle,  continue  ailleurs, 
jamais  négative  et  toujours  inférieure  à  ////.  C'est  une  dérivée. 

29.    Soit  maintenant  k(x)  la  fonction  >  - —>  la  série  <„ 

i     \r  —  an\rn 
étant    absolument    convergente,    mais   à    termes    de  signes  quel- 


__  221  

conques.  Si  nous  séparons  dans  /.  les  termes  positifs  el  les 
termes  négatifs,  nous  obtenons  deux  séries  k{(x)  et  — k2(%), 
à  termes  tous  de  même  signe  et  convergeant  l'une  et  l'autre  en 
dehors  des  points  de  deux  ensembles  de  mesure  nulle  e,  et  e2.  En 
tout  point  extérieur  a  e,  etàe2.  kt(x)  et  k2(x)  sont  finies  el  l'une 
et  l'autre  approximativement  continues.  Il  en  est  de  même  de  k(x) 
aux  mêmes  points  et  aussi  de  K(.r)  =  eik{x  dont  le  module  est 
égal  à  un.  Mais  en  un  point  où  l'une  au  moins  des  séries  /. ,  ou  k2 
diverge,  nous  ignorons  s'il  esl  possible  d'\  définir  K  de  manière 
que  cette  fonction  soit  là  encore  approximativement  continue.  En 
tous  cas.  HR  est  de  cette  dernière  sorte  en  tous  les  point-  où  /> ,  (x) 
et  k2(x)  sont  simultanément  finis.  Mais  introduisons  maintenant 
l'hypothèse  supplémentaire  |  vn\  <  A  u„,  \  étant  un  nombre  positif 
Cixe.  Alors,  les  points  de  divergence  de  l'une  des  séries  /, ,  ou  k2  sont 
a  fortiori  des  points  d'infinitude  de  h(x).  Donc,  en  ces  points, 
H  est  nul  et  continu.  K  ('-tant  borné  aux  points  où  elle  est  définie,  el 
choisie  quelconque  mais  de  module  un  -i  /  ,  et  k2  ne  -ont  pas 
finis  simultanément.  HK  est  nul  et  continu  au"x  points  où  /  n'est 
pas  fini.  Donc  HK  est  une  fonction  bornée,  partout  approximati- 
vement ou  exactement  continue.  C'est  une  fonction  dérivée.  On 
montre  comme  plus  haut  qu'elle  prend  les  deux  signes  dans  tout 
intervalle. 

30.  Remarquons  enfin  que  tous  les  raisonnements  ont  reposé 
sur  la  convergence  de  la  série  /.  '".  pour  nue  certaine  valeur  de  /,-, 
dont  l'office  a  été  rempli  par  e2.  Mais  la  (onction  L/j  pourrait  être 
remplacée  -  par  toute  autre  pn  croissant  indéfiniment  avec  //  de 
manière  cpie.  pour  une  valeur  fixe  de  /. .  la  série  k  '"■  soit  conver- 
gente. Evidemment  elle  l'est  alors  encore  pour  toute  valeur  de  A: 
supérieure  à  la  précédente.  /.    '"'  décroissant  relativement  à  //.   le 

produit  ///,'•"'  doit  tendre  vers  zéro.  houe,  le  quotient  —ou  u.ndoit, 

et  l'on  voit  aisément  que  celte  condition  suffit,  rester  inférieur  à 
un  nombre  fixe  pour  tonte-  les  valeurs  de  n. 
Donc.  /.„  désignant  le  rapport  de  v„  à  u„  : 

Sont  des  fonctions  dérivées  bornées,  prenant  les  deux  signes 
dans  tout  intervalle,  I"  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  des 
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Jonctions 


u„  1 1  ■+-  / /  „  > 
T(x)  =  e 


->>n\'" 


où  un  est  positif  et  terme  général  d'une  série  convergente . 
;jl„  étant  positif  et  À„  de  signe  indifférent,  mais  l'un  et  Vautre 
bornés. 

Le  premier  exemple  apparaît  alors  comme  un  cas  particulier  de 
celui-ci. 

Troisième  exemple. 

31.  Le  procédé  de  démonstration  change  un  peu  pour  établir 
que  la  fonction  suivante  appartient  à  la  même  espèce  de  fonctions 
dérivées. 

Considérons  le  produit 

i 

les  un  étant  tous  positifs  et  formant  une  série  convergente  : 

i°  Je  dis  d'abord  que  ce  produit  infini  est  absolument  conver- 
gent sur  une  épaisseur  pleine.  On  sait  qu'il  y  a  simultanéité  entre 
la  convergence  simple  ou  absolue  d'un  produit  infini  et  celles  de  la 
série  ayant  pour  termes  les  logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 
En  premier  lieu,  l'ensemble  des  points  où  l'on  a 

L  |  x  —  aa  | 

un  <  —  2  un 


h  ri 

est  l'intervalle 


Les  puini^  appartenant  à  une  infinité  de  ces  intervalles  ont  une 
mesure  nulle,  comme  le  provive  un  raisonnement  fait  plusieurs  fois 
et  reposant  simplement  sur  ceci  que  la  série  des  longueurs  de  ces 

intervalles  (ici  —  )  est  convergente.  L'ensemble  complémentaire 

r-«i  donc  bien  une  épaisseur  pleine.  En  chacun  de  ses  points,  on  a, 
sauf  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  n,   donc  pour    toutes  les 
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valeurs  de  n  surpassant  un  certain  entier, 

I-  \x  —  a„  I 

j Un  d  —  2  "  „  . 

D'ailleurs,  si  les  an  et  x  sont  entre  a  et  h.  le  premier  membre  est 
inférieur  à  «„,  dès  que  //  surpasse  b  -  <i.  Donc,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  /*,  fixe  pour  l'inégalité  de  gauche,  dépendant 
de  x  pour  l'inégalité  de  droite,  on  a 

L  |  x  —  an  | 


Ln 

Le  facteur  général  du  produit  infini  est  donc  compris  entre  ceux 
de  deux  produits  absolument  convergents.  Il  e>t  donc  lui-même 
absolument  convergent.  D'ailleurs  L'inégalité 


\x  —  an  |'-»<e"», 

pour  n  >  b  —  a,  montre  que  les  facteurs  surpassant  '///  dans 
l'expression  donnée  forment  un  produit  convergent.  Doue,  -'il  v 
a  divergence  du  produit,  c'est  uniquement  à  cause  des  facteurs 
inférieurs  à  un.  c'est  donc  que  le  produit  tend  vers  zéro. 

Soit  toujours  il  l'épaisseur  pleine  où  le  produit  esl  convergent 
et  différent  de  zéro  (donc  les  nn  exclus),  Y  L'ensemble  où  il 
est  nul. 

Nous  désignons  dans  tous  les  cas  le  produit  par  P(x). 

P  étant  défini  en  tout  point,  nous  pouvons  supposer  que  le 
segment  ab  contenant  les  a„  esl  inférieur  à  ////.  S  il  en  esl  autre- 
ment, soit  l  un  nombre  supérieur  à  h  <i .  11  nous  suffil  de  con- 
sidérer  le    produit    P  (Ix)  =  Q  (x),   qui,    moyennant     la    nota- 

tion  ^  =  bn,  et  la  convergence  tlu   produit  I  I  lLn  =  \  esl   égal 

t 

à  I   r  \x  —  b„\  l«,  au  facteur  numérique  près  /..  Les  zéros  évidents  bn 

i 

de  Q  sont  répartis  sur  un  seg ut  inférieur  à  un.  Supposons  cette 

transformai  ion  faites  dès  le  début,  'l'on-  les  facteurs  du  produit 
sont  inférieur-  à  un.  X  étant  sur  a/>. 
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2°  Montrons  qu'en  tout  point  ç  de  11,  y '  ( x)  est  approximative- 
ment continue.  Le  produit  des  n  premiers  facteurs  de  P  va  en  dé- 
croissant contrairement  à  rc,  donc  la  limite  P  (a?)  est  semi-continue 
supérieurement.  En  particulier,  V(x)  est  continu  sur  T  où  il 
es1  nul.  Prouvons  donc  simplement  la  semi-continuité  infé- 
rieure approximative  de  P  en  ;.  Donnons-nous  deux  nombres 
positifs  e  et  z'  dépendants  ou  non  l'un  de  l'autre,  et  montrons  l'exis- 
tence d'un  nombre  positif  8,  tel  que  dans  tout  intervalle  j  d'extré- 
mités !•  —  7),  \  -+-  7]  l'épaisseur  de  l'ensemble  x  défini  par  l'inéga- 
lité V(x)  —  P(£)  >  —  t  surpasse  i  —  e'si  t]  <  9.  Ou  plutôt,  P(£) 
étant  un  nombre  non  nul,  nous  diviserons  préalablement  le  premier 

P  (  x) 
membre  par  P  (ç)  et  nous  remplaçons  —  i   par 

*■  v  ?  ) 

LogP(a7)  —  LogP(g). 

Si  en  effet  nous  prouvons  l'égalité  à  un  de  l'épaisseur  en  ç  pour 
l'ensemble 

(i)  LogP(a7)-LogP<Ê)>-s 

ou  encore 

P(»)>P(S)«-e  =  P(0-P(Ç)0-«-€). 

la  semi-continuité  inférieure  approximative  de  P  en  ç  sera  bien 
établie.  Considérons  donc  l'inégalité  (i).  Formons  d'abord 
l'ensemble  des  points  où  l'on  a 

(2)  —  Log    x  —  an  |  —  —  Log  |  \  —  an  \  <—  2 k«. 

C'est  l'intervalle  a„  défini  par 

Log  |  :r  —  a a  |  <  —  2  L/t  -h  Log  |  £  —  an  \ 
ou 

|a?  —  ««  I  <    '  ;  ~~  ""  '  • 


Nous  trouvons  des  conditions  analogues  à  celles  des  exemples 
antérieurs.  L'épaisseur  sur  tout  intervalle  de  centre  ç  de  l'en- 
semble \\  N  des  j  toi  ni  s  où,  pour  une  valeur  au  moins  de  //  supérieure 

.i  \,  on  .i  l'inégalité  (2)  est   inférieure  à  ^  —  • 
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Nous  choisissons  \„  et  \,  par  les  conditions 

oc  00 

Ni 

puis  \  |  par 

pour  (aire  intervenir  L'hypothèse  de  la  convergence  du  produit  P 
en  ç.  Soit  maintenant  N  un  entier  supérieur  à  N„.  \,.  N,.La 
somme 

N 

dN(a7)  =  ^  ^Log|a-  —  a„| 

est  continue  et  finie  en  ;.  Il  existe  un  nombre  positif  0  tel  que, 
dans  l'intervalle  limité  par  ç  —  0  et  £  +6,  on  a 

t.nO)  >  cris  (£) . 

Dans  l'ensemble  complémentaire  de  RN,  on  a,  pour  toute  valeur 
de  «  surpassant  N,  l'inégalité  opposée  ;i  la  relation  (2),  donc 

ce  ao  ce 

2  ui Log  ',j7 — a"  ' >  2i]  iï Log  1  £  ~ a"  1 _  2  2  ""  • 

N-Hl  N-l  N-4-1 

D'après  les  inégalités  N>N(  el  N>N0,  le  second  membre 
surpasse  —  -• 

Donc,  quel  que  soit  7)  inférieure  8,  on  a.  en  tous  les  points 
étrangers  à  IlN  et  intérieurs  ;i  l'intervalle  ç-     r,  à  ;   r  r,  ou  y', 

(2)  LogP(a?)>«n(Ç)  — e>Log  IV  1  —  e. 

Or,  N  surpassant  \,.  l'ensemble  complémentaire  de  l!v  et  où 
l'inégalité  (2)es1  remplie  a  sur  j  une  épaisseur  supérieure  à  1  —  e'. 
Il  est  donc  établi  (pie  P(#)  fonction  bornée,  non  négative,  est 
approximativement  continue  partout  où  elle  est  non  nulle,  et 
d'ailleurs  continue  quand  elle  esl  nulle. 

XLIII.  l6 
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:{2.  Soit  v„  un  nombre  à  signe  indifférent  dont  La  valeur  absolue 
est    inférieure  à   u„   (ou  à  Aw„,  A  étant  un  nombre  positif  (ixe). 

Partout  où  P(x)  est  différent  de  zéro,  donc  sur  l'épaisseur 
pleine  il, 

Q(*)  =  J  [  \x  —  ««  F" 

1 

est  absolument  convergent,  donc  ni  nul  ni  infini,  et  quelle  que  soit 
la  valeur  donnée  à  Q  hors  de  0,  Q  est  approximativement  continu 
sur  Q,  comme  étant  le  produit  de  deux  fonctions  de  telle  nature, 
formées  Tune  des  facteurs  où  vn  est  positif,  l'autre  des  facteurs 
où  vn  est  négatif.  Donc,  Q*  (x)  est  déterminé  sur  Q  et  approxi- 
mativement continu  en  tout  point  de  ce  même  ensemble,  quelles 
que  soient  les  valeurs  attribuées  à  cette  fonction  hors  de  Q. 
[L'expression  Q' (x)  se  calcule,  conformément  à  la  définition 
donnée  plus  haut  de  la  fonction  w'  pour  u  positif.]  De  même  le 
produit  des  deux  fonctions  P  et  Q'  est  approximativement 
continu  sur  Q.  Sur  T,  complémentaire  de  Q,  P(#)  est  nul 
et  continu.  Donc,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  module  égal 
à  i  attribuées  indifféremment  à  Q'  sur  T,  PQ'  est  nul  et  continu 
sur  T.  PQ'  est  donc  une  fonction  dérivée.  Cette  fonction  prend 
d'ailleurs  pour  sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire  les  deux 
signes  dans  tout  intervalle.  Donc  : 

Sont  encore  des  fonctions  dérivées  prenant  les  deux  signes 
dans  tout  intervalle,  moyennant  les  hypothèses  que  u„  est 
positif  et  terme  général  d'une  série  convergente,  a„  ('■tant  un 
nombre  réel  borné }  de  signe  indifférent,  la  partie  réelle  et  la 
partie  imaginaire  du  produit  in  fini 

°°  u„  ii  +  /),„) 

S(a?)=JJ|a7—  an\       •-» 


33.  Si  les  a„  ne  sont  pas  denses  partout  sur  ah.  les  formules 
nous  donnant  les  fonctions  T  (%)  et  S(#)  ont  un  sens  non  moins 
clair  que  précédemment.  Tous  les  raisonnements  subsistent  inté- 
gralement    faits    pour   démontrer    :    i"    la    nullité    métrique    de 
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l'ensemble    de    divergence    des   séries  ou   produits    infinis  consi- 
dérés;   2°  les   propriétés  de    continuité  exacte  ou  approximative 
des  fonctions   T(#)  et   S  (a:)  aux   points   de  convergence   ou  de 
divergence  des  séries  ou  produits  servant  à  les  exprimer.  Sur  tout 
segment  ne   contenant  pas  de   points   <in,    les    séries    ou    produit-, 
donnant  les  fonctions  envisagées  seraienl    uniformément  conver- 
gentes. Cela  se  voit  immédiatement,  en  remplaçant  les  \x  —  an\ 
par   leurs   bornes    intérieures  supposées   positives.   Ces  fonctions 
seraient  donc    continues    et   différentes   de    zéro    dans   les    inter- 
valles  ne  contenant    pa-,  de  points  a„.    Leurs    parties  réelles  el 
imaginaires  n'auraient   pas  le  double  signe  au  voisinage  de  tout 
point.   Mais  dans  tout  intervalle  u  où  se  trouve,  ne  fût-ce  qu'un 
point  <in,   les   fonctions    considérées  Ti  v)  et    S  (a?)    s'annulent. 
D'autre    part,    l'ensemble  de    leurs  zéros   étant    toujours    mince, 
il   y   a    donc   des   points    de  l'intervalle    w   où    leur    module  est 
non  nul  et  leur  argument  fini.  Ce  dernier,  ayant  'les  valeurs  inli- 
niment  grandes  positives  ou  négatives  au  voisinage  de  chaque  a,,. 
prend  dans  l'un  ou  l'autre  cas  sur  l'intervalle  to  toute  valeur  réelle 
supérieure  à  son  minimum  ou  inférieure  à  son  maximum.    Donc, 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  T  et  S  prennent  toujours 
les  deux  signes  dans  l'intervalle  tu  considéré.   L'ensemble  des  a„, 
compost'-  comme  on  sait  i  i  "'  Partie,  note  3  l  d'un  ensemble  clairsemé 
et  d'un  noyau  dense  en  lui-même,  peut  admettre  pour  dérivé  de  ce 
dernier  un  ensemble  parfait  discontinu  choisi  librement. 

34.  On  peut  obtenir  sans  difficulté  des  fonctions  dérivées 
bornées  et  tout  d'abord  jamais  négatives,  nulles  au  m. uns  en 
chaque  point  an,  et  possédant  des  logarithmes  de  la  forme 


!»(»)— 2m.(|JBiI) 


les  A„  <;tant  positifs,  et  la  fonction  -}„  i  u  l  étant  crois.., nie  en  u  el 
infinie  avec  ce  nombre.  La  série  sera  convergente  sur  une  pleine 
épaisseur,  si 


■(£) 

|,.s  séries  vn   et   u„  à   termes  positifs  étanl    convergentes;    car  le 
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terme  général  de  u,(#)  ne  surpasse  vn  qu'en  un  intervalle 

\  ■''  —  "„  X  "«• 

Ces    intervalles    avant    une    somme    finie,   l'ensemble  des   points 

appartenant  à  une  infinité  d'entre  eux  a  certainement  une  mesure 

nulle.  En  tout  point  étranger  à  cet  ensemble,  nous  sommes  assurés 

de  la  convergence  de  la  série  u.  (x). 

Posons 

/    \  v"        i    /  '         \ 

\  \x  —  a„\J 


u+ 


Il  faudra  rechercher  si  jjl  (a?)  est  approximativement  continu.  En 
premier  lieu,  en  un  point  ç  où  la  série  \i.„  (x)  convergera,  u(x)  est 
semi-continu  inférieurement,  car  elle  est  la  limite  d'une  fonction 
continue  (finie  ou  infinie;  croissant  relativement  à  son  rang.  Il 
restera  seulement  à  examiner  la  condition  |j.  (x)  <<  (u  (ç)  +  e,  et 
pour  cela  à  étudier  les  inégalités 

V-n(x)  <  X„  JLn(£), 

Xn  étant  un  facteur  borné  ou 

wn  étant  le  terme  général  positif  d'une  série  convergente.  Le  type  de 
démonstration  utilisé  plus  haut  trouvera  son  emploi  si  l'ensemble 
des  points  où  l'une  au  moins  des  inégalités  ci-dessus  c>i   vérifiée 

pour  n  >>  N  est  d'épaisseur  infiniment  pel  ite  a\  ec  ^i  sur  toul  inter- 
valle de  milieu  ç,  si  fréquents  que  soient  les  an  autourde  ç.  Sinon, 
il  sera  nécessaire  de  porter  son  attention  sur  la  répartition  des 
infinis  évidents  <in.  et  de  la  codifier  le  cas  échéant.  Je  n'entre  pas 
dans  de  plus  amples  détails.  Le  lecteur  construira  sans  difficulté 
de  tels  exemples,  s'il  veut  bien  tenir  compte  des  indications  précé- 
dentes. 

Quatrième  exemple  :  la  fonction  'le  Kôpcke. 

35. En  1887,  kupcLc  a  donné  dans  [es Math,     innalen  ^ t .  ^28 ) 
un  exemple  de  fonction  continue  pourvue  en  chaque  point  (du 
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moins  K.ôpcke  le  croyail  i  d'une  dérivée,  cette  dernière  s'ahnulanl 
et  prenant  les  deux  signes  dans  tout  intervalle  compris  dans  son 
domaine  de  définition.  Ce  géomètre  revint  à  plusieurs  reprises  sur 
le  même  sujet  il/.  I..  i.  'A  i  et  35;  Festschritte  <l.  Hamb. 
Math.  Gesells.,  i  890  >  corrigeant  chaque  fois  des  erreurs  contenues 
dans  ses  démonstrations  antérieures,  dette  question  des  fonctions 
dérivables  et  partout  inulti-oscillantes  a  d'ailleurs  provoqué  bien 
d'autres  travaux  i  Pereno,  Giorn.  di  Mat.,  35;  Broden,  0/r.  uf. 
Vet.  Ak.  Forh.  Stockholm,  1900).  Eu  comparant  ces  Mémoires 
aux  pages  qui  précèdent,  le  lecteur  se  rendra  compte  de  la  clarté 
et  de  la  simplicité  que  la  notion  des  rapports  entre  primitive  h 
dérivée  emprunte  aux  idées  de  MM.  Borel  et  Lebesgue  sur  la 
mesure  des  ensembles. 

Dans  son  premier  Mémoire,  kopeke  définit  sa  fonction  G(a 
comme  la  limite  d'une  suite  Gn(x)  obtenue  de  la  manière  sui- 
vante :  tî/,1./ ')  esl  toujours  représentée  par  une  ligne  brisée,  eu 
sorte  que  la  dérivée  Gn(x)  subit  une  discontinuité  aux  projec- 
tions sur  Ox  de  chaque  sommet  de  cette  ligue  1  la  première  erreur 
de  Kopcke  avait  été  de  ne  pas  apercevoir  que  la  variation  brusque 
de  G'n  entre  les  côtés  gauche  et  droit  de  ces  points  particuliers 
ne  s'atténuait  pas  à  zéro  par  les  retouches  ultérieures  >ub>ti- 
tuant  Gn+p  à  Gn  pour  les  valeurs  entières  successives  de  p). 
G0 (x)  est  représenté  par  le-  côtés  du  triangle  isOSCèle  rectangle 
de  base  o — 1  sur  l'axe  des  abscisses.  Supposons  Gn  1  (x)  défini, 
et  soit  <x|3  un  de-  segments  de  Ox  où  ('■„  ,  esl  linéaire  et  de  déri- 
véep.  Pour  passer  à  Gn  sur  v.j.  qous  définissons  ainsi  la  diffé- 
rence G„ —  (!„_,  =  gn.  Soii  y  le  milieu  de  a(3.  Par  y  menons  les 
droites  D, .  D3,  .0., I  >10„  H  de  pentes  respectives 

p  ',/>  ',/>  10"  —  1  10"-+- 1 


IO"  l<>"  10"  l<>"  l<>" 

La  ligne  brisée  représentanl  gn(x)  a,  par  définition,  son  premier 

sommel   en  7.  sur  Ox.   son   second  S2  s'"'    l>i son  m"""'  >,„ 

sur  l)o,„_,.  et    le  côté  joignant  S„,  S„,T,   est,   du   second  jusqu'à 
l'avant-dernier  inclusivement,  parallèle  a   D2m.  j.  L'avant-dernier 

côté  a  pour  pente        — /'•  La  pente  de  S,  S2  esl  — -,  S,  étanl 

1  1  10"  ' " 

en  a,  o.   Le  dernier  sommel  esl  en  --.  le  .hunier  côté  étant  la  der- 
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nière  droite  D.1Qn+1.  Les  pentes  successives  «les  cotés  sonl  donc 

//  — p  — 3p  10"  —   ">  IO" 3  IO"-r 


[  Is  sonl  au  nombre  de  -  io"—  i  =  i\.  ïlya-  iow   1-2  sommets,  y  com- 

pris  a  et  v.  Ce  qui  précède  suffit  à  définir  entièrement  gn  entre  a 
el  y.  Entreyet^,  nous  fixons  gn  en  lui  donnant  des  valeurs  opposées 
en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  y  :  g„ix — v)  =  — gJ"' — oc) 
si  a^  xÇ  rj. 

y  n'est  plus  un  sommet  de  la   ligne  brisée  parcourue  de  a  à  (3; 

io"  — {—  i 
il  »st  le  milieu  d'un  côté  de  pente ■ — p.  On  voit  sans  peine 

que  les  abscisses  des  sommets  Sm  comptées  à  partir  de  v,  donc 
négatives,  diminuent  de  moitié  en  valeur  absolue  quand  m  croit 
d'une  unité.  On  a 

y  — a 


/  •*  m 


?."' 


sauf  pour  m .  =  i  où  y  —  #i  =  y — a.  Déplus,  m  dans  cette  for- 
mule ne  doit  pas  dépasser  3N  =-  io"-f-i.  On  a  .xN  +  ,  =  v.  Entre  xm 
el  ./  ,„+i,  (i  ^m^  —  i),  la  pente  de  G„,  somme  de  celles  de  Gw_, 
et  de  £•„,  est  p(  î "ir-)  '  Entre  xt  et  j2i  elle  est  p(  i  - — —  j; 

entrea?2  eta?3,/>  (i  —7^);  entre ocw_l  et  *v  />  (1  --  I2l=^  =  l£, 

entre  a  N  el  a7N+1=  y, 

10" -+- 1\  _         p 
10"    /  ~~       10"  ' 


( .  csi  ce  changement  de  signe  au  voisinage  immédial  de  y  qui  doit 
produire  l'oscillation  de  G.  Remplaçant  m  par  sa  valeur,  nous 
obtenons  pour  la  pente  entre  xm  el  $m+i  (2£m^]N  —  1)  : 


L         10"  VW2       '  Y  — *«         /J 


En  se  débarrassant  de  l'indice  ///.  on  se  trouve  interpoler  cette 

pente  de  (i„  par  i\nc  fonction  continue  entre  a  el  [i,  la  coïncidence 
avec  les  valeurs  exactes  ayanl  lieu  pour  tous  les  sommets  >_.. 
S3 S>j_  j  il  11  côté  droit.   Pour  le  dernier  intervalle  où  la  pente 
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de  G„  est  de  signe  opposé  à  celle  de  G„_,,   el  égale  à ^,  la 

formule  ne  représente  plus  ce  nombre  d'une  manière  satisfaisante. 

36.  A  la  construction  de  Kôpcke  nous  substituons  la  suivante, 
qui  atteint  plus  pratiquement  le  but  visé  par  ce  géomètre.  Nous 
ne  nous  occupons  pas  de  G,  mais  uniquemenl  de  sa  dérivée  que 
nous  mettons  sous  forme  d'un  produil  infini.  Le  nième  facteur  on 
a  comme  celui  de  Kôpcke  nue  définition  particulière  pour 
chacun  des   segments   xS  formant   une   subdivision   de  ab.    Pour 

simplifier,  il  sera  égal  à  i  (et  non  pas  à  i  H )  au\  extré- 
mités de  chacun  de  ces  segments,  mais  il  prendra  le  même  mini- 
mum   au  milieu  de  chacun  de  ces  segments.  De  plus  la  sub- 

division  concernant  s,,  comprend  tous  les  points  de  la  subdivision 
concernant  '-3„_,.  (Ceci  uniquement  pour  se  rapprocher  le  plu- 
possible  de  la  fonction  de  Kôpcke.  Cette  restriction  est  inutile 
pour  aboutir  à  une  fonction  dérivée.)  Cette  fonction o„  entre  deux 
points  subdivisionnaires  consécutifs  x  el  [3  sera  égale  à 


i  -h 


A,og[l^l!+,-^(._!^l)], 


©n  reprend  les  mêmes  valeurs  sur  a{3  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  à  v.  on  est  continu,  inférieur  à  un  saul  aux  points  x. 
'j  et  son  minimum  indépendant  de  u  =  y  —  a  esl  atteinl  pour  x  =  y 

et  vaut rp„   s'annule  deux  fois.    Lu  choisissant  A  = 


2 


io"     '"  Loga 

mi  se  rapproche  énormément,   saul   en    x.  du    facteur  de  Kôpcke 
définissant  la  pente  entre  a  el  (3. 

i°  Examinons  la  convergence  du  produil  tpM.    D'abord,  >i  pour 
une  valeur  n   il    \   a   une   infinité  de   facteurs  ^n   négatifs,  d'après 

l'inégalité  cp„  i a •  i  "> >  en  a;  le  produit  tend  évidemment  vers 

1  I  o"  ' 

zéro.    Le  lecteur  \i>ii  sans  peine  que  les  intervalles  où  ©»(#)  esl 
inférieur  à  i—        ont  une  mesure  totale  extrêmement  petite  rela- 

n- 

tivement  à  //  :   il  en  esl   de  même   pour  l'ensemble  de-»  punit-  où 
l'inégalité  z>D(x)  <T  i  —        esl  vérifiée  pour  au  moins  nue  valeur 
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de  p  supérieure  à  n.  Les  zéros  des  tp„  forment  un  ensemble  dénom- 
brable.  L'ensemble  des  points  où  le  produit  est  nul  est  donc  mince. 
2°  Montrons  qu'en  Loul  point  ;  où  le  produit  est  convergenl 
et  non  nul,  sa  valeur  est  une  fonction  de  ./  approximativement 
continue.  En  effet,  ^>it  q  un  entier,  dépendant  de  ç,  supérieur  au 
rang  du  dernier  facteur  négatif  ofl(!;  i.  I'onoii^.  quel  que  soil  ///. 

III  X 

J©„(a7)  =  ty.m(x)  ei  J<P«(^)  =X'«(a?)' 

1  m  +  1 

Il  nous  suffira  de  montrer  que  le  produit  yq( './ •).  où  q  ne  dépend 
pas  <lc  .r,  est  approximativement  continu  en  ç  pour  qu'il  en  soit 
évidemment  de  même  de  V(x).  Montrons  d'abord  que  yq(  x )  est 
semi-continu  supérieurement  en  ;.  En  eflét,  sa  valeur  absolue  est 
le  produit  d'une  infinité  de  nombres  au  plus  égaux  à  un.  Donc, 
cette  valeur  absolue  est  la  limite  d'une  fonction  continue  décrois- 
sante. Elle  est  partout  semi-continue  supérieurement.  Il  en  est  de 
même  a  fortiori  de  ■/</( x),  aux  points  où  cette  fonction  est  posi- 
tive, et  en  particulier  en  ç.  Car  il  existe  pour  tout  nombre  : 
positii  un  intervalle  entourant  ç  et  en  chaque  point  x  duquel 

La  même  relation  sera  donc  encore  vraie  si  au  premier  membre 
on  substitue  à  la  valeur  absolue  de  '/q(x)  le  nombre  lui-même. 
Ceci  nous  montre  qu'aux  points  ;  où  P(#)  est  positif,  cette  der- 
nière fonction  est  semi-continue  supérieurement.  Elle  l'est  infé- 
rieurement,  si  P(#)  est  négatif.  Car  P  est  le  produit  d'une  fonc- 
tion •/,l(x')  semi-continue  supérieurement  en  ç  par  une  fonction 
continue  <ta( x)  positive  dans  le  premier  cas,  négative  dans  le 
second.  On  verrait  aisément  que  P(.r)  est  continu  aux  points 
où  il  est  nul.  Mais  supposons  P(j?)^z£o. 

Pour  achever  d'établir  la  continuité  approximative  de  y(/i  a ') 
en  £,  montrons  que,  quels  que  soient  z  et  s'  positifs,  il  esl  possible 
de  déterminer  un  nombre  6,  tel  que,  pour  toute  valeur  de  r,  posi- 
tive et  inférieure  à  0,  dans  l'intervalle  /  allant  de  ;  —  r,  à  ;  -j-ré, 
l'ensemble  des  points  vérifiant  l'inégalité  y,,i  x  )  <C  '/,/<■  l  ) —  ' 
a  une  épaisseur  inférieure  à  e'.  Examinons  la  relation 

(a  I  <?/*(«■)   C  '-?/,(  S) j- 
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Supposons  n^>q;    nous    pouvons   admettre  que  q    soil    assez 
grand  pour  que  cpn(  ;  i  surpasse  — -  >  car  le  produit  sAt  :  I  ne  peut  con- 

tenirqu'un  nombre  limité  de  facteurs  inférieurs  à  — :  •  si  Pi./     esl 

1  n- 

non  nul.  En  posant 


•  'Il  \  ll'Otl    OJ, 


si  H  el  ./■   soni  entre  a  ci  rp.  la  relation  i  2  1  s'écrit 

|3"  —  v|(l  —  0J„  )  -+-  M„U      _       , 
|*  —  y|  (i  —  lu,,)  -H  U)„U 

a)'  étant  inférieur  à  1.  cette  condition  implique  la  suivante  : 

(3)  k-Y|<|ç-YK,. 

Soit  i  l'intervalle  ainsi  défini  sur  le  segment  dc^.  Il  esl  évident 
que  x  peut  satisfaire  à  la  relation  1  2  hors  de  a(3.  En  effet,  dans 
chacun  des  divers  intervalles  juxtaposés  a  j.  a"  j" subdivi- 
sant l'intervalle  fondamental  o,i  et  sur  chacun  desquels  on  a  la 
forme  (1),  il  v  a.  comme  sur  le  segment  v.'j.  deux  point-  el  deux 
seulement  où  ©„  prend  la  valeur  ?>„(£)•  Car,  dans  ileuv  quel- 
conques de  ces  intervalles,  les  deux  expressions  correspondantes 
de  tpH  coïncident  par  la  transformation  linéaire  échangeant  I  un  ilv 
ces  intervalles  avec  l'autre.   Soient  donc  £'  dan-  -/  [3  .  \   dan-  /  [3  . 

des   points    où    :    ?„(£)  =  <?„(£')  =  <?«(£")  = Dans  clia" 

cun  d'eux  les  point-  exclus  par  l'inégalité  l  •  l  sont  compris  dans 
les  intervalles  /'.  i" analogues  à  /.  savoir: 


S"  -  a" 


;-t 


Ces  intervalles  ont  mêmes  milieux  -   •  ','  ■  ■■•  M'"'  v  'P  '-  a"P" 

Entourons  ;  de  l'intervalle  /  ^\>-  milieu  :  et  de  longueur  >/,.  Si  r, 
esl  inférieure  |;  —  y|(i  —  u>„),  i  et  y  n'ont  pas  tic  point-  com- 
muns.  Si  /  contient   seulement   ^r^  points  de  1  et  aucun  de-  /  . 

i" |(>  rapport  à  /  y\v  la  pari  ie  commune  à  1  et  a  /  esl  maximum 

quand  /  (variable  avec  /,  l  et  i  1  indépendant  de  t\  <  ont    une  même 
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extrémité,  i  étant  compris  dansy.  Alors,  v\  vaut 

I5-T|  +  Î  =  I5-Y|("7»— i)- 
Le  maximum  envisagé  est  donc  dans  ee  cas 


27) 


Si  y  contient  en  totalité  ou  en  partie  i,  &',  i\  ....  eV),  la  longueur 
de  y  est  au  moins  égale  à  la  distance  (éventuellement  diminuée 


\.h>[         '       !:h> 


'<»&,     , 


-r — i — i — i — i \ — C— t — i — ■}-=■ — iii,, 


«'*  ' 


tout  au  plus  des  moitiés  de  i{h)  el  /(/,)  )  des  points  y(A),  yw  milieux 
des  intervalles  ?(/i).  i{k)  les  plus  éloignés  de  part  et  d'autre  de  ;  et 
empiétant    sur  y.   yW   étant   le    milieu  de    ySh)fp{hK  y{k)    le  milieu 

de  awpw,  y  surpasse  évidemment Le  rap- 
port à  y  du  total  des  intervalles  exclus  de  y  par  l'inégalité  (2  >.  est 

donc    intérieur   a    ^-rr -7- — ^-p    St1^   étant    étendu  aux   înter- 

valles  i(P}  situés  entre  vSh)  et  J3(Â).  Cette  dernière  somme,  d'après 

,»  =  |ç  -  Y|  «,>;,   ■    P  a_g      <  8»i,  [  3  "  -  *(">], 

vaut  en  tout  moins  de  co'H((3(*)  —  a(/"  1.  Le  rapporl  considéré  est  donc 
inféri 


intérieur  a 


■!li). 


I  W, 


La   série  co„  converge  avec  une  extrême  rapidité.    Nous  déter- 
minons \,  de  façon  que^,    2a>/?,  <  s'.    Mors,  si  m>\(.   l'en- 

is, 
semble  S„,  des  points  où,  pour  une  valeur  au  moins  de  //  supérieure 
à  ///.  1  inégalité  (2)  esl   vérifiée,   cet  ensemble  a  sur  tout    inter- 
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\alle£  —  7\  à  ç  +  y\  une  épaisseur  inférieure  à  £  .Sur  l'ensemble  <rm 
complémentaire  de  STO.  en  toul  point  nous  avons  pour  toute 
valeur  de  n  supérieure  à  m.  La  relation  opposée  à     >.).  Donc 

x-(-)sn[»"«>-  â]-x-«>n[-««ài)]- 

m  m 

Nous  pouvons  choisir,  à  cause  de  la  convergence  de  ol  :  i,  N-  tel 
queyw(ç)>\  i  —  s,  pôurtoute  valeur  de  m  au  moins  égale  à  V,: 
et  encore,  ©„(£)  tendanl  vers  i  pour  //  infini,  ce  qui  assure  la 
convergence  du  produit  infini  situé  au  second  membre  de  la  der- 
nière relation,  nous  pouvons  choisir  N3  tel  que,  si  m  >•  V,,  ce 
dernier  produit  surpasse  yi  —  s.  Alors,  aux  points  de  ?m,  siwsur- 
passe  Vj  et  N3,  on  a 
(4)  /w(^)>v/^=^- 

De  plus.  ///  surpassanl  N,.  l'ensemble  rm  a  son  épaisseur  supé- 
rieure à   1  —  ;',  sur  tout  intervalle  /   «le    milieu   ;.    Prenons   un 

N 

nombre  N  surpassant  \,.  N2,  N3.  1  !©„(#)  esl  une  fonction  con- 

tinue,  positive  en  ç.  Nous  pouvons  doue  choisir  0  de  façon  que 
pour  tout  intervalle^  de  centre  ;  el  de  longueur  >r,  inférieure 
à  28,  on  ail 

I  >)  Jo„(.n>  |  [<p»(£)  X  /r=i 

7+1  7+1 

Si  x  est  dans  /  et  sur  l'ensemble  tn  complémentaire  de  SN,  les 
inégalités  |  \)  et  (5  1  sont  vérifiées  pour  m        N.  On  a  donc 

00  x 

(7+1  7+1 

au  moins  en  tous  les  point-  d'un  ensemble  tn  d'épaisseur  supé- 
rieure ai  —  t  surtout  intervalle  y  de  centre  £etde  longueur  infé- 
rieure à  26.  trw  pouvant  être  déterminé  quel  que  soil  s',  l'ensemble  u 
où  y/.r  ;  surpasse  y,,i  ;  m  i  s)  a  d.mc  une  mesure  égale  à  1  en  :. 
La  continuité  approximative  de  /,,  < ./  ')  en  ç  esl  d.mc  établie, 
'/.yi  ;  i  (;tant  positif.  Celle  de  ?(x)  en  résulte  immédiatement, 
comme  nous  1  a\ ons  dit . 
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37.  L'intuition  juste  de  Kopcke  est  d'avoir  pris  pour  on(x)  une 
fonction  dont  la  croissance,  dans  le  voisinage  de  son  minimum 
négatif,  est  en  somme  lente.  C'est  la  croissance  de  Log  x  près  de 

l'origine  l^ce  dernier  point  étant  exclu,  grâce  à  l'add  ition  à  r.  d'une 

10"+  i 

quantité  extraordinairement  petite,  savoir  e  A  I.  Mais  le>  pré- 
cautions prises  par  lui,  pour  aboutir  d'ailleurs  dans  ses  premiers 
essais  à  des  inexactitudes,  sont  beaucoup  trop  restrictives.  Le 
lecteur  montrera  sans  difficulté  l'énoncé  suivant  étendant  l'idée  de 
Kopcke. 

Soit  d'abord  0„(a)  la  fonction  continue  délinie  entre  o  et  i. 
égale  à 

i  r  —3  b*.  ., 

Log  [h -H  e  (i  — «)]. 


2/1- 


9„(a)  est  compris  entre  -    -  et  i  (correspondant  à  u  =  o  et  u        i 

Subdivisons  à  notre  gré  l'intervalle  ab  où  nous   voulons  définir 

P(#)  en  un  certain  nombre  d'intervalles  ajii,  a'jiJ' deux  à  deux 

adjacents,  de  milieux  y,  y',  ...  Si  entre  a  et  (3,  nous  prenons 


?«(*)  =  e^l^—li] 


©n  est  une  fonction  continue  définie  entre  a  et  b.  A  chaque  valeur 
de  n  faisons  correspondre  une  subdivision  de  ab  en  intervalles 
disposés  comme  il  est  dit  ci-dessus,  les  extrémités  de  ces  inter- 
valles   se    répartissant   partout  densémenl    quand   n    croit    indéfi- 

niment.    Alors,    la   fonction   cs(;r)  =  l  I  oB(af)    est    une    dérivée 

i 
bornée  prenant   les  deux  signes  dans  tout  intervalle.    Plus  géné- 
ralement on  peut,  avec  la  même  construction  de  tpw,  prendre 

6„  (u)=  \  -+-  -. — —  Log  \  u  -t-  n       ""    (i  —  u)  I  > 
Logn  |  J 

la  série  vn  étaril  convergente  ivn  positif)  el  les  limites  d'indéter- 
mination de  sn  étant  intérieures  à  l'intervalle  o,i.  ga  es!  compris 
entre  î  et  —  i  -h  sH. 

Le  lecteur  montrera  sans  peine  que  le  produit  on  tend  vers  zéro 
en  un   point   où    il   \  a   une  infinité  de  facteurs  négatifs.  Il   verra 
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ensuite  que  l'ensemble  des  points  où  ©n  esl  inférieur  à  i  —  ivn  a 
pour  mesure  le  terme  général  d'une  série  convergente.  Doue, 
l'ensemble  des  points  où  le  produit  on  ne  converge  pas  (ou  tend 
vers  zéro)  est  sans  épaisseur.  La  semi-continuité  de  cp,  inférieure 
ou  supérieure  selon  le  signe  de  o,  se  montre  comme  dans  l'exemple 
de  Kopcke.  Pour  la  continuité  approximative,  il  suffit  de  s'assurer 

que   l'ensemble  îles    points  où   ©„(#)  <  cpH  (£)  —  ivn  (  inégalité 

vérifiée  sur  chacun  des  intervalles  xS  dans  un  segment    '*       '  '  <— ) 

Y  -   y.        n*/ 

a,  sur  tout  intervalle  de   milieu  £,   une  épaisseur  bornée  par—, 

terme  général  d'une  ><;rie  convergente.  La  démonstration  s'achève 
comme  il  a  été   maintes  fois  expliqué. 

En  somme  Kopcke  prenait  d.uis  >a  construction  (inexacte  au 
moins  au  début  |  des  nombres  de  l'ordre  de  i<>"  quand  des  infi- 
niment grands  tels  que  n-  ou  »'  '  :i  7.   >  o)  suffisent. 


FONCTIONS    DERIVEES     PARTOUT     NULLES     ES     DEHORS     I)  l  N     ENSEMBLE 

PARFAIT. 

38.  Est-il  possible,  P  étant  un  ensemble  parfait  discontinu, 
épais  en  lui-même  et  à  cela  près  quelconque,  de  définir  um- 
fonction  dériver  nulle  en  i<mi  point  étranger  à  P  et  prenant 
sur  P  les  deux  signes  nu  voisinage  de  chaque  point  de  P  ? 

Je  ne  saurais  répondre  ;'i  cette  question  ^mi-  toute  sa  généralité. 
Il  ne  me  paraît  pas  impossible  qu'il  faille  distinguer  à  l'égard  de  la 
dérivation  diverses  catégories  d'ensembles  parfaits  épais,  en  les 
classant  par  exemple  d'après  la  rapidité  avec  laquelle  l'intervalle 
contigu  venant  an  //"'""'  rang  par  ordre  de  grandeur  non  croissante, 
tend  vers  zéro  quand  n  croit. 

Supposons  que  cet  intervalle  in  puisse  être  égalé  à  u\," .  la 
série   //„  étant    convergente.     Vutremenl    dit.    supposons  >/ur  In 

1 
série  ip  converge.  Désignons  par  8rt(#)  la  distance  de  1  '■>  l'inter- 
valle in  ou  xs3fl.   3rt  «'-1  nul  -i  ./   <•-!   intérieur  a  in  ou  situé  en  xu 
ou  eu  rpn.   Si  ./  est  à  gauche  de  y.ir  3fl  «•-!  égal  a  %n-    1     Si    1  <•>!  ,1 
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droite  de  jj„.  on  \;ini  x —  ftn.  Considérons  la  série 

g(x)   est  infiniment   grand   positif  en  tout   point    étranger   à    l\ 

POSOnS 


G  =  e 


S      ■    : 


G  esl  nul  hors  de  P,  et  aussi  aux  extrémités  des  intervalles  con- 
tigus  à  P  et  certainement  en  d'autres  points  (en  tout  a  résiduel 
de  P). 

i°  La  série  g{oc)  converge  et  a  une  valeur  finie  sur  une  pleine 
épaisseur  0  de  l'ensemble  P.  (JNous  entendons  par  là  que  Q  agrégé 
à  P  a  même  mesure  que  lui  ).  Pour  le  voir,  \\  suffit  de  remarquer 
que  si 

[8K(*)]Ln 
e>i  supérieurà  e-uin  c'est  que  on(x)  est  intérieur  à  — •  Cette  rela- 
tion définit  l'intervalle  de  même  milieu  que  in  et  le  débordant  de 
part  et  d'autre  de  —  •   Il  est  visible,  comme  il  a  été  expliqué  plus 

haut,  que  l'ensemble  est  mince  des  points  de  P  où,  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  n,  hn(x)  >  e-ul{.  g(%)  limite  de  la 
fonction  croissante  hn(x)  est  semi-continue  intérieurement  en 
tous  points,  même  en  ceux  où  elle  est  infinie.  G(x)  est  en  tous 
points  semi-continu  supérieurement,  compris  entre  O  et  i  et 
continu  auv  points  où  il  est  nul.  Cette  propriété  de  g{x),  la  nul- 
lité métrique  de  ses  infinis  ne  tient  nullement  à  l'hypothèse  faite 
sur  in.  Elle  serait  vraie,  avec  tout  ensemble  parfait  P.   Mais   nous 

aurons    besoin    de    la    propriété    de   convergence   attribuée  à    la 

i 
série  i1;"  pour  montrer  la  continuité  approchée  de  g. 

■'."  Il  s'agit  de  prouver  que,  g(%)  étanl  fini,  l'ensemble  des 
points  où  g{  ./■  |  >  g{%)  +  £  a  une  épaisseur  nulle  eu  ;. 

<  lonsidérons  l'ensemble 

hn(x)>e*hn(t)        ou         o„(ï)<M():«:. 
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C'est   un    intervalle   ïn   obtenu   en   rallongeant    ia  de  chaque  côté 

de  o„(;)  :  n-.  Nous  Nouions  établir  que,  -J  étant  donné  à  l'avance, 
la  somme  des  /„  compris  dans  l'intervalle  j  allanl  de  ;  —  r,  à  ;  -h  y} 
est  inférieure  à  2  e't\,  si  les  indices  des  /„.  empiétanl  sur  /'.  surpas- 
sent tous  un  certain  entier  N.  La  démonstration  repose  sur  cette 
remarque  que  l'épaisseur  de  P  en  ;  «-si  certainement  un, 
si  £'(£)  est  fini.  En  effet,  posons 

in—  bno„(\)         (k„  est.  une  fonction  de  ;  1. 
On  a 

1 

(0  /,„,'£)  =  A-„'~ 

Montrons  que  si  la  série  /,„  est  convergente,  l'épaisseur  de  I* 
en  £  est  un.  En  effet,  il  existe  selon  notre  hypothèse  un  nombre  /> 
tel  que  l'inégalité  n  >>  p  entraine 

&n  +- 1  H-  ^'11-t-î  -+- .  • .  ■+-  <C  e. 

Mais  soit  tp  le  segment  contenant  ;  et  demeurant  sur  ah  quand  on 
retranche  les  intervalles  1,,  i2,  ...,ip.  ^  est  intérieur  à  vpi  sinon  l'un 
des  p  premiers  termes  ha(%)  serait  infini  et  ;i us> i  -(;").  contrai- 
rement à  notre  hypothèse.  Quel  que  soit  l'intervalle  /  contenant  : 
et  situé  dans  <7p,  si  l'intervalle  in  est  contenu  dans  /  ou  empiète 
sur  lui,  ce  qui  exige  d'abord  //  ^>/>.  on  a 

M£)<./  donc  i,i<l<nj 

et  a  fortiori  la  partie  commune  à  /  et  à  in  esi  inférieure  à  /„  /.  La 
mesure  de  P  sur  y'  surpasse  donc  /(1  —  s).  Cette  conclusion  étant 
exacte,  quel  que  soi t  /  contenant  ;  et  situé  sur  l'intervalle  t/;  auquel 
ç  est  agrégé,  la  possibilité  de  déterminer  çp  pour  chaque  valeur  de  z 
entraine  que  l'épaisseur  de  P  en  ;  est  bien  égale  à  un  ('),  du  seul 
fait  que  la  série  kH  est  convergente. 

Or,  d'après  la  relation  (1),  la  convergence  de  hn(\)  entraîne 
celle  de  la  série  kn.  Par  suite,  l'épaisseur  de  P  en  ^  est  ////.  Nous 
pouvons  donc  choisir  d'abord  h  de  manière  que.  0103  ennant  r,  -<  G, 


(')  La  classification  des  ensembles  parfaits  épais,  ■>  laquelle  je  faisais  ;illu< 

plus  li.nii .  devrail  peut  être  mettre  à  pari  ceux  qui  possèdent  des  p->i ni -•  ;  poui 
lesquels  la  série  /. ,  converge,  ces  points  formant  de  i» I u -  une  pleine  épaisseur  de 
l'ensemble  luise. 
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clans    tout    intervalle    ç — ■  7j,   ç  +  7)    ou    /.    l'épaisseur  de    P    sur- 
passe i  —  —>  puis  nous  déterminons  \,  de  manière  que 

00 

Zd  7?-  '  "  4" 
i\,-t-i 

Considérons  maintenant  parmi  les  intervalles  tn  définis  par 

8«(^)<8„($):»2, 

ceux  qui  ont  une  partie  commune  avec  /,  et  un  indice  //  supérieur 
à  N,.  La  longueurde  ^esU;i  +  ion{\)  \  a-.  Si  £rtetyont  une  partie 
commune,  leur  somme  in-\-  2on(ç)  '.  n2-\-2i)  surpasse  la  double 
distance  de  leurs  milieux,  savoir  ia-+-  2&fl(;).  De  là  résulte,  dès 
la  seconde  valeur  entière  de  n,  que  ïn(%)  est  intérieur  à  it\.  La 
somme  des  tH  ou  portions  de  tH  situés  sur  j  et  dont  l'indice 
surpasse  Nf,  est  donc  inférieure  à  la  somme  des  in  ou  portions 
de  in  appartenant  ày,  soit  un  nombre  intérieur  à  —  x  27,.  augmentée 
de  la  somme  des  nombres  2o„  (ç)  :  n'2  correspondant  aux  mêmes  t,n 
total  inférieur  à 


4r-2d^<2r' 


Donc  l'ensemble  TN  des  points  appartenant  à  l'un  au  moins  des  tn 
d'indice  supérieur  à  \,  a  une  épaisseur  inférieure  à  t'  sur  /. 
quel  que  soit  r\  intérieur  à  H. 

Aux  facteurs  d'indices  inférieurs  à  \,  ou  à  tout  autre  indice 
fixe  m,  correspond  un  produit  fini  et  continu  en  ;.  lequel  est  à 
distance  non  nulle  de  chaque  intervalle  in.  L'inégalité 

on(x)  <  o„l \  i  :  n*-. 

el  par  su  ite  cel  le-ci 

ha(x  >      e2A„(0> 

('■tant  vérifiées  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  m,  il  est 
possible  d'ache>  er,  comme  dans  les  cas  antérieurs,  la  démonstral  ion 
de  la  continuité  approximative  de  G  sur  P.  Or.  G  esl  nul  hors 
de  P.  C'est  une  dérivée  nulle  en  un  ensemble  dense  l  et  même 
résiduel)  sur  I*.  mais  sans  épaisseur  sur  I'.  Ga+'P  a  de»  parties 
réelles  et  imaginaires  qui  sont  des   fonctions  dérivées  nulles  hors 
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de  Pet  possédani  sur  P  clans  toul   inleryalle  les  deux  signes.  De 
plus,  en  chaque  point  d'une  épaisseur  pleine,  l'une  au  moins  des 
deux  n'est  pas  nulle  sur  I'.  On  ah. .mil  au  même  résultai   pour  la 
fonction 

e  8«  ■' 'H  '". 

u,w  étant  positif  el  \n  de  signe  indifférent,  mais  l'un  et  l'autre 
bornés.  Soit  cp( a?)  l'une  de  ces  fonctions  dérivées,  $  a  i  sa  primi7 
tive.  Quelle  que  soit   la  fonction  dérivée  y\  i<).  le  produit 

/|<t-(.ri|-;     / 

sera  une  dérivée  nulle  aux  mêmes  points  que  »(#),  donc  partout 
en  dehors  de  P. 

39.  P  étant  un  ensemble  parfait  discontinu,  épais  en  Lui-même, 
de  points  extrêmes  a  et  b,  soil  /  sa  mesure  entre  a  el  ./  .  /  est  une 
fonction  continue  de  x  croissante  sur  P('),  car  si  x  el  ./  '  sont  deui 
points  de  P  non  extrémités  du  même  contigu,  sur  Le  segment  a  «  . 
P  possède  une  portion  dont  la  mesure  est  /'./'.  /  ./ ■)  ou  /'  /. 
Or,  P  étant  épais  en  lui-même,  toute  portion  de  I'  a  une  mesure 
positive.  Donc,  I  <C  I  .  /'.  croissant  sur  I*.  est  manifestement 
constant  sur  toul  segment  un  contigu  à  P.  Soil  lH  sa  valeur  sur  n  . 
L  étant  la  mesure  totale  de  I'.  toute  valeur  de  /  comprise  entre  p 
et  L  et  distincte  des  la  esl  prise  en  un  seul  point  x  agrégé  à  I'  el  dé 
seconde  espèce.  Donc,  x  est  une  fonction  de  /  bien  déterminée 
aux  points  /  distincts  des  / /r  indéterminée  sur  un  si  /  lN.  et 
croissante  de  L'un  à  l'autre  de  <\c\\\  points  /  distincts. 

Les  ln  sont  partout  denses  sur  le  segment  o  I ..  C  ir,  /  el  /  étanl 
deux  points  distincts  quelconques  de  ce  segment,  a  el  ■'  étanl  deux 
points  séparés  de  a  par  des  longueurs /,/' de  I'.  P  possède  entre 'a? 
et  a?'  la  longueur  V  I.  doue  Pa  nécessairemenl  sur  le  segment  i  i 
une  portion  qui,  Pétanl  discontinu,  admel  une  infinité  de  contigus 
auxquels  correspondent  des  nombres  lu  compris  entre  /  el  /'.  Le 
segment  //'  étanl  quelconque,  les  ln  sonl  denses. 

C  ')  Je  dis  qu'um   fonction  f(x)    st  croissante  sur  P  si  la  différence  f\ 

a  le  signe  de  x  — x,  quels  que  soient  x  el  a  P  el  séparés  pa]  des 
points  il>-  P. 

xi.m.  i- 
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Soit  *!'(/)  une  fonction  continue  de  /  variable  dans  tout  inter- 
valle du  segment  oL  ei  dérivable  en  toul  point.  Soit  $(#)  J < * 
fonction  de  x  égale  a  W(l)  si  a?  et  /  sont  homologues.  «!>(#)  est 
définie  sur  le  segment  ab  des  points  extrêmes  de  I'.  constante  sur 
chaque  segmenl  contigu  à  Pet  variable  en  tout  point  de  P. 

i°  P  étant  donné,  cherchons  à  quelle  condition  nécessaire  et 
suffisante  doit  satisfaire  une  Jonction  partout  dérivable  xV(l) 
pour  que,  posant 


on  ait  aussi 


*(x)  =  »F<7,, 

d<i>(x)  _  dn<  1  ) 
dx  dl 


Soit  II  l'ensemble  des  points  du  segment  oL  ayant  au  moins  un 

homologue  x  où  l'épaisseur  de  P  est  non  définie  ou  inégale  à  i. 
R  contient  tous  les  ln.  Il  serait  facile  de  voir  que  R  est  un  résiduel 
du  segment  oL,  comme  l'ensemble  de  ses  homologues  sur  P 
(ire  Partie,  n°  20).  Je  dis  que  la  condition  cherchée  est  la  suivante. 
Qu'en  tout  point  l  de  R  la  dérivée  de  W(/)  soit  nulle. 

A.  La  condition  est  nécessaire.  D'abord  si  /  est  en  /„,  parmi  les 
homologues  x  de  l  sont  tous  les  points  intérieurs  à  l'intervalle  un, 

'    d$>  •  •      dW 

où  <!>(#)  est  constant.  Donc,  —  =  o  en  ces  points  et  par  suite  -rj  =  o 

pour  1=  ln. 

Supposons  maintenant  l  agrégé  à  R,  mais  différant  de  tous 
les  l  .  Alors,  /  a  un  seul  homologue  x.  Donnons  à  x  un 
accroissement  lx.  /devient  l-\-  kl^é  /,  car/  n'a  point  pour  homo- 
logue .r-hAa?.    Soient   Axlr,   A*I>  les  accroissements  égaux  reçus 

par  **  (l)  et  <v(%).   Par  hypothèse — j  et  — -  tendent  pour  Ai  =  o 

et  Ax  =  o  vers  la  même  limite.  Nous  avons 

,   ,  AU'         A*         \x 

Or  — -  c'est,  que  A#  et  en  même  temps  A/  soient  positifs  ou 
aégatifs,  l'épaisseur  de  P  sur  le  segmenl  d'extrémités  .r,  x  -\-  A#. 

A  v 

Or  quand  A.r  tend  vers  zéro,  — j  ne  tend  pas  vers  un.  puisque  /  est 


us 


agrégé  à  R.  Dune,  la  limire  commune,  de  —y  el  de  —  supposée 

existante  et  lime,  ne  peul  être  que  zéro.  La  condition  énoncée  esl 
donc  nécessaire. 

B.  Je  dis  qu'elle  esl  suffisante.  Il  faul  montrer  que  si  une  fonc- 
tion partout  dérivantes  (/)  a  -.1  dérivée  ù(l)  aulle  en  toul  point 
de  R,  <&(#)  a  partoul  une  dérivée  en  ./■  égale  à  i|»i  l).  En  effel  : 

a.  Soit  #  un  point  de  seconde  espèce  de  P.  Son  homologue  / 
est  distinct  des  /„  et  n'a  pas.d'autre  homologue  que  a?.  Donnons  à  x 
un  accroissement  A./-.  Il  en  résulte  pour  /  un  accroissement  npn 
nul  A/.  Ecrivons 


<*) 


A<t> 

Â"7 


~Â7  x  Â7 


Quand  A.r  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  A/,  inférieur  en 
valeur  absolut'  à  A.r.  Si  x  est  sur  II.  on  a  toujours 


A*r 


=  o, 


A/ 

°<E<'- 


A* 


Donc  — —  tend  vers  zéro.    \u\  point  x  précédents,  (l>  a  donc  une 


A.r 
dérivée  égale  à  celle  de  XV  en  /.  Si  au  contraire  en  ./ .  l'épaisseur 

de   P  est   i,  —  tend  vers  i   quand  A.r  tend  vers  zéro.   Donc.  <I>  a 

A.r  ' 

encore  une  dérivée,  différente  de  zéro  ou  nulle  suivant    les  cas, 
mais  toujours  égale  à  <|/i  l). 

b.  Si  a?  est  agrégé  à  un  de-  segments  //„.  ce  qui  entraîne  1=  /,,, 
donnons  à  a?  un  accroissement  A/  -à  partir  de  x.  S'il  n'en  résulte 
pas  pour  /  un  accroissement  différent  de  zéro,  c'esl  que  x  -h  A# 

esl  agrégé  au    même  segment    un.   Donc,   A«l>     :o  et  —       o.   Si 

l'accroissemenl  A.r  entraine  pour  /  L'accroissemenl   non   nul   A/. 
d'après  l'égalité  i 


A'l« 
Â~r 


aw 


Â/ tendant  dans  le  second  membre  vers  zéro  h   la  dérivée  de  M" 
en  L  étant  nulle. —  tend  vers  zéro  avec  A./    dans  cette  dernière 

A./" 

hypothèse.  D  >nc,  dans  tous  les  cas,  si  c  esl  agrégé  au  segment  un, 

4>(a?)  admet  comme  M't  /  •  en  l„  la  denvee  zéro. 
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Donc,  la  condition  énoncée  est  nécessaire  et  suffisante. 

2°  Les  dérivées  'l(l)  des  fonctions  W(l)  précédentes  possèdent 
ce  caractère  d'avoir  leurs  zéros  partout  denses.  Je  dis  que  récipro- 
quement, si  une  fonction  dérivée  ù(l)  définie  sur  le  segment  oL 
a  ses  zéros  partout  denses  sur  ce  segment,  il  est  possible  de 
définir  un  ensemble  parfait  discontinu  de  longueur  L  épais  en 
lui-même,  tel  que,  si  l  est  sa  longueur  entre  son  extrémité 
gauche  et  .r,  la  fonction  'f(x)  égale  à  'h(l)  est  en  tout  point  x 
la  dérivée  de  la  fonction  <î>(x)  égale  à  W(l)  primitive  de  <j>(J). 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  d'après  le  paragraphe  i°.  il  faut  et  il 
suffît  qu'aux  points  x  homologues  de  /,  où  à(l)  diffère  de  zéro. 
l'ensemble  inconnu  P  ait  l'épaisseur  un. 

40.  Soit  E  l'ensemble  des  /  définis  par  ù(l)  7^0.  L'en- 
semble 'li(l)  =  0  étant  partout  dense  sur  oL  est  vin  résiduel  de 
ce  segment.  Son  complémentaire  E  est  gerbe.  Plus  précisément, 

nous  savons  que  l'ensemble  Ert  où  |  tp  (Z)  |  >  —  est  non  dense  sur  oL 

quel  que  soit  n  entier  positif.  E  est  la  réunion  de  tous  les  E„. 
Tout  revient  à  résoudre  le  problème  suivant  : 

Etant  donné  sur  le  segment  oL  de  l'axe  des  l  un  ensemble 
gerbe  partout  dense  R,  déterminer  sur  l'axe  des  x  un  ensemble 
par/ait  discontinu  P  épais  en  lui-même  d'extrémité  gauche  a, 
de  longueur  L.  de  manière  que  1  étant  sa  mesure  entre  a  et  r. 
son  épaisseur  soit  ujn  en  tous  les  points  x  homologues  des  l 
agrégés  à  E. 

Supposons  le  problème  résolu  et.  désignons  par  u„  ou  anb„  les 
contigus  de  P,  chacun  d'eux  ayant  un  indice  entier  propre.  Nous 
avons  vu  (pie  /  est  continu  en  x,  croissant  sur  P.  Soit  /„  sa  valeur 
constante  sur  u„.  Les  /„  sont  partout  denses  sur  le  segment  oL. 
Aucun  des  points  l„  ne  saurait  être  agrégea  E,  puisque  au  voisinage 
des  points  x  correspondants,  agrégés  au  segmenl  //„.  1*  n'existe  pas. 
tout  au  moins  d'un  côté.  L'épaisseur  de  I*  en  ces  points  x  ne 
saurait  èlre  ////.  Doue,  toul  puni  de  E  a  un  homologue  X  unique. 
Il  est  clair  que  réciproquement,  pour  avoir  P,  il  suffirait  de 
connaître  les  /„  sur  le  segmenl  oLet  la  longueur  du  contigu  u „ 
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auquel  correspond  lu.  Car  alors  V  est  l'ensemble  des  x  définis 
par 

(3)  x  =  a  -+■  l  ■+-  (oI/)«B+  oum, 

eu  désignant  par  le  troisième  terme  (selon  notre  convention  habi- 
tuelle)^ somme  de  la  série  des  aombres  un  correspondant  à  tous 
les  points  £w  agrégés  h.  l'intervalle  ol,  eto  étanl  nul  si  l  esl  étranger 
àl'ensemble  des  ( u.  égal  indifféremment  à  o  ou  à  r,  si  l  est  en  /„,. 

Observons  que  o  n'est  pas  un  point  ln.  puisqueaest  l'extrémité 
gauche  <le  P,  donc  un  point  étranger  à  tous  le--  contigus  // n  de  P. 
11  est  donc  indifferenl  de  l'ajouter  ou  non  à  l'intervalle  <>/.  La 
formule  (3)  nous  donne  un  seul  homologue  pour  le-  /  distincts 
des  lH  et  deux  homologues  an,  bn  pour  les  ln. 

Soient  E, .  E2 E„.  ...  les  ensembles  agrégés  au  segmenl  oL 

et  non  denses  sur  lui  dont  la  réunion  constitue  l'ensemble  gerbe  E 
supposé  partout  dense  sur  oL.  Ajoutons  à  En  -r-  points  limites, 
si  Ert  n'est  pas  fermé.  L'ensemble  obtenu  E*  est  agrégé  au  seg- 
ment oL  et  non  dense  sur  lui.  La  réunion  des  E"  esl  un  ensemble 
gerbe  E'  qui  contient  certainement  tous  les  points  de  E,  mais  peut 
en  contenir  d'autres.  L'ensemble  complémentaire  de  I".'  esl  un 
résiduel  du  segment  oL,  doue  un  ensemble  partout  dense  sur  ce 
segment.  Je  dis  que  si  nous  prenons,  pour  les  / /r  les  points  d  un 
ensemble  dénombrable  partout  dense  sur  /r  segment  "L. 
étranger  à  E',  et  à  (■'■la  près  quelconque,  il  est  possible  de 
choisir  les  u n  de  manière  a  obtenir  un  ensemble  I'  remplissant  les 
conditions  posées. 

Soit  a  un  nombre  positif  tenue  général  d'une  série  conver- 
gente. Nous  définissons  ainsi  u„.  Soit  F„  l'ensemble  réunissant  I.". 
E",  ....  E°.  F  esl  ferme,  puisqu'il  est  le  faisceau  d'un  nombre 
fini  d'ensembles  fermes  E".  FH  est  agrégé  à  E'.  D'ailleurs,  tout 
p. ont  de  E'  fait  partie  d'un  Fn  et  de  tous  |e~  suivants.  ln  esl  étranger 
,'i  tous  les  Fp  puisque  ln  esl  étranger  a  E'.  S.ut  dn  la  distance  de  lH 
à  Fn.  dn  est  non  nul.  Fn  étanl  fermé  el  I „  étranger  à  lui.  Nous 
posons   u„  =  andn.    L'ensemble    P   est    dès    lors  déterminé.    Au\ 

points  X  de  E'  tous  distincts  des  lu  la  formule  (3) donne  un  I o- 

logue  unique  ;.  E  étanl  inclus  dans  I .  .  toul  point  deE  a  un  homo- 
logue bien  déterminé.  L'homologue  K  de  E  est  inclus  dans 
l'homologue  K'  de  E'.  La  proposition  à  établir,  conformément  à 
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L'énoncé  <lu  problème,  est  que  l'ensemble  P  a  l'épaisseur  un  en 
imit  point  de  K.  Montrons  qu'elle  est  un  en  tout  point  \  de  K'.  Ce 
résultat  impliquera  le  précédent. 

Soit  x  un  point  distinct  de  \  et  p.(#, £)  =  1 1  —  X  |  la  mesure  de  P 
entre  x  et  ç.  Il  faut  montrer  que  le  rapport  de  \>.(x,  ç)  à  \x —  ç| 
tend  vers  un  quand  x  —  \  tend  vers  zéro.  \  étant  agrégé  à  E' 
appartient  à  un  ensemble  Fm  et  k  tous  les  ensembles  Fn  d'indice  n 
supérieur  à  m.  Donnons-nous  un  nombre  positif  quelconque  s.  La 
série  a.n  étant  convergente,  soit  }'„=  a.n+{  -f-  <zn+2  -f-- . ..  Prenons  N 
supérieur  à  m  et  donnant  rN<<  e,  ce  qui  est  possible.  Les  points  l{, 
l2f  ...,  /jj  sont  tous  distincts  de  X.  Soit  A(e)  la  plus  petite  de  leurs 
distances  à  X.  Soit  entre  ;  —  A  (s)  et  ç  -f-  &(e),  un  nombre  a?  quel- 
conque supérieur  ou  inférieur  à  ç.  Son  homologue  ^  est  à  une 
distance  de  X  non  nulle  (puisqu'il  n'y  a  qu'un  point  ;  ayant  pour 
homologue  X)  et  de  plus  égale  à  la  distance  qx  diminuée  de  tous 
les  intervalles  contigus  ou  semi-contigus  à  P  agrégés  à  l'inter- 
valle ;./•  (ou  xq). 

Donc,  |X — /|<;/i(s).  Par  conséquent,  sur  le  segment  Vk 
(ou  X/)  il  n'y  a  aucun  point  ln  d'indice  inférieur  à  _\  -+-I-   Le 

rapport  = est  l'épaisseur  de  P  sur  le  segment  x;  (ou  çx).  Si  X 

est  agrégé  à  un  contigu  u n,  ce  rapport  est  à  sa  moindre  valeur 
quand  x  est  à  l'extrémité  de  un  la  plus  éloignée  de  E.  La  limite 
inférieure  de  ce  rapport  quand  x  tend  vers  ç  ne  nous  échappera 
donc  pas  en  plaçant  toujours  x  sur  P.  Supposons  par  exemple 
x  supérieur  à  ;.  Alors, 

\l(£,x)  =  x  —  %—  \\Y.x)un. 

Mais  si  un  est  entre  \  et  x,  ln  est  entre  X  et  l  et  l'indice  n  surpasse  N. 
Donc,  d'une  part<i/?  distance  de  ln  à  Fw,  qui  contient  X(n>N>>  />/  ), 
est  inférieur  à  / —  k<^X  —  ç  et  d'autre  part 

(&x)ull=(Z2x)anda<(x  —  \)(&x)aLn<{x  —  £)#■*<«(*  —  Ç). 

Donc,  l'épaisseur  de  P  sur  le  segment  ./ ;  surpasse  i  —  £.  La 
même  démonstration  vaut,  en  changeant  seulement  x  —  !■  en  ;  ./ . 
(ÇSa?  i  en  |  a  -;  l,  quand  ./•  est  inférieur  à  ;  el  distant  d<-  ce  dernier 
point  de  moins  de  //ui.  //(ri  pouvant  être  calculé  pour  toute 
valeur  de  e,  l'épaisseur  de  l'eu  ;  est  i . 
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41.  Il  est  facile  d'appliquer  la  construction,  précédente  au  problème 
posé  concernanl  les  fonctions  dérivées  ty(l)  à  zéros  partoul  denses. 
Notons  d'abord  que,  si  En  esl  l'ensemble  où  <l (/)  surpasse  i  :  n  en 
valeur  absolue,  E°  constitiié  par  la  réunion  des  points  limites  el 
des  points   isolés  de   L„.  est    l'ensemble  de  tous  les  points  où   le 

maximum  «le  \>b(l      esl  ai mu-  -•  E'  réunissanl   les  E"  esl  donc 

l'ensemble  des  points  en  lesquels  |yi/i|  a  son  maximum  positif; 
et  par  suite  aussi  l'ensemble  des  points  où  ù(l)  a  l'une  de  ses 
Limites  d'indétermination  différente  de  zéro.  Les  zéros  de  ty(l) 
étant  partoul  denses,  E'  esl  l'ensemble  des  points  de  discontinuité 
de  '}(/).  Tout  point  étranger  à  E'  pouvant  être  pris  pour  l'un 
des  lir  l'agrégat  de  ceux-ci  esl  un  ensemble  dénombrable  partoul 
dense  quelconque  formé  de  points  de  continuité  <!<'  ty\  l).  Les  I u 
étant  choisis,  le  nombre  dn  doit  être,  avons-nous  dit,  la  distance 
de  lH  à  E"  ou,  en  toute  équivalence,  à  Ew  (qui  réunil  tous  les  L„  p). 
Mais  la  réunion  E'  dès  L"  e»i  évidemment  la  réunion  de  tous  les 
ensembles  Ea  définis  par  toute  condition  de  la  forme  |  «!/(/)  |  >ton, 
('>„  étant  un  nombre  positif  quelconque  tendant  vers  /en».  dn  esl 
donc  simplement  ainsi  astreint  que  dans  l'intervalle  ln — dn 
'd  ln-^r  (l,r  j'L(()|aii  son  maximum  au  plus  égal  à  coM,  o>n  tendanl 
vers  zéro.  Notre  analyse  aboutil  donc  à  l'énoncé  suivant  : 

■il  l  •  rittui  une  fonction  dérivée  définie  sur  h-  segment  oL  et 
à  zéros  partout  denses*  choisissons  indifféremment  parmi  les 
/loin  I s  de  continuité  de  >l  un  ensemble  dénombrable  et  partout 
dense  /„.  et  déterminons  un  nombre  positij  <l n.  tel  que,  dans 
l'intervalle  l„—dn  à  ln  '/.,.  l'oscillation  de  ù(l)  tende  vers 
zéro  pour  n  infini.  Le  nombre  positif  a.tl  étant  le  terme  général 
d'une  série  convergente  quelconque,  insérons  '■//  I /r  dans  le 
segment  oL,  un  intervalle  un  <:u<il  à  'J„<l„-  ce  qui  transforme  le 
segment  oL  en  un  ensemble  parfait  discontinu  P(admettanl  un 
intervalle  contigu  de  longueur  un  séparé  de  l'extrémité  gauche  de  P 
par  une  mesure  I N  de  P).  Pétant  <unsi  construit,  et  /  étant  sa 
mesure  à  gauche  de  a  ■  la  fonction  '!''  %  i  égale  à  M'i  h  admet 


(')  Les  fonction   <if(l)  conslruiles  ci-dessus  —  ■  » 1 1 »   toutes  semi-continue;  el    les 
ensembles  |  -l   l  ■ :     ■  ■  sonl  fei  mes. 
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en  chaque  point  une  dérivée  çp  i  x  l  égale  à  <b\  l)  et  en  particulier 

mil  h'  dans  Ions  1rs  COntigUS  à   I*. 

il  est  intéressant  de  noter  que  la  transformation  du  segment  oL 
en  l'ensemble  P  conserve  la  mesure  de  tout  ensemble  de  points 
donné  sur  le  premier  intervalle.  La  construction  précédente  nous 
servira  dans  la  troisième  Partie  de  notre  étude  à  construire  des 
fonctions  dérivées  nécessitant,  pour  la  recherche  de  leur-,  primit  ives 
par  le  calcul  totalisant,  l'emploi  d'opérations  de  rangs  fini  ou 
transfini  de  plus  en  plus  éle\és. 


SUR   L'INTÉGRALE   D'UNE    FONCTIONNELLE 
ÉTENDUE  A  UN  ENSEMBLE  ABSTRAIT; 

Par  M.   Maurice  Fréchet. 

L'iNTÉGRALE     DE    M.     .T.     liADON    DANS    l'eSPACE    A    /?     DIMENSIONS. 

M.  J.  Radon  a  publié  récemment  ('  )  une  définition  de  l'inté- 
grale   IY  (P)dJi(P)  d'une  fonction  F  (P)  d'un  point  P  de  l'espace 

à  n  dimensions  par  rapport  à  une  fonction  de  P.  h(  P).  à  variation 
bornée.  Cette  définition  résulte  d'une  sorte  de  fusion  de  1  inté- 
grale de  M.  Lebesgue  et  de  l'intégrale  de  Stieltjes.  La  définition 
de  M.  J.  Radon  se  réduit  à  celle  de  Al.  Lebesgue  quand  h  est  une 
fonction  linéaire  et  à  celle  de  Stieltjes  quand  F  est  une  fonction 
continue. 

D'ailleurs,  l'intégrale  de  Radon  peut  atts-si  s'écrire 


/.' 


¥(Y)df(e) 


où  fie)    est  une  fonction  additive   du   sous-ensemble  variable  e 

de  F. 

Or  c'est  sous  cette  forme  qu'apparaît  ce  qui  me  semble  être  le 

(')   Ueber   die  absoluten  additiven  Mengenfunktionen   (Berichte  AI,.    Wis- 
senchaft,  \\  ien,  igi3  ). 
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grand  avantage  de  la  définition  de  M.  .1.  Radon,  avantage  que 
celui-ci  ne  paraît  pas  avoir  remarqué.  M.  .1.  Radon  avail  pour  but 
de  réaliser  un  progrès  dans  la  Théorie  des  fonctions  en  uni- 
liant  les  définitions  de  Stieltjes  el  de  M.  Lebesgue.  Mais,  en  l'ait, 
on  remarque  que,  moyennant  quelques  légères  modifications,  la 
définition  et  les  propriétés  de  l'intégrale  de  M.  Radon  s'étendent 
bien  au  delà  du  Calcul  intégral  classique,  elles  sont  presque 
immédiatement  applicable  au  domaine  infiniment  plus  vaste 
du  ca leu l  jonction nel. 

En  d'autres  termes,  on  peut  conserver  la  majeure  partie  des 
définitions  et  des  raisonnements  de  ML  J.  Radon  eu  négligeant 
l'hypothèse  faite  sur  la  nature  de  l'argument  P  à  savoir  que  P  est 
un  point  de  l'espace  à  n  dimensions. 

Nous  pourrions  nous  contenter  de  cette  indication  à  laquelle 
nous  nous  sommes  bornés  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie 
des  Sciences,  le  28  juin  iç;i5. 

Mais  il  nous  a  paru  utile  de  présenter  brièvement  ce  que  devient 
la  définition  de  l'intégrale  ainsi  étendue  et  de  préciser  la  forme 
sous  laquelle  se  présentent  ses  propriétés.  Il  est  vraiment  remar- 
quable de  pouvoir  constater  combien  peu  d'entre  elles  doivent 
être  abandonnées  en  opposition  avec  ce  quia  lieu  presque  toujours 
quand  on  veut  obtenir  un  haut  degré  de  généralisation  ;  el  combien 
celles  qui  se  conservent  changent  peu  de  physionomie. 

J'ai  profité  de  l'occasion  pour  ut  iliser  un  mode  de  présentation  de 
l'intégrale  de  M.  Lebesgue  qui  a  l'avant  ige  de  se  rapprocher  beau- 
coup plus  que  celui  de  M .  Lebesgue  île  celui  de  Riemann-Darbous 
avec  lequel   un  grand  nombre  d'étudiants  sonl  plus  familiers  1  !  >. 

Je  liens  à  insister  à  nouveau,  avant  de  commencer  cet  exposé, 
sur  ce  que  la  nouvelle  définition  va  se  trouver  applicable  non  plus 
seulement  à  un  espace  à  n  dimensions  mais  à  un  ensemble  abstrait 
quelconque.  C'est-à-dire  qu'il  n'est  même  pas  nécessaire,  par 
exemple,  de  supposerqu'on  sache  ce  que  c'est  que  la  limite  d  une 
suite  d'éléments  de  cet  ensemble  (comme  cela  est  au  contraire 
indispensable  pour  la  généralisation  de  la  théorie  des  ensembles 


i1)   Un  essai  dans  ce  sens  a  été  fait   par  J.  Pierj 1  dans   son  Ouvrage  Theory 

nf  Functions  0/  real  variables,  1.  Il  dans  le  cas  particulier  ou  P  .-1  un  point 
de  l'espace  ■>  n  dimensions.  Mais  son  exposé  prête  ■<  des  objections  très 
sérieuses 
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linéaires).  De  sorte  que  la  nouvelle  définition  se  trouvera  posséder 
le  même  champ  d'application  que  la  notion  de  puissance  d'un 
ensemble. 

FAMILLES    ADDITIVES    D  ENSEMBLES     ABSTRAITS. 

\\aui  de  définir  l'intégrale  sur  un  ensemble  abstrait,  disons 
quelques  mois  des  familles  additives  d'ensembles,  puis  des  fonc- 
tions additives  d'ensembles. 

Nous  disons  qu'un  ensemble  esl  un  ensemble  abstrait  lorsque 
nous  ne  connaissons  pas  la  nature  de  ses  éléments  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  lorsque  la  nature  de  ses  éléments  n'intervient  pas  dans  les 
raisonnements  que  nous  nous  proposons  de  faire  sur  cet  ensemble. 

Une  famille  additive  d'ensembles  est  une  collection  d'en- 
sembles telle  que  : 

i°  SiE,,E2  sont  deux  ensembles  appartenant  à  cette  famille, 
l'ensemble  E,  — E2  des  éléments  de  E,,  s'il  en  existe,  n'apparte- 
nant pas  à  E2,  appartient  aussi  à  la  famille; 

2°  Si  E,,E2,  ...  est  une  suite  énumérable  (  ■*  )  d'ensembles 
appartenant  à  la  famille,  leur  somme,  c'est-à-dire  l'ensemble 
E,  -h  E2  -+-  . . .  des  éléments  appartenant  ;i  au  moins  l'un  d'eux, 
appartient  aussi  à  la  famille. 

Il  est  facile  d'en  déduire  que  leur  ensemble  commun  Et,  E2,  ••• 
appartient  aussi  à  la  famille  si  celle-ci  est  additive. 

\Exemplede  famille  additive  d'ensembles.  --  Tous  les  sbus- 
ensembles  d'un  ensemble  abstràil  donné  E  |  \    compris  E').] 


FONCTIONS     ADDITIVES    D  EMSEMBRES     ABSTRAITS. 

Une  fonction  d'ensemble  /(E)  est  définie  sur  mie  famille  " 
d'ensembles  si  à  tout  ensemble  E  appartenant  ;i  la  famille  corres- 
pond une  valeur  numérique  déterminée  def  (E).  I  ae  fonction  d  en- 
semble/^) définie  sur  une  famille  additive  d'ensembles  3  est 
dite  additive  sur  §   si   E.,  E étant    une  suite    énumérable 


C)  Pour  abréger,  nous  dirons  dans   la   suite  qu'un  ensemble  esl  énumérable 
s'il  esl   infini  dénombrable  ou  fini. 
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d'ensembles  appartenant  ;i  &  et,  disjoints,  c'est-à-dire  n'ayant  deux 
à  deux  aucun  élément  commun,  on  ;i 

/(Et -+-E, +  ...)=/(  Et) -t-/(E.) -•-.... 

Dans  le  cas  où  la  suite  esl  infinie,  le  second  membre  doil  évi- 
demment être  convergent  quel  que  soil  l'ordre  de  ses  termes,  lien 
résulte  que  la  série  du  second  membre  doil  être  absolument  con- 
vergente. 

\E  xemple  de  fonction  additived  'ensembles  définie  sur  une  fa- 
mille additive  quelconque  il  'ensembles  abstraits.  Soienl  \  ( . 
A2, ...  une  suite  dénombrable  d'éléments  distincts  el 


une    série    numérique    absolument    convergente.     Si    E    esl    un 

ensemble  appartenant  à  la  familier',  il  peut  arriver  qu'il  contienne 

certains  des  éléments    \.  soienl  A    .    \,  .  A, Nous  poserons 

dans  ce  cas 

/(£)  =  *,-,+  *,,-+-... 

et  dans  le  cas  contraire 

/(K)  =  o.] 

Forme  canonique  d  une  fonction  additive  d'ensembles.  —  Il 
est  possible  de  démontrer  qu'une  fonction  additive /(E)  définie 
sur  une  famille  additive  §  d'ensembles  E  esl  bornée  sur  ".  On  en 
déduit  facilement  que  si  l'on  effectue  une  partition  Ew  de  E, 
c'est-à-dire  si  Ton  divise  E  en  un  nombre  fini  d'ensembles  dis- 
joints E,.  E2,  •••  appartenant  à  '.  la  somme 

|/(E,)|  +  |/(Et)|+... 

a  une  borne  supérieure  finie  quand  on  fail  varier  la  pari  ition  de  E. 
On  appellera  cette  borne  supérieure  la  variation  totale  de  /  sur  E 
relativement  à  §  et  nous  la  représenterons  par 

/"     \df\ 

•  e  .-> 

ou,  quand  il  n'v  a  pas  de  confusion  possible,  par 


f\df 
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On  \uii  facilemenl  que    /   \df  j  est  une  fonction  additive  sur  § 

'    i: 

et  que 

\f(E)\èf\df\. 

De  sorte  que  toute  fonction  additive  d'ensemble  sur  §  est  la  diffé- 
rence de  deuv  fonctions  additives  non  négatives  définies  sur  la 
même  famille  additive  §,  soit 

/(E)  =  <p(E)-«|i(E) 
a\  ec 

??(E)=  f\df\+f(E),         a4»(E)=  f\d/\-f(E). 

On  dira  que  f=  z>  — 1|>,  où  /,  tp,  ^  sont  additives  sur  §  et  <p,  ■!/ 
non  négatives,  est  la  forme  canonique  de  /  si  comme  plus  haut 

<p(E)-H4»(E)=  f\df\. 
Je 

Il  faut  remarquer  que  ces  propositions  subsisteraient  et  que 
cp(  E),  <j>(E),    /   \df\  garderaient  les  mêmes  valeurs  si  la  suite  E,, 

E2,  ...  était  supposée  non  pas  lime  niais  énumérable. 

Limite  d'une  suite  d'ensembles.  — ■  Soient  E,,E2  .  ••  unesuite 
dénombrable  d'ensembles.  Nous  appellerons  ensemble  limite  com- 
plet  de  cette  suite  l'ensemble  C  des  éléments  qui  appartiennent 
chacun  à  une  infinité  d'ensembles  de  cette  suite.  Nous  appellerons 
ensemble  limite  restreint  de  la  suite  l'ensemble  R  des  éléments 
qui  appartiennent  chacun  à  tous  les  ensembles  de  la  suite  à  partir 
d'un  certain  rang . 

On  démontre  alors,  comme  dans  la  théorie  des  ensembles 
linéaires,  que  : 

Si  E,,  li2.  ...  appartiennent  à  une  famille  additive  d'ensembles, 
3>,  les  ensembles  limites  complel  et  restréinl  appartiennent  aussi 

à  cel  te  fam  il  le  ; 

Si  en  outre  une  fonction  additive,  non  négative,  d'ensem- 
bles   »(e)    e^l     définie     sur    "    et     si    :     i"     à     partir    d'un    certain 
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rang  <p(E„)  <: /. ,  on  a  co(R)  "-/.•;    ou   >i    2°  à   partir   d'un    certain 
rang  ©(Ea)  >  /,,   on  a   co<  C  i  ^  /, . 


INTEGRALE    1)  UNE    FONCTIONNEL]  I       ABSTRAITE. 

I.  —  Cas  des  fonctionnelles  bornées. 

i°  Intégrales  inférieure  et  supérieure.  —  On  dit  qu  une  fonc- 
tionnelle Y  (A.)  est  définie  sur  un  ensemble  abstrait  E  si  à  tout 
élément  A  de  E  correspond  une  valeur  bien  déterminée  de  I"  I  A  ». 

Supposons  que  E  appartienne  à  une  famille  additive  d'en- 
sembles §,  et  qu'une  fonction  additive  d'ensemble  appelée  /(«') 
soit  définie  sur  $.  Soit /(e)  =  cp(e)  ù(e)  la  forme  canonique 
de/'(e)  relativement  à '.  Considérons  une  partition  E  =  ;  E„  {  de  E. 
c'est-à-dire  une  division  de  E  en  un  nombre  fini  d'ensembles  dis- 
joints E,,  E2,  .  .  .  appartenant  à  §.  Et  formons  les  sommes 

S'=SM„o(En),         s'=Zmlty{E„  i, 

où  Ma,  mn  sont  les  bornes  de  Fi  \  i  sur  E„.  Lorsqu'on  fail  varier 
la  partition  |E„j  de  E.  S'  a  une  borne  inférieure  finie  puisque 

S'iSm<p(E„)  =  w<p(E), 

m  étant  la  borne  inférieure  de  F  sur  E.  On  appellera  cette  borne 
inférieure  de  E  Y  intégrale  supérieure  de  F  sur  E  par  rapport 
à  cp  (relativement  à  £)  et  on  la  représentera  par  la  notation 


f    F(k)dff(e) 


ou  plus  simplement  par 


1 


V(\)d<?(e) 


quand  il  n'y  a  pas  de  doute  sur  la  famille  $  considérée. 

De  même  on  a 

*'<M©(E). 

M  étant  la  borne  supérieure  de  F  sur  E.    De  sorte  que  s    a  une 
borne  supérieure   finie    qu'on    appellera    ['intégrale   inférieure 

de  F  sur  E  par  rapport  à  cp  I  relativement  à  Jj  et  on  la  représen- 
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tera  par  La  notai  ion 

f  F(A)rfa(c). 

Par  une  méthode  analogue  à  celle  qu'on  emploie  pour  1  étude 
des  intégrales  de  M.  Darboux,  on  montre  qu'on  a  nécessairement 


fF(kydy(e)ï  f  F(A)rf*(e). 


On  procède  de  même  avec  ']>(<?)•  On  appelle  alors  intégrale 
supérieure  de  F  sur  E  par  rapport  à  f  (relativementà  §)  et  l'on 
représente  par  la  notation 

f¥(\)df(e) 
Je 
la  quantité  finie 

/   F(A)dcp(e)—  fF(A.)dty(e). 

De  même  on  appelle  intégrale  inférieure  de  F  (A)  par  rap- 
port à  f  sur  E,  la  quantité  bien  déterminée 

/*F(A)<//(e)  =  /*F(A)rf?(e)  —  f  F(A)d<K«). 

j_^E  _î/e  ^E 

On  a  alors 

fF(A)df(e)-  f  F{A)df(e) 
-Je  J.E 

/*F(A)d<p(e)-  fF(A)dv(e)\ 

L  "  E  J_'E  J 

-+-  I     /F(A)^(e)-(F(A)^(«)    . 


On  voit  donc  que  l'intégrale  supérieure  de  F(A)  par  rapport  à 
une  foncl  ion  additive  quelconque  /  est  au  moins  égale  à  l'intégrale 
inférieure  correspondante;  <i  le  premier  membre  ne  peul  être  nul 
que  si  les  deux  crochets  du  second  membre  sont  nuls. 

On  montre  facilement  que  le  premier  membre  est  la  borne  infé- 


rien it"  de 


*{Mn-mn)J\df\ 


quand  la  partition  [EBj  de  1".  varie  de  manière  quelconque. 

On  montre    facilement    aussi    que      /    F|   V.)rf[co(e)        'j  i  e  i  |  esl 

*   r 

égal  à  la  borne  supérieure  de 

Sm„|/(E„)| 

quand  la  partition  |E„j  varie.   11  est  naturel  de   représenter  cette 
dernière  quantité  par 

fF(\)\df(e)\, 
de  sorte  qu'on  a 

f'F(K)d\  f\df\\=  f¥(k)\df(e)\. 


2°  Fonctionnelles  intégrables.  —  Nous  dirons  que  la  fonction- 
nelle F(A)  est  intégrable  sur  E  par  rapport  à  la  Jonction  addi- 
tive  d 'ensemble  j (e)  i  relativement  à  l<i  famille  additive  d'en- 
sembles -7)  si  ses  intégrales  supérieure  et  inférieure  sur  E  par 
rapport  à  f  relativement  à '■  $  sont  égales  ;  ël  nous  désignerons  leur 
valeur  commune  par  la  notation 

fF(A)df(e). 
Je 

Dans  ce  cas  V  est  aussi    intégrable  sur  E  par  rapport  à  co  et  fy  et 
réciproquement,  et  l'on  a 

/*F(A)rf/('e)  =    /  Fi  \  id<p(ej—  /   Fi  K)dif(e). 

Je  •  i.  «  k 

On  remarque  que  si  l'une  des  fonctionnelles  F |  \  >.  |  !•  i  \  i|  est 
intégrable  par  rapport  à  /.  l'autre  l'est  aussi. 

On  remarque  aussi  que  si   I'    esl  intégrable  par  rapport    à  l'une 

des  fonctions  a.lilii  i\  es  /i  r  i.    /  \<lj\.  il  est  intégrable  par  rapport 
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à  l'autre.  On  peut  donc  remplacer  la  notation  un  peu  compliquée 


par  la  notation 


/V(A)d 

«^E 


I 


?(A)|rf/(«)|. 


[Remarquons  que  même  si  F  est  intégrable  par  rapport  à  /,  la 
borne  intérieure  de  1"  \1„  | /ï  F,„  )|  n'est  pas  nécessairement  égale 
à     /  F(A)  \df(e)\.   Elle  peut  même   lui  être   inférieure   comme 

■   E 

dans  le  cas  où  F  est  constant  et  où  f  n'est  pas  d'un  signe  con- 
stant.] 

Si  F  est  intégrable,   on  peut  trouver  une   partition  jEn     de  F 
telle  que  la  quantité  z  =  S  (M„  —  mn)    f   \df\  soit  aussi  petite  que 

l'on  veut.  Prenons  au  hasard  pour  chaque  valeur  de  n  un  nombre  u.„ 

tel  que 

mn%  i±„lMn. 

On  voit  facilement  que 


De  sorte  que 


Sfx„/(E„)-  (¥(k)df{e) 
•'e 

f  F(A)rf/(<0  =  lim5,x„/(E„). 


En  particulier,  si  A.n  est  un  élément  quelconque  de  E„,  on  a 
F(A)rf/(e)  =  limSF(A„)/(E„)- 


I 


Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  chaque  partition 
de  E  était  formée  d'un  nombre  fini  d'ensembles  E„  (disjoint-. 
appartenant  à  .7).  Mais  rien  ne  serait  changé,  ni  les  raisonnements, 
ni  les  valeurs  obtenues  pour  les  intégrales,  si  l'on  imposait  seule- 
ment à  chaque  partition  d'être  formée  dune  suite  énumérab  le  d'en- 
sembles E„  (  disjoint-.,  appartenant  à  -T).  Il  v  aurait  lieu  seulement 
d'observer  que  les  sommes  s'.  S'  considérées  au  délnii  deviennent 
•  le-  sine-  (pu  sont  évidemment  absolument  convergentes. 

■La  remarque  précédente  va  nous  permettre  d'étendre  aux  fonc- 
tionnelle- non  bornées  la  définition  de  l'intégrale. 
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II.  —   Cas  des  fonctionnel/es  non  bornées. 

Les  définitions  précédentes  se  généralisent  immédiatement.  Il  \ 
a  lieu  cependant  de  prendre  quelques  précautions  pour  qu'elles 
conservent  un  sens.  Nous  avons  d'abord  à  tonner  les  suites  S',  s'. 
Pour  qu'elles  aient  un  sens,  il  faut  d'abord  que  les  quant  ités  M„.  ///„ 
soient  finies.  Or,  si  la  fonction  l  <  A)  n'est  pas  bornée  sur  E,  elle 
ne  pourra  être  bornée  sur  un  nombre  fini  d'ensembles  en  lesquelles 
on  pourrait  décomposer  E.  Nous  devrons  donc  supposer  que  les 
ensembles  E„  sont  en  nombre  infini  i  dénombrable).  Nons  no  nous 
écartons  pas  ainsi  de  la  définition  adoptée  pour  le  cas  de  I*  borné 
puisque  cette  hypothèse  sur  le  nombre  des  E„  est  dans  ce  cas 
indifférente. 

Mais  s'il  est  nécessaire  que  lesE„  soient  en  nombre  infini  pour  que 
les  M,nmn  soient  chacun  finis,  cela  ne  suffit  pas.  Nous  devrons  donc 
supposer  que  la  fonction  F  esl  telle  qu'on  puisse  au  moins  d'une 
manière  décomposer  E  en  une  suite  dénombrable  d'ensembles  E„ 
disjoints,  appartenant  à  -T.  sur  chacun  desquels  I  «■-!  borné.  Mais 
pour  une  telle  partition  •  Ert  j  il  pourrait  arriver  que  les  séries  S', 
s'  soient  divergentes  ou  que  leurs  sommes  dépendent  de  l'ordre  de 
leurs  éléments.  De  même  pour  les  séries 

S*=SM„^(E„),        s»=Xmnty(En). 

Or  il  est  facile  de  montrer  que   la  condition   nécessaire  el  suffi- 
sante pour  que  ces  quatre  séries  convergent   et  que  leur-  sommes 

soient  indépendantes  de  l'ordre  de  leurs  élément-,  est  que  la  série 


2p«  f\dfl 


En 

où  on  est  l,i  borne  supérieure  de  |F|  sur  Ew,  son"  convergente. 

Finalement,  pour  que  les  définitions  données  dans  le  cas  <les 
fonctions  bornées  conservent  un  sens  dan-  le  cas  d'une  fonc- 
tion  non    bornée,    -    nous  trouvons   obligé    de  nous    limiter 

aux  fonctions  que  nous  appellei  ons  sommables  i  '  |  sur  E  \^w  rap- 


i'i  Nous  généralisons  ici  le  sens  primitivement  adopté  pour  le  mol  sommable 
par  M.  Lebesgue.  Bien  entendu,  toute  fonction  borné*  est  aussi  sommable 

XLIll  ix 
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port  kf  (relativement à  -"  i.  et  qui  sont  telles  qu'on  puisse  trou- 
ver au  moins  une  paru  lion  jE„j  de  E  en  une  suite  énumérable 
d  ensembles  Ew  disjoints,  appartenant  à  3,  sur  chacun  des- 
quels la  borne  supérieure  pfl  de  j  F  |  est  finie  et  [tour  lesquels  la 
sérieSpn    /    \df\  est  convergente. 

Ceci  étant  admis,  il  n'y  a  plus  aucune  difficulté  à  définir  exac- 
tement comme  dans  le  cas  des  fonctions  bornées  les  intégrales 
supérieure  et  inférieure  d'une  fonction  sommable.  Les  remarques 
faites  ii  ce  sujet  s'appliquent  encore. 

Fonctionnelles  intègrables.  —  De  même  les  définitions  et  les 
propriétés  énoncées  au  sujet  des  fonctionnelles  bornées  intè- 
grables s'appliquent  aux.  fonctionnelles  sommables  qui  >ont  inté- 
gral)! es. 

[  Exemple  de  fonctionnelles  intègrables  définies  sur  un 
ensemble  abstrait.  —  Cherchons  par  exemple  la  condition  d'in- 
tégrabi lité  d'une  fonctionnelle  F(A)  sur  un  ensemble  E,  relative- 
ment à  la  famille  additive  d'ensembles  §  constituée  par  tous  les 
sous-ensembles  de  E  (et  E  lui-même),  par  rapport  à  la  fonction 
additive  d'ensemble  f  définie  comme  dans  l'exemple  de  la  page  :>02. 

On  voil  facilement  que  la  condition  nécessaire  el  suffisante  pour 
que  F  soil  sommable  par  rapport  à  f  est  que  l'on  puisse  décom- 
poser E  en  une  suite  énumérable  d'ensembles  sur  chacun  desquels  r 

est  borné  et  que  la  série 

Ï.F(\n)sn 

soit  absolument  convergente.  (C'est  par  exemple  ce  qui  a  lieu 
quand  F  (A)  est  une  fonction  bornée  sur  E.)  Si  ce>  deux  conditions 
sont  remplies  alors  F  est  non  seulement  sommable  mais  intégrable 
sur  E  par  rapport  à  f  relativement  à  §  et  l'on  a 


fvdf  =  '£**¥(**). 


Naturellement   F   sera    intéerable    sur    tout    sous-ensemble   e 


r 


de  F  el  si  A.,- ,  \,  .  .  .  .    sonl  les  points    \„   qui  appartiennent  à  e 


on  aura 
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PROPRIÉTÉS     DES     FONCTIONNELLES     [NTÉGRABLES     (BORNÉES     OU     NOn). 

I.  Si  nue  fonctionnelle  Fi  \  |  est  intégrable  par  rapport  à  la 
fonction  additive  d'ensemble /(e),  relativement  à  la  famille  addi- 
tive  d'ensembles  ^  sur  un  ensemble  E  appartenant  à  .",  flic  est 
aussi  intégrable  sur  toute  partie  de  E  qui  appartient  à  §. 

II.  Si  une  fonctionnelle  I"  (  A  l  est  intégrable  par  rapport  à  j\ 
relativement  à  la  famille  -"  sur  une  suite  énumérable  d'ensembles 
disjoints  E,,  E^,,  .  .  .  appartenant  à  -7  et  si  de  plus  I  \  \  c>\  soin- 
mable  surE,  -(-E2  -  .  .  .  par  rapport  à  f  relativement  à  5  elle  est 
aussi  intégrable  par  rapport  à /relativement  à  i  >ur  E|    h  Eo 

et  l'on  a 

/  F(À)rf/(ej    -  I    F(A)rf/(< /    F(A)rf/(e)-4-.... 


III.    On  a 


E, 


E, 


/ï    *)rf/(e)U  /  |F(A)||rf/(e)|. 

L  i;  I    •  e 

En  particulier  si  o  est  la  borne  supérieure  de  1 1*  |  sur  I-] 

I  fF(\)d/(e)k?  f  d/\. 

•     I  «    E 

Quand  au  lieu   de  f(e)  ou  considère  seulement   une   fonction 
additive  non  négative  toi  e  .  un  a  la  formule 

moi  E):     /    Fl  \)</i<  er    M  ?{  E) 

•    E 

|  /n,  M  étant    le^    bornes  de    Fl    \  i  sur    E]    qui    rappelle    le    mieux 
la  formule  de  la  moyenne. 

IV.    Si  F,.  F 2 V p  sont   un   nombre  fini  de  fonctionnelles 

intégrables  sur  E  par  rapport   à   f  relativement   à  -7,   il  en  es!   de 
même  de  leur  somme  et  l'on  a 

f[Fi(\)+...+  Fr(A)\d/(e) 
Je 

=  f  ¥i(k)df(e)  +  .  ..+  fFp(\)d/(e). 
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V.  Si  fi,  f 2,  .  .  . ,  j  p  sont  un  nombre  fini  de  fonctions  additives 
d'ensembles  définies  sur  la  même  famille  additive  d'ensembles,  J, 
el  si  la  fonctionnelle  F  est  intégrable  sur  E  relativement  à  &  par 

par  rapport   à  /,,/a,  . . . ,  fpi  elle   l'est  aussi   par  rapport  à   leur 
somme  /,  -f-/o  -f-  •  •  • ,  +  Jp  et  l'on  a 

f  F(A).rf[/1(C)-4-...+/p(e)J=  /,F(A)rf/1(e)+.-+  f  F(\)  df„(e ). 
•/e  */e  «^e 

VI.  Si  F,  (A),  F2(A)  sont  deux  fonctionnelles  intégrables  sur  E 
par  rapport  à/relativement  à  #,  il  en  est  de  même  de  F,  (A)  x  F2  (A  ) 
au  moins  dans  les  deux  cas  suivants  : 

L'une  au  moins  des  deux  fonctionnelles  F,,  Fa  est  bornée  sur  F; 
Les  carrés  des  deux  fonctionnelles  F,,  F2  sont  intégrables  surE 
par  rapport  kf  relativement  à  ,f. 

VII.  Si  les  carrés  des  deux  fonctionnelles  F,  (A),  F2(A)  sont 
intégrables  sur  E  relativement  à  §  par  rapport  à  la  fonction  d'en- 
semble additive  non  négative  <o(e),  on  a  (inégalité  de  Schvvarz) 

f"   fFl(X)F2(A)d^(e)Y^J[Fl(\)y-d9(e)f[Fi(\)Yd^(e). 

Remarque.  —  Si  le  carré  d'une  fonctionnelle  est  intégrable, 
cette  fonctionnelle  elle-même  est  intégrable  dans  les  mêmes  con- 
ditions. 

VIII.  Limite  de  fonctionnelles  intégrables.  —  Soient  F,  (A), 
F2(A),  ...  une  suite  infinie  de  fonctionnelles  qui  convergent  sur 
l'ensemble  E  vers  une  fonctionnelle  déterminée  F(A).  Si  F,, 
F2,  . . .  sont  intégrables  surE  par  rapport  à  f  relativement  à  &  et 
si  de  plus  F  est  sommable  sur  E  par  rapport  à  f  relativement  à  §, 
on  peut  être  certain  que  F  est  intégrable  par  rapport  kf  relative- 
ment à  $  et  que 

fv(A)df(e)  =  lira    fFn(A)dJ(e) 

.'E  n=*>JE 

dans  les  trois  cas  suivants  : 

i°  F„(A)  tend  en  croissant  (ou  sans  décroître)  vers  F  (A)  en 
tout  élément  A  de  E; 
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2°  |FH(A) —  F(A)|  reste  borné  quel  que  soit  n  quand  on  tait 
varier  A  sur  E  et  n  ; 

3°  [F„(A)]2  et  [F(A)]2  sont  intégrables  sur  E  par  rapport  à/ 

relativement  à  $  et 


X 


[F(A)-F„(A)]»|rf/| 


reste  borné  quand  on  fait  varier  A  sur  E  et  n. 

Remarque.  — Nous  pourrions  nous  arrêter  ici  :  l'exposé  pré- 
cédent se  suffît  à  lui-même.  Mais  il  est  intéressant  de  montrer 
comment  on  peut  généraliser  aussi  les  définitions  de  M.  de  la 
Vallée-Poussin  et  de  M.  Lebesgue. 

nÉFINITION     OE    M.     DE    L\     VALLÉE-POUSSIN. 

Au  moyen  des  théorèmes  précédents,  on  peut  donner  une  autre 
définition  de  l'intégrale  des  fonctionnelles  non  bornées,  définition 
qui  sera  une  généralisation  de  la  définition  due  à  M.  de  la  Vallée- 
Poussin  pour  le  cas  où  la  variable  est  un  nombre. 

Appelons  F^^A)  une  fonctionnelle  définie  sur  E  et  égale 
à  F(A)  si  —  p<F(A)^p,  kp  si  F(A)  >p  et  à  —  p  si  F  <  —  p. 
La  fonctionnelle  F(/>> (A)  est  évidemment  bornée  pour  chaque 
valeur  de  p  et  tend  vers  F(A)  lorsque/?  croit  indéfiniment. 

On  peut  alors  démontrer  que  la  fonctionnelle  F(A)  est  som- 
mable  sur  E  par  rapport  à/  relativement  à  §  si  l'intégrale 

f\F^(L)\d[J\df\] 

est  bornée  quand  p  varie;  et  que  F  est  intégrable  sur  E  par  rap- 
port à/  relativement  à  ,f  si  F  étant  sommable,  F'/*  est  intégrable 
dans  les  mêmes  conditions  quel  que  soit  p.  On  a  alors 

f  ¥(k)df{e)=  lim     f¥W(k)df(e). 


LES   FONCTIONNELLES    MESURABLES. 

11    est    intéressant  de    transformer   la    définition  de   l'intégrale 
donnée  plus  haut  de  façon  à  la  mettre  sous   une  forme  plus  rap- 
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prochée  de  celle  de  M.  Lebesgue.  On  est  alors  amené  à  l'intro- 
duction des  fonctions  mesurables. 

On  peut  déjà  se  rapprocher  de  cette  voie  au  moyendu  théorème 
suivant  :  «  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonc- 
tionnelle 1'  (A)  sommable  par  rapport  à  la  fonction  additive  d'en- 
semble/, relativement  à  la  famille  additive  d'ensembles  $  sur  un 
ensemble  E  appartenant  à  -f,  soit  intégrable  dans  les  mêmes  condi- 
tions est  qu'il  existe  un  ensemble  E0  appartenant  à  #,  sur  lequel  la 

variation  totale  de/,    /  \df\  soit  nulle  et  tel  que  l'ensemble  EF>a 

des  éléments  de  E  pour  lesquels  F  >>  a  soit,  quel  que  soit  a,  la 
somme  d'un  ensemble  appartenant  à  §  et  d'une  partie  de  E0.  o 

On  voit  que  la  condition  énoncée  pour  F  serait  la  généralisa- 
tion de  la  condition  réalisée  par  les  fonctions  mesurables  de 
M.  Lebesgue,  si  l'intervention  de  l'ensemble  E0  ne  venait  un  peu 
compliquer  les  choses. 

Notons  bien  que  la  complication  réside  essentiellement  dans  ce 
fait   qu'une  partie  e   d'un  ensemble    E0  appartenant  à  $  et    sur 

lequel     /  \df\  =  o    n'appartient    pas   nécessairement  à  §  (tandis 

qu'un  ensemble  linéaire  contenu  dans  un  ensemble  de  mesure  nulle 
est  nécessairement  mesurable,  mais,  il  est  vrai,  pas  nécessairement 
mesurable  B). 

Pour  éviter  cette  complication,  le  moyen  est  tout  indiqué  : 
adjoindre  à  la  famille  §  tout  ensemble  qui  fait  partie  d'un  ensemble 
de  §  sur  lequel  /  \df\  est  nul  et  définir/  comme  nul  sur  ce  sous- 
ensemble.  Enfin  pour  que  $  et  /  restent  additives,  il  faudrait 
adjoindre  à  ,7  les  ensembles  obtenus  par  combinaison  des  nouveaux 
ensembles  introduits  et  y  définir/au  moyen  de  sa  propriété  d'ad- 
d i t i vite .  On  arrive  d'une  manière  plus  claire  au  même  résultat  de 
la  façon  suivante  : 

Appelons  $'  la  famille  d'ensembles  tel  que  chacun  d'eux  suit  de 
la   forme  G  =  E  -+-  e' — e",   un  ou  deux   des   ensembles   E,  e',  e 
pouvant   être    supprimé    dans    cette    expression  ;     E   appartenant 
à^;  e',  e"  étant  contenus  respectivement  dans  deux  ensembles  F' 
et  E"  appartenant  à  §  et  sur  lesquels 

f\df\  =  °,  f\df\  =  o. 
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Puis  définissons  sur  -f  une  fonction  d'ensemble  /    telle  que 

/'(G)=/(E). 

Il  est  alors  facile  de  prouver  : 

Que  la  famille  §'  (qui  comprend  §)  est  additive  : 

Que  la  fonction  /'  |  qui  est  égale  à  /  sur  "  |  e>i  aussi  additive  ; 

Que  toute  partie  h  dun  ensemble  II  de  -"  sur  lequel    /  \d/\  =  <> 

•  u 
appartient  à  §'  et  que  f  (h)  =  o; 

Enfin    que,    si    l'on    calcule    la   variation  totale  de  /'   pour  un 

ensemble  E  de  ,f,  elle  reste  la  même  qu'on  la  calcule  relativement 

a  §  OU  à  §' '. 

Il  en  résulte  que,  si  /=  co  —  ■!>  est  la  forme  canonique  de  J  rela- 
tivement à  -'  et/'  =  to' —  'b'  la  forme  canonique  de/'  relativement 

à  .f,  on  a 

cp(e)  =  <p'(e),         <\i(e)  —  <V(e) 

sur  tout  ensemble  e  appartenant  à  •'. 

Enfin  il  est  à  peu  près  évident  que  si  E'  est  un  ensemble  appar- 
tenant à  ,7',  si -f(  est  une  famille  additive  comprenant  E'  et  tous 
les  ensembles  appartenant  à  j  et  si  ft  =  <p,  —  <|^  est  une  fonc- 
tion additive  d'ensemble  définie  sur  §{  avant  pour  variation 
totale  »,  -f-  '!/t  relativement  à  -',  et  telle  que  o,  =  v  et  6,  =  'l  sur  ÉF, 

on  a  nécessairement 

/,(£')=/'(£ 

En  d'autres  termes  si  l'on  veut  «  prolonger  analytiquemenl  ■  la 
fonction  /en  dehors  de  la  famille  s.  tout  prolongement  analytique 

simultané  de /et   /  |d/|  sur  un  ensemble  E'  de  f*'  devra  donner  la 

valeur /'(E')  pour/. 

Appelons  famille  complète  relativement  à  une  fonction  addi- 
tive définie  sur  cette  famille,  une  famille  d'ensembles  à  laquelle 
appartient  toute  partie  d'un  ensemble  de  la  famille  sur  lequel  la  varia- 
tion totale  de  la  fonction  est  nulle.  Uors  la  famille 5' définie  plus 
haut  est  complète  par  rapport  à  /'.  Il  en  résulte  qu'il  est  inutile  de 
poursuivre  plus  d'une  fois  le  procédé  de  prolongement  indiqué 
plus  liant  qui  fait  passer  de  -"  et  /  à  f  el  /'.  Le  procédé  appliqué 
à  f  et  /'  redonnerail  -T'  el  /'. 
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On  peut  d'ailleurs  présenter  ce  procédé  d'une  autre  manière 
moins  rapide,  mais  qui  fournit  un  résultat  plus  étendu.  Considé- 
rons un  ensemble  E|  qui  sans  appartenir  à  §  appartient  à  une 
famille  additive  §K  comprenant  $  et  sur  laquelle  est  définie  une 
fonction  additive  non  négative  ot  qui  coïncide  avec  o  sure?.  Alors 
si  l'on  suppose  de  plus  que  E,  est  formé  d'éléments  appartenant 
à  des  ensembles  de$,  cp,  (E4)  sera  nécessairement  compris  entre  la 
borne  inférieure  '-?(E,)  des  valeurs  de  <p(G)  où  G  est  un  ensemble 
appartenant  à  §  et  contenant  E,  et  la  borne  supérieure  »(E,)  des 
valeurs  de  co(H)  où  H  est  un  ensemble  appartenant  à  §  et  contenu 
dans  E, .  De  même 

En  posant 

7(E,)=^(E1)-?(E1), 
/(Ëi)  =  <KE,)-?(E,), 

on  voit  que  connaissant  seulement  la  fonction  j\   le  champ  $  et 
l'ensemble  E, ,  on  définit  deux  nombres 

/(E,)S/(E,) 

tels  que  si  E,  appartient  à  §A,  on  a 

/(EO^/iCEO^/CEO. 

On  voit  alors  que  la  valeur  du  prolongement  est  bien  définie  sur 
tout  ensemble  E,  tel  que/(E()  =  /(E,).  On  démontre  alors  faci- 
lement que  les  ensembles  tels  que  E,  sont  précisément  ceux  qui 
constituent  la  famille  3'  définie  plus  haut  et  naturellement  sur  E, 
la  valeur  commune  de  f  et  y' sera  précisément  f .  Mais  on  remarque 
que  le  procédé  actuel  va  plus  loin  que  le  précédent  puisqu'il 
enferme  les  valeurs  possibles  deft  (E()quand  E,  n'appartient  pas  à  ,7"' 
entre  deux  nombres  bien  déterminés.  (Tout  au  moins  en  supposant 
que  E,  est  sous-ensemble  d'au  moins  un  ensemble  appartenant  à  j.) 

Quoi  qu'il  en  soit,  appelons  §'  la  famille  complète  dérivée  de  0 
et/'  le  prolongement  de/sur^'.  On  voit  alors  facilement  que,  si 
une  fonctionnelle  F  est  intégrable  par  rapport  à  une  fonction 
d'ensemble  /  relativement  à  une  famille  additive  d'ensembles,  ,7, 
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sur  un  ensemble  E  appartenant  à  j.  elle  est  aussi  intégrable  surE 
relativement  à  la  famille  complète  $' dérivée  de  J.  par  rapport  au 
prolongement/' de/ sur  J' et  que  les  valeurs  des  intégrales  corres- 
pondant à  ces  deux  cas  sonl  les  mêmes.  On  [teut  donc  toujours 
ramener  la  condition  d'intégrabilité  de  F  au  cas  où  la  famille  § 
est  complète  par  rapport  à/.  11  suffit  en  effet  de  remplace] 
par  #',/'. 

Or,  relativement  aux  familles  complètes,  on  a  le  théorème  sui- 
vant :  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  F 
soit  intégrable  sur  E  par  rapport  à  /  relativement  à  un  champ 
complète  est  que  cette  fonction  !•  soit  sommable  et  mesurable 
sur  E  par  l'apport  à  f  relativement  à  $.  Noih  dirons  que  F  est 
mesurable  sur  E  relativement  à  la  famille  é  si,  quel  que  soil  a, 
l'ensemble  EF>a  appartient  à  §. 

Il  en  résulte  immédiatement  la  transformation  suivante  de  la 
définition  de  l'intégrale,  I  rans formation  effectuée  de  façon  à  généra- 
liser la  définition  de  M.  Lebesgue  et  coïncidant  ainsi  à  peu  près  avec 
la  définition  de  M.  Radon  dans  le  cas  de  l'espace  à  n  dimensions  : 

Soit  F  une  fonctionnelle  sommable  et  mesurable  par  rapport  ;ï 
une  fonction  additive  d'ensemble,  /.  relativement  à  une  famille 
additive  complète  d'ensembles,  4,  sur  un  ensemble  E  appartenant 
à  ,7.  Considérons  une  suite  infinie  de  nombres  croissants  :  . . .  ,  /_, 
/0,  /,,  lî:  ...  tels  que  les  différences  /,- — luK  soient  toutes  infé- 
rieures à  un  même  nombre  z.  Par  hypothèse,  F  étant  mesurable, 
les  ensembles  EF>/.,  EF>/.  _  appartiennent  à  §  et  par  suite  aussi 
l'ensemble  E/.    <F</i  Formons  alors  les  séries 

Puisque  F  est  sommable,  ces  séries  sont  absolument  convergentes. 

Si  maintenant  on  fait  tendre  s  vers  zéro,  on  voil  facilement  que 
les  sommes  de  ces  deux  séries  ont  la  même  limite  qui  est  la  valeur 

de  l'intégrale 

définie  précédemment. 
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Page  .îo,  en  aote,  a  ['avant-dernière   ligne,  au  lieu  de  «  perpendiculairement 
lire  «  parallèlement  ». 
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DK  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT    DIS    L'ANNEE    1915  ('). 

MM     APPELE. 
DARBOUX. 
DE  MOI  LIN. 
DERIVES. 
GUYOU. 
I!  ADAMARD. 

HATON  DE  LA  GOUPILL1ÈHE. 
HUMBERT. 
Membres  honoraires  du  Bureau....    <  JORDAN. 

LECORNU. 
MITTAG-LEFFLER. 
Ml  BERG. 
PAINLEVÉ. 

PICARD. 

VALLÉE-POUSSIN  (de  la). 
VGLTERRA. 

/i(  iiien. 


Président MM.   CAR  LAN. 

I  FONTENÉ. 

Vice-Présidents !  ""  ,:m 

LEBESGUE. 
(  MAILLET. 

Secrétaires (  MONTTEL. 

\  FATOl. 

Vice-Secrétaires (  HALPHEN. 

Archiviste CAHEN. 

Trésorier SERA  \M. 

ANDOYER,  1916. 

BIOCHE,  L917. 

BOREL,  1917. 

RRICARD,  1918. 

CAR\AI.LO,  1916. 

DRACH.  1917. 

GOURSAT,   1916. 

GR1  \^  .  1918. 

GUIGHARD,  1917. 

TRESSE,    [918. 

\  ESSIOT,  1918. 

OGAGNE    i.    .  1918. 


Membres  du  Conseil  (5) 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  iustamineiil  priés  d'adresser  au  Secrétariat 

les  rectifications  qu'il  v  aurait  lien  de  faire  a  celte  liste. 

(-)  La  date  qui   suit  le   nom   d'un   membre  dn   Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  > 


En  raison  de  l'état  «le  guerre  actuel,  le  Conseil  de  la  Société  mathématique  de  France  a 
décidé  de  suspendre  les  relations  de  la  Société  avec  ceux  de  ses  membres  <|ui  appartiennent 
aux  nations  ennemies;  en  conséquence,  les  noms  de  ces  membres  ne  figurent  pas  sur  la  liste 
ci-dessous  : 

bâte 

de 

l'admission. 

1872.     ACIIARD,    ancien    directeur    de    la   Compagnie  d'assurances    sur   la    vie    La   Foncière, 

rue   de    la  Terrasse,  6  his,  à  Paris  (17e). 
1900.      ADIIE.HAR  (vicomte  Robert  d' ),    professeur  a  la  Faculté   libre  des  Sciences,    place   de 

Genevières,  i.'|,  à  Lille  (Nord). 
1896.     AXDOYElt,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre   du  Bureau  des  Longitudes, 

rue  du  Val-de-Grâce,  11,  à  Paris  (S'). 
1894.     AXDRIDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Villars,  3,  à  Besançon. 
1872.     ANDRE  (Désire),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6e). 
1879.     API'ELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'Ecole 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Paris  (7e). 
1910.     ARCMBALD(R.-C),  professeur  àBrown-Université,  Providence,  RhodeIsland(  États-Unis). 
1900.     Al'RIC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  ebaussées. 
1882.     A11T0XNE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  adjoint  honoraire  à  la 

Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  square  Rapp,  3,  à  Paris  (7e). 
1900.     BURE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,    >l\,  rue  Audra,  à  Dijon. 
1896.     BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 
1905.      BARRE,   capitaine   du    génie,   docteur  es   sciences  mathématiques,   rue  Lhomond,   10, 

à  Paris  (5e). 
1875.     BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône).  S.  P.  ('). 

1912.  BERGER  (T.),  Storgatan  16,  à  OErebro  (Suède). 

1891.     BERTRAND  DE  F0.\TVI0LA\T,  professeur  à  l'École  Centrale  des  Arts  et    Manufactures, 

rue  Brémontier,  16,  à  Paris  (17e).  S.  P. 
1910.     BERTRAND  (G.),  rue  de  la  Vieille-Église,  2,  à  Versailles. 

1913.  B1LI1I  )\ITCII,  prival-dozent  a  l'Université  de  Kiew,  rue  Stanislas,   i4,  à  Paris  (6°). 
1888.     lîIOCHE,    professeur  au   lycée    Louis-le-Grand,    rue    Notre-Dame-des-Champs,    56,    à 

Paris  (6°).  S.  P. 

1891.  BLUTEL,   inspecteur  général   de  l'Instruction  publique,   rue  Denfert-Rochereau,    110, 

à  Paris  (  i4e)- 
1902.     B0BERIL  (comte  Roger  du),  à  Saint-Barthélémy,  Marseille.  S.  P. 
1907.     B01TEL  DE  DIEIWAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,   à 

Cœuvres  (Aisne).  S.  P. 

1892.  B0\APARTE  (prince),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16*). 

1895.  B0REL    (Emile),    professeur    à    la   Faculté    des    Sciences,    sous-directeur   de   l'École 

Normale,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
1913-     BORTOLOTTI  (E.),  professeur  à  l'Université  de  Modène,  via  Maggiore,  18,  à  Bologne, 

(Italie). 
1909-     B01LAD  (F.),  ingénieur  au  service  des  Ponts  des  Chemins  de  fer  de  l'État  égyptien, 

au   Caire   (Egypte). 

1896.  BOULANGER ,    docteur    es    sciences,   répétiteur  et  examinateur    d'admission   à  l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  68,  à  Paris  (5e). 
1913.     BIHLKJAMt,  agrégé   de   Mathématiques,    docteur  es  sciences,   9,  rue   de   la   Scellerie, 
a  Tours  (  Indre-et-Loire). 

(l)  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 
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1896.  B9URGET  (H.),  directeur  de  l'Observatoire,  a  Marseille. 

1903.  BOUTIN,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (18*). 

1904.  BDUTROl'V  (P.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 

1900.  BREITLIXG,  proviseur  du  lycée  Buffon,  boulevard   Pasteur.  16,  à  Paris  (i'i*). 

1911.  BRATU,  professeur,  stradela  Golici,  8,  à  Jassy  (  Roumanie  ). 

1897.  BRICARD,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,   répétiteur  à  l'École   Poly- 

technique, rue  Denfert-Rochereau,  n^,  à  Paris  (  1  1"). 
1873.     BROCARD,    lieutenant-colonel  du   génie    territorial,    r:ie   des   Ducs- de -Bar,  71.  à  Bar- 
le-Duc.  S.  P. 

1912.  BROWXE,  Grange  Mockler,  à  Carrick-on-Suir  (comté  de  Tipperary,  Irlani 

1901.  BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   11.  à  Toulouse. 
1894.     CAUEX,  chargé  de  cours  à  la  Sorbonne,  rue  Cortambert,    |i'-  a  Paris  (16"). 

1893.     CALDARERV,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerme 

(Italie). 
1885.     GABON,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne.  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (5e). 
1892.     CAR0XXET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  Niel,   i5,  à  Paris  (17'). 
1896.     CABTAX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   de  Vaugirard,  17'),  a  Paris  (i5*). 
1887.     CARVALIiO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,    rue   Descartes,    m,   à    Paris 

(5«).  S.   P. 
1890.     CEDERCREITZ  (  baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1914.     CEDIE  (H.),  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  rue  I.éopold -Robert,  n,  à  Paris. 
1911.     CUAL0RV,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Vaugirard,  3S,  a  Paris 
1896.     CIHRYE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  >'»<>.  à    Marseille. 
1911.     CIIATELET,    maître    de   conférences   à  la   Faculté   des   Sciences,    rue    du    Japon,    1  >.   à 

Toulouse. 
1907.     CIIAZY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Lille. 
1901.     ULAIRIX,    professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Sabot,    ,,.  a  Lille. 

1913.  C0BLYX,  capitaine  du  génie,  rue  des  Vignes.  34,  à  Paris  (16°). 
1896.     C0SSERAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 

1900.  C0TTOX  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  à  Grenoble.  S.  P. 

1904.  CURTISS,   professeur  a  l'Université    Northwestern.   Milburn    Street,  720,   a    Evanston 

(Illinois.  États-Unis). 
1872.     DARB01Y,  secrétaire  perpétuel    de    l'Académie  des   Sciences,   doyen    honoraire   de   la 

Faculté  des  Sciences,  rue  Mazarine,  3,  à  Paris  (6*). 
1885.     DAUTIIEVILLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Gambetta,  27,   a    Montpellier. 

1901.  DELASSUS,    professeur    de    Mécanique   rationnelle     à     la    Faculté    des    Sciences,   rue 

de  Brach,   92,   à    Bordeaux. 

1895.      DELAIIXAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  a  Kiew  (Russie). 

1913.  DELYIUE  (L.),  ingénieur  aux  forges  et  aciéries  de  Huta-Bankowa,  a  Dombrowa 
(  Pologne,  Russie). 

1885.  DEMARTRES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  a  la  Madeleine- 
lès-Lille  (Nord). 

1892.     DEU01L1X  (Alph.),  professeur  a  l'Université,  rue  Joseph-Plateau,  to,à  Gand    Belgique). 

1905.  DEXJ0Y,    maître  de  conférences  à   la    Faculté   des    Sciences,    rue    Duguesclin, 

Montpellier. 
1883.     DERUYIS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  lugustins,    15,  a  I  iége  1  Belgiqi 
1894.     DESAIXf,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,    17,  a  Paris 
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1900.     DICKSTE1N,  Marszalkowska,  117,  à  Varsovie. 

1914.  DOXDER  (J.  de),  rue  Forestière,   n,  à  Bruxelles  (Belgique). 

1899.  DRACII,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  square  Lagarde,  3,  à  Paris  (5°). 
1909.  DRURY,  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station,  Urbana  (  Illinois,  États-Unis  ). 
1907.      DULAC,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4.  à  Lyon. 

189G.     DUMAS  (G.),  docteur  de   l'Université  de    Paris,  professeur   a  l'Université,  avenue  du 

Léman,  41,  à  Lausanne  (Suisse). 
1897.     DUMOXT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
1886.     DUXCAX,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Liberty  Street,  55,  New- York  City. 
190?.      EG0R0FF   (Dimitry),  professeur  à  l'Université,   Povarskaya,  Borissoglebsky  per.,  n°  8, 

à  Moscou  (  Bussie). 

1915.  ESCLA\G0\,  astronome  à  l'Observatoire  de  Floirac  (Gironde). 

1912.     E1SENUARDT   (L.-P.),    professeur  a  l'Université   de   Princeton,    Alexander  Street,    23, 
a  Princeton  (New-Jersey,  États-Unis). 

1903.  ESPAXET,  ingénieur  civil,  Brazil  Kailway  Company,  rue  Louis-le-Grand,  9.  à   Paris. 

1900.  ESTAXAVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.      ETZEL,  professeur  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  au  Collège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (  Minnesota,  États-Unis). 

1896.  EUVERTE,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,  ancien    capitaine   d'artillerie,    rue 

du  Pré-aux-Clercs,  18,  à  Paris  (7e). 

1888.  FARRY,  professeur  à  la  l'acuité  des  Sciences,  rue  Chaptal,  17,  à  Monl  pellier. 
1906.      EARAGGI,  professeur,  galerie  Sarlande,   1,  à  Alger. 

1904.  FAT0U,  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du    Mont- 

Parnasse,   172,  à  Paris  (i4e)- 

1891.  FAUQlEMltEItldlE,  professeur  au  lycée,  a   Mont-de-Marsan. 

1892.  FEIIR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  route  de  Florissant,  110,  à  Genève  (  Suisse  ). 
1885.     FIËLDS  (J.),  professeur  à  l'Université,   Toronto  (Ontario,  Canada). 

1881.      FliOQUET,  doyen  de  la  l'acuité  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  h  Nancy. 
1872.     FI.YE  SAIXTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  B«yer-Collard,  à   Vitry-le-François  (Marne). 

1897.  F0XTEXE,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Golf,  7,  à  Paris  (5e). 

1903.      FORD  (  Walter  B.),  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  à  Ann 
Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  FOliCIIÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  F01IEI',  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6e). 

1872.     F0UIIËT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnol, 4> 

à  Paris  (17e).  S.  P. 
1903.      FRAISSË,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  Flèche  (Sarthe). 
1911.     FRECIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
1903.      FUETER,  ancien  président   de  la    Société   mathématique   Suisse,  ancien    professeur  à 

l'Université   de  Bàle,  professeur  à   l'Université,  Friedrichsplatz,   91",   à    Karlsruhe 

(  Allemagne  ). 
1911.     GAliBRl'X,  docteur  es  sciences,  avenue  Émile-Deschanel,  i4,  à  Paris  (7e). 
1900.     GAIiDEAXO  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

de  Lisbonne,  professeur  a  l'Université,  Calle  del  Coso,  99,  à  Saragosse  (Espagne). 

1906.  GARGAM  DE  M0XCETZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour  Maubour;;.  8,  a  Paris  (7*). 
1872.      lilRII.I,,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 

à  la  Faculté  de  Médecine,  rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17e). 
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1008.     GARXIER,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

1911.  GAI],  profeseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Saint-André,  116,  à  Grenoble. 

1896.  GACTUIER-VILL  WIS.  ancien  élève  de   l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Auguslins,  55,  à  Paris  (  6"  ) . 
1890.      GEBBU,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1906.  GÉRARDIX,  quai  Claude-le-Lorrain,  3a,  à  Nancy. 

1897.  GERRAXS,  professeur  à  VYorcester  Collège,  Saint-John  street,  ao,  a  Oxford  (Grande- 

Bretagne). 
1913.      G1RAID,  agrégé  de   Mathématiques,  rue  Le   Verrier,   m,  à  Tari-  (6e). 

1913.  GDDEU'X,  rue  Victor-Cousin,  6,  a  Paris. 

1903.     G0DEY,    ancien    élève    de    l'École    Polytechnique,    rue    du    Bois-de-Boulogne.    7,    à 
Paris  (16e). 

1914.  G0LOIBEFF  (W.),  agrégé  de  l'Université,  rue  Stanislas,   i',,  à  Paris  (6"). 

1907.  G0T  (Th.),  docteur  es  sciences,  lieutenant  de  vaisseau,  section  technique  du   génie, 

rue  de  Bellechasse,  89.  à  Paris  (7e). 
1881-     GOURSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   répétiteur  à   l'École  Polytechnique, 
rue  de  Navarre,    11  bis,  à  Paris  (5e).  S.  P. 

1912.  GRUI0XT  (A.  de),  licencié  es  sciences,  rue  de  Ponthieu,  6a.  à  Paris  (8e). 
1896.     GREVV,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71.  à  Paris  (V) 

IS99.      GOADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université.  (!(),  à  Paris   (7*). 

1906.  GlERBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas.  5o.  a  Paris  (6e).  S.  P. 

1900.  GlICHARD    (C),    professeur    à     la    Faculté    des    Sciences,    rue    Boulainvilliers,     1  '(. 

à  Paris  (16*). 

1907.  GEICHAR0  (L.),  professeur  de   Mathématiques  au  collège  de  Barbezieux  (Charente). 
1835.      GUYOU,   membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail.  28 'f,  à  Paris  (14e). 

1896.      IIADAMARD,    membre    de    l'Institut,    professeur    au    Collège    de.    France   et    à    l'École 
Polytechnique,  rue  Hnmboldt,  a.5,  à  Paris  (i'i\>-  S.  P. 

1910.  HALPHEN    (Ch.),  professeur  de  Géométrie   descriptive   au  Collège  Chaptal,  Chaussée 

de  la  Muette,  8  bis,  à  Paris  (16e). 

1894.  HALSTED   (G.-B.),    Colorado   State   Teachere    Collège,    h    Greeley    (Colorado,    États- 

Unis).  S.  P. 

1901.  IIAXCOCK,  professeur  a  l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Hoiel  (Ohio,  États-l  nis). 
1909.     HAXSEX.  privat-docent  à  l'Université,  Strandboulevarden,  66,  Copenhague  (Danemark). 
1872.     IIATOX  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut, inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  a  Paris  (  6e).  S.  P. 

1905.     HEDRICK.    professeur  à  l'Université,  Smith  Ninth  street,  3o2.  à  Columbia   (Missouri, 
États-Unis  ). 

1895.  BERMANN,  libraire-éditeur,  nie  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5e). 

1911.  HIERnOLTZ,  professeur,  avenue  de  Belmont,    i8,    1  Montreux  (Suisse). 

1911.      IIOLMGREX.  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  a  Upsal  (Suède). 

1895.  II0TT  (S.),   professeur  à   l'École  S,e-Croix  de   Neuilly,   boulevard   Pereire,   118  bit. 

à    Paris  (17').  S.  P. 
1880.      IIUMBERT,  membre  de  l'Institut,    ingénieur    en  chef  des    mines,    professeur    I    l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17e). 
1907.     Hl'SSOX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Tiercelins  N  incy. 

1881  .     IMBER,  ancien  directeur  des  études  a  l'École  Centrale,  ancien  membre  du  Conseil  d<» 

l'École  Centrale,  place  Voltaire,  a,  à  Paris  (11e). 

1896.  JACQLET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5e). 
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1914.     JAGER  (F.),  licencié  es  sciences,  avenue  de  la  Grande-Armée,  69,  à  Paris  (16e). 
1903.     JENSEN  (  J.-L.-W.-V.),   ingénieur  en  chef  des  Téléphones,    Frederiksberg  allée,  68,  à 
Copenhague  (Danemark). 

1872.  JORDAN,    membre    de  l'Institut,  professeur  honoraire  à   l'Kcole   Polytechnique  et  an 

Collège  île  France,  rue  de  Varenne,  46,  à  Paris  (7e).   S.  P. 
1913.     KAS\ER  (E.),  professeur  à  l'Université  Columbia,  à  New-York  (États-Unis). 
1910.      KERVYAL,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  avenue  du  Maine,  46,    &    Paris   (i\°). 
1913.     K1VEL10VITCII,  licencié  es  sciences,  rue  Laromiguière,  6,  à  Paris  (5e). 

1892.  KOCII    (II.     von),     professeur    à    l'Ecole    Polytechnique,    à     Djursbolm-Stockbolm 

(Suède). 
1880.     KŒNIGS,    professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  examinateur    d'admission    à   l'École 

Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Jacques,  77,  à  Paris  (i'|6). 
1913.     KOSTITZIX  (V.),  avenue  Villemin,  32,  à  Paris. 

1907.  KRYLOFF,    à    Ouerd-Radomysl,    Gitomirska     Chaussée,    Station     Vebylitza,    village 

Kolganowska,  gouvernement  de  Kiew  (Russie). 

1897.  LACAUCIHE,  ingénieur  civil,  rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17e). 

1873.  LA1SANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à   l'École   Polytechnique, 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 

1906.  LALESC0,   maitre  de  conférences  à  l'Université,  str.  Luteranà,  3i,  à  Bucarest. 

1893.  Ii VXCElilM,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,   3,    h  Paris  04')- 
1896.     LAR0ZE,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à  Paris  (i\*  1. 

1908.  LATTES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Metz,   24,  à  Toulouse. 
1896.  LEAU,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Denfert-Rochereau,  83,  à  Paris  (i4e)- 
1880.  LÉAIITÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris  (17e).  S.  P. 
1896.  LEBEL,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,  12,  à  Dijon. 

1902.  LEBESGUE,    maitre    de   conférences   à  la   Faculté  des    Sciences  de    Paris,    rue  Saint- 

Sabin,  35  bis,  à  Paris  (n"). 

1903 .  LEBEUF,  directeur  de  l'Observatoire,  professeur  d'astronomie  à  l'Université,  àBesançon. 
1893.     LECORXU,  membre  de   l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3,  à  Paris  (5e). 
1895.     LËHËRAY,  licencié  es   sciences  mathématiques  et  physiques,  ingénieur  civil  du  génie 
maritime,  villa    Véga,  à  Antibes   (Alpes-Maritimes). 

1904.  LEM0YNE  (T.),  rue  Claude-Bernard,  4i,  à  Paris  (5e). 

1895.  LE  ROUX,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Châteaudun,   i3,  à  Rennes. 

1898.  LE  ROY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Cassette,  27,  à  Paris  (6e). 
1891.  LERY,  agent-voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta,  5.  à  Versailles. 
1900.  LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  \!\,  à  Padoue  (Italie). 

1907.  LESGOURGUES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Barl,  4,  à  Paris  (6e). 

1909.  LEVY  (  Albert),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6e). 
1907.     LEVY  (Paul),  ingénieur  des  mines,    répétiteur   d'analyse    à    l'Ecole    Polytechnique. 

rue  Chernoviz,  9,  à  Paris  (16e). 

1898.     LIIVDELOF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 

1886.     LIIIUYILLE,    ingénieur  en  chef  des   poudres,   examinateur    «les   élèves  à  l'École    Poly- 
technique, à  Maure  (  Ille-et- Vilaine). 

1912.  L0VETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 
1902.      LUCAS-GIRARDVILLE,  à  la  Manufacture  de   l'État,  a  Tonneins. 

1902.     LUCAS  DE  l'ESLOUAN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  |i.a  Paris  (7'). 

1913.  LUS1N,  professeur  adjoint  à  l'Université   de  Moscou,  rue  Stanislas,  i'|.   a   Paris  (6e). 
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1895.  MAILLET,  ingénieur  en  chef  des  ponls  et  chaussées,  examinateur  des  élèves  à  l'École 

Polytechnique,  rue  de  Fontenay.  ri,  à  Bourg- la  Reine  I  Seine  I.  S.  P. 

1905.  MALl'SKI,  proviseur  du  lycée  de  Nimes. 

1906.  MARCUS,  licencié  es  sciences,  rue  Berthier,  6,  à  Nemours     Seine-et-Marne 

1904.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  $5  bis,  à  Paris  :  i2*  |. 
1884.     MAHTI\  (Artemas),  918  N.  Street,  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 
1889.     MEXDIZABAL  TAMBOREL  (de),  membre  de  la  Société   de  Géographie  de   Mexico,   calle 
de  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1884.  MERCEREAL',  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue   de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7').  S.  P. 
1902.     MERLIN   (Emile),   chargé    des  cours   d'astronomie    mathématique  et   dr    géodésie   à 
l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Belgique  |. 

1904.  METZLER,  professeur  à  l'Université,  a  Syracuse  (État  de  New-York). 

1909.     MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarretle,  i'|.  à  Paris  (i4*)« 
1893.     MICHEL  (François),  ingénieur,  licencié  es  sciences,  chef   du  service  dès  parcours  de 

la    Compagnie    des    chemins    de    fer    du     Nord,     faubourg     Saint-Denis,    210,    à 

Paris  (io"). 
1873.     MITTAG-LEITLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholiu  (Suède). 

1907.  MO.YI'EL,  chargé  de  conférences   a    la    Faculté   des   Sciences,    répétiteur    d'analyse    a 

l'École  Polytechnique,  boulevard  de  Vaugirar.l,  "17.  a  Paris  (i5°). 
1898.      MOXTESSUS    DE    BVLL0RE   (vicomte   Robert    de),    professeur    a    la    Faculté     libre    des 
Sciences,  boulevard  Bigot-Danel,   i5,  à  Lille  (Nord). 

1911.  M00RE  (CH.-RL),  professeur  assistant  a  l'Université  de  Cincinnati  1  États-!  nis). 
1909.     XE0VIIS,  ancien  professeur  à  l'Université  d'Helsingfors,  Chr.   Vinthersvei  3',  à  Co- 
penhague (Danemark). 

1885.  XEl'BERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     XICDLLIEK,  professeur,  la  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (  Vaud,  Suisse). 

1900.  XIEWEXGLOYYSKI,  docteur  es  sciences,   inspecteur  gênerai  de  l'Instruction   publique, 

rue  de  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (5e  ). 
1882.     0CAGXE  (M.  d'),    ingénieur  en   chef   des    ponts   et    chaussées,  professeur  à    l'École 
Polytechnique    et    à    l'Ecole    des     Ponts     et    Chaussées,    rue     Fa     Boëtie,    3o,     à 
Paris  (8e).  S.  P. 

1905.  OUIVET,  49,  rue  d'Arras,  à  Douai. 

1873.     0VIDI0  (E.  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso  Sommeiller,   16,  a    Turin  (Italie). 

1901.  PADÉ  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.     PA1XLEVÉ,    membre  de  l'Institut,    professeur  à    la   Faculté  des   Sciences  et  a  l'Ecole 
Polytechnique,  rue  Séguier,   iS,  a  Paris  (6e). 

1912.  PAXGE     (de),    ancien    élève    de  .l'École    Polytechnique,     rue    François     I". 

Paris  (8e). 
1888.     l'APELlER,   professeur  au   lycée,  rue  Notre-Dame-de-Recouvranre,  29,  a  Orléans. 
1881.     PELLET,  professeur  a  la  Faculté  .les   Sciences,  boulevard   Gergovia,  77.  a  Clermont- 

Ferrand. 

1911.     PÉRÈS,  agrégé  de  l'Université,  professeur  au   h .le  Montpellier 

1881.     PER0TT  (Joseph),  Université  Clark,  ;.  Worcesler     Massachusetts,  États  I  m-    .   S.  P. 
1892.     PERRIX  (Élie),  professeur  de  Mathémaliques,  me  rarbé,  3,  a  Paris 

1896.  PETROVITCH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  jtj    a  Belgrade  (Serbie 
902.     PETROVITCH    (S.),    général    major,    professeur    ordinaire    a    l'Académie    d'artillerie 

Michel,  Sergevskaïa,  \>,  lofJ-  '"■  a  Saint-Pétersbourg. 


baie 

de 

l'admission. 

1887.     PEZZO  (dgl),  professeur  à  l'Université,  piazza  San  Marcellino,  2,  à  Naples  (Italie). 

1905.  PFEIFFER,  maître   de   conférences   à    l'Université,   Szaoudl   Wladimirskaïa  45,   log  II, 

à  Kiew  (  Russie  ). 

1900.  PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Turin,  23  bis, 
à  Paris  (  8e  ). 

1879.  l'IOAItD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'Ecole  Centrale  des  Arts  ei  Manufac- 
tures, rue  Joseph-Bara,  4.  à  Paris   (6e). 

1872.  1MCQUET,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  examinateur  des  élèves  à  l'École 
Polytechnique,  nie  Monsieur-le-Prince,  4,  à   Paris  (6e). 

1913.  PODTIAGLIiVE  (N.),  rue  Stanislas,  i/(,  à  Paris  (6e). 

1906.  P0P0VICI,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

1894.  P0TR0N  (M.),  docteur  es  sciences,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  l'Ouest, 
rue  Rabelais,  46,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1914.  POWALO-SCIlWEHvOWSKI,  licencié  es  sciences,  rue  Gazan,  5  bis,  à  Paris  (i4e). 

1902.  PUX.  (Victor),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  Mathématiques, 

rue  Madame,  54,  à  Paris  (6e). 
1896.      QUIQUET,   actuaire  de    la   Compagnie   lu  Nationale,  boulevard    Saint-Germain,  92,  à 
Paris  (5e). 

1903.  REIIOTNUOS,  professeur  d'anal j se  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion 

Tricoupis,  54,  à  Athènes  (Grèce). 
1903.      ItICIIAItll,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Fonds,  100, 

à  Châteauroux. 
1908.     RICHARD  D'ABOMIOIRT  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  -l\, 

à  Lille. 
1908.     RISSER,  actuaire  au   Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  (7e). 
1903.     ROCHE,  agrégé  de  l'Université,  docteur  es  sciences,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6e). 
1908.      ROTHIUICK,  professeur  à  l'Université,  à  Rloomington   (Indiana,  États-Unis). 

1896.  ROTGIER,  professeur  au  Lycée  et  à  l'École  des  ingénieurs,  rue  Sylvabelle,  84,  à  Marseille. 
1906.     ROISIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard  du  Montparnasse.  62,  à  Paris  (  1 4e)- 

1911.  RUDN'ICKI,  licencié  es  sciences,  avenue  Reille,  28,  à  Paris  (i'ie). 

1900.  SALTYliOW,  professeur  à  l'Université,  à  Kharkow   (Russie).  S.  P. 

1872.      SARTIAIIX,  ingénieur  en    chef  des   ponts  et  chaussées,   chef   de    l'exploitation    a    la 

Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.      SAUVAGE,  professeur  à  la  Facilité  des  Sciences  de  Marseille. 

1897.  SCllOU  (Erik),  ingénieur,  Hollaendervez,   12,  à  Copenhague  (Danemark). 

1901.  SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  lsland  (Californie). 

1896.      SEGlilER  (J.-A.   de),  docteur  es  sciences,  rue  du  Rac,  n4,  à  Paris  (7*). 
1882.     SELIVAN0FF  (Démétrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.    16,  à  Saint- 
Pétersbourg.  S.  P.  1 
1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Rourg-la-Reine  (Seine). 

1908.  SHAW  (J.-B.),  professeur  a  l'Université,  West  California,  901,  Ave  Urbain  (Illinois. 

Etats-Unis). 

1912.  SIRE,  maître  de  Conférences  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 

1900.     SPARRE  (comte  de),   doyen  de    la   Faculté    catholique    des    Sciences,  avenue     de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1909.  SPE1SER    (Andréas),   membre    de    la    Société    mathématique    Suisse,    privat-docent    a 

l'Université,  Slephansplan,  7,  à  Strasbourg  (Allemagne). 
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1912.  STECKER    (H.-K.),     professeur    .le    Mathématiques,    à    Pensylvania    State    Collège, 

Miles  St.  3o6  (Pensylyanie,  États-l  dis   . 

1879.  STEPIIAXOS,  professeur  à  l'Université,  rue  Solon,  20,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  STORMER,  professeur  à  l'Université,  Cort  idelers  gade,  12,  à  Christiania  (Norvège). 
1904.     Sl'DRIA,  directeur  de  l'École   préparatoire  a   l'Ecole  supérieure  d'Électricité,  rue    de 

Staël,  26,  à  Paris  (i  4e). 
1904.     SIXDIUX,  maître   de  conférences   a   l'Université,    Fredriksgalan,    19,    à    Helsingfors 

(  Finlande  ). 
1872.     SVI.OW,  professeur  à  l'Université,  Majorstuveien,  16  III.  à  Christiania  (Norvège). S.  P. 

1913.  TAMARKIXE,  répétiteur  à  l'École  impériale  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  I.iteinaia.    '|'.. 

App.  33,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1899.  THYBAIT,  professeur  au   lycée    Henri  IV,  boulevard    Si-Germain,  "><>,  a  Paris  (5*). 
1910.      TIMOCIIEXKO,   professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 
1913.     TIXO  (0.),  via  Lagrange,  2,  à  Turin  (Italie  1. 

1912.  TOTCQARD,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  boulevard  Haussmann,  1  Jo,  à  Paris  (8*). 

1910.  TItVINUtI),  professeur  a  la  l'acuité  des  Sciences  de  Besançon. 

1872.     THESC.A,    ingénieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  en  retraite,  rue  du  Général - 

Henrion-Rerthier,  7,  a   Neuilly-sur-Seine  (Seine). 
189f>.     TRESSE,  professeur  au  collège  Rollin,  rue   Mizon,6,  a  Paris  (i5*). 
1907.     TRIPIER  (H.),  licencie  es  sciences,  rue  Alphonse-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17*). 

1911.  TtlIRIÉRE,  docteur  es  sciences,  professeur  au   lycée  de  Montpellier. 

1913.  VAlilROV,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  du  Paie,  a  Lyon  :  Rhône). 

1893.  VAMjEI'.-I'OISSIX  (Ch.-J.  DE  la),  membre  de  l'Académie  Royale  des  Sciences,  des 
Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  professeur  à  l'Université,  rue  de  la 
Station,    1 4 9 ,    à   Louvain  (Belgique). 

1904.  VAXDEIKEX,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,   16,  a  Bruxelles. 

1905.  VAX   VIjECK,    professeur    de    Mathématiques.    University    of    Wisconsîn,    à    Madison 

(Wisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITALIS   (J.),    professeur   a    l'Ecole    militaire    supérieure,  rue    Epicure,    i3, 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASS1L1EF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  1  >.  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1913.     VEBLEN  (().),  professeur  à  l'Université  de  Princeton     États-I  nis) 
1901.      VESSI0V,    professeur  h   la   Faculté    des   Sciences,    avenue    du    Pelif -Chambord.    }/|i    :> 

Bourg-la-Reine  (Seine). 
1911.     VILLAT,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Montpellier. 
1888.     V0LTERRA  (  Vito),  professeur  a  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  à  Rome. 

1900.  VDIBERT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  a  Paris    5"). 

1880.  WALCKENAER,    inspecteur   général  en  chef  des   mines,  boulevard   St-Gormain,    118 

à  Paris  (  7"  ). 
1879.     WEILI,,  directeur  du  colbge  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  j5,  à  Paris  (8*). 
1900.     WILS0X   (E.-B.),   professeur   a   l'Institut   de  technologie,   ;I   Bost Massachusetts, 

États-Unis). 
1911.      WINTER,  avenu."  d'Iéna,  66,  a   Paris 
1909.     WOODS  (F.-S. ),  professeur   à   l'Institut  de    Technologie,    à   Boston    (Massachusetts, 

États-Unis  ). 
1878.     YV0IOIS  DE  R0M1LI.Y,  inspecteur  gênerai  des  mines,  en  retraite,  rue  du  Général  Lfln- 

glois,  j,  a  l'a  lis  (  iG"  ). 
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1912.  YOING  (W.-H.),  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres,  professeur  à  l'Université 
de  Liverpool,  a  la  Nonette  de  la  Forêt,  Genève  (Suisse). 

1382.  ZABOUDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie 
Znamenskaïa,  22,  a  Saint-Pétersbourg  (  Russie) . 

1903.     ZERYOS,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Filis,  87,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  ZEUTHEN,  professeur  à  l'Université,  Forchhammers  Vej.  12,  à  Copenhague  (  Dane- 
mark ). 

1898.  ZIWET,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  South  In;;:i Ils 
Street,  644t  à  Ann  Arhor  (Michigan,  Etats-Unis). 

1909.     ZORETTI,  professeur  de  Mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 

Membres  décédés  en  1914  : 
MM.   CHA1LA\,  COSSERAT  (F.),  GICCIA,   LUCAS,  MALAISE,  MERLIN,    MOI.K.  TARRY. 
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SOCIETAIRES    PERPETUELS    DÉCÈDES. 


BEY01ST  —  BIENAYNE.  —  BISCIIOFFSIIEIM.  —  IIIIRCIIARDT.  —  ROIRI.ET.  —  CANEL. 
CHASLES.  -  CLAUDE-LAFONTA1NE.  —  GAHTHIER-YILLARS.  —  HALPHEN.  —  1IERMIIE. 
I1IRST.  —  LAFOX  DE  LADÉBAT.  -  HANNHE1M.  —  PKKRIX  (R.  ).  POIXCARÉ.  —  DE 
POLIGVAC.  —  RAFFA.  —  TAWEltY  (PAUL).  —  TCHERICHEF.  —  VIELLARD. 


LISTE 


PRÉSIDE\TS  DE  LA   SOCIETE   MATHEMATIQUE   DE  FRANCE 


DEPUIS     SA      FONDATION. 


MM. 


1873 

CHASLES. 

1874 

LAFOX  DE  LADÉBAT. 

1875 

BIENAYMÉ. 

1870 

de  la  loi  rxerie. 

1877 

MAXXHEIM. 

1878 

DARROUX. 

1879 

0.  BOXXET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGIERRE. 

1882 

HALPHEN. 

1883 

ROUCHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

POINCAKÉ. 

1887 

FOIRET. 

1888 

LAISANT. 

1889 

AXDRF.  (D.). 

1890 

I1VT0X  DE  LA  GOIPILLIÈRE 

1891 

COLLIGVOX. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

IIIMBERT. 

1891 

PICQURT. 

MM. 


1895 

GOl'RSVT. 

1896 

KŒMGS. 

1897 

PICARD. 

1898 

LECORM. 

1899 

(il  VOL. 

1900 

POIXCARÉ. 

1901 

D'OCAGNE. 

1902 

RAFFY. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1904 

CARVALLO. 

1905 

BOBEL. 

1906 

HADAMARD. 

1907 

BLDTEL. 

1908 

PERR1N  (R.). 

1909 

BIOCUK. 

1910 

RIIICARD. 

1911 

i.i:v\  (L.). 

1912 

ANDOYER. 

1913 

C08SERA1  F 

1914 

VESSIOT. 

[915 

CARTAN. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam . 
Amsterdam  . 

Bàle 

Baltimore.  . 

Berlin 

Berlin 

Merlin 

Bologne. . . . 
Bordeaux. .  . 
Bruxelles.  .  . 

Bruxelles. .  . 

Calcutta 
Cambridge  . 
Christiania . 
Coïmbre .  . . 

Copenhague 
Copenhague 

Cracovie. . . . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôllingen  .  . 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

Kharkow  .  . . 
Kharkow  .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne . . . 
Londres.  .  .  . 
Londres.  .  .  . 


Académie  Boyale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques. 

Naturforschende  Gesellschaft. 

American  Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Jahrbuch  i'iber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matilt. 

Journal  fur  die  reine  und  aiuçewaiidte  3Ja- 
thematih . 

Académie   des  Sciences    de  Bologne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Académie  Boyale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Calcutta  mathematiral   Society. 

Cambridge  philosophical  Society. 

Archiv  for  Mathematik   og  Naturvidenskab. 

Annaes  scientijicos  da  Academia  Polytech- 
nica  do  Porto. 

IV y t  Tidsshrift  for   Mathematik. 

Det  Ko/igelige  danshe  videaskabernes  sels- 
Itabs  Skr/fter. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 

Société  Boyale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Muthesis. 

Société   Boyale  des  Sciences  de  Gôttiugen. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Sociélé  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkow. 

Société  Boyale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematisclie  Annalen. 

Archiv  der  Mathematik   and  l'hjsik. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Periodico  di  Matematica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 


Pays- Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 
Suisse. 

Etats-Unis. 
Allemagne . 

Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 
France. 

Belgique. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal . 
Danemark . 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Al  lemagne. 

ISlu-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande  . 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie . 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 
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Londres 

Luxembourg 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

New- York  

Odessa 

Païenne 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague  

Prague 

Princeton 

Rennes 

Rome 

Rome 

Rome 

Sainl-Petersbourj; 

Sophia 

Stockholm 

Stockholm 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Zagreb  (  Agram  ) . . 
Zurich 


Société  Royale  de  Londres. 
Institut  grand  ducal  de  Luxembourg. 
Annales  de  la   Faculté  des  Sciences. 
Sociedad  cienlifica  Antonio  Alzate. 
Institut    Royal     lombard    des     Sci ses   ei 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences   physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  ArtsduCoiiiiecticul. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Ni  nivelle-Russie. 
Rendiconti  del  Cîrcolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomalhique  de  Paris. 
liullelin    des   Sciences     mathématiques. 
Journal  de  l' Ecole  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens. 
Ecole  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
il  Nuovo  Cimento. 
Académie  des  Sciences  de  Bohême. 
Casopis  pi  o  péstovâni  mathematik)  afysiky. 
Société  mathématique  de  Rohème. 
Armais  of  Mathematics. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale  des  Lincei. 
Società  italiana  délie  Scienze. 
Società  per  il  progresso  délie  Scienze. 
Académie  Impériale  îles  Sciences. 
Annuaire  de  l'Université  de  Sophia. 
Acta  mathematica. 
Archiv  for  Mathematik . 
lli  h  liotheca  mat  hem  a  tica . 
Malhematico-phvsical  Society . 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  l'oyale  des  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Malematyczno  Fizyczne. 
Institut  lioyal  des  Sciences,  Lettres  et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefle  f'ùr  Mathematik  mid Physik. 
Académie  Sud  Slave  des  Sciences  el  Beaux-  \i  t- 
Naturforschende  Gesellschaft. 


Grande-Bi  etagne . 
Luxembourg. 
France. 
Mexique . 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

lia  lie. 
Etats-Unis. 
Etats-Unis. 

Russie. 

Italie. 

Y ran ce. 

France . 
France . 
France. 
France. 

France. 
France. 

Ilalie. 
Italie. 
Italie. 
Autriche . 
Autriche 
Autriche. 
New-Jersey,  États-Uofs. 
France . 
Italie 
Italie. 
Italie 
Russie. 
Bulgarie. 
Suède. 
Suède. 
Suède. 
Japon . 
France. 
Italie. 
Suède. 
Russie. 
Italie. 
Autriche. 
Autriche. 
Autriche  II  m  ;i  le 
Suis-... 
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Jean  MERLIN. 


Jean  Merlin,  tué  le  27  août  1  g  1 4  dans  un  combat  aux  environs  de 
Saint-Dié,  était  membre  de  notre  Société  depuis  1907. 

Entré  à  l'Ecole  Normale  supérieure  en  1898,  il  fut  admis  à  sa  sortie 
de  l'Ecole  comme  stagiaire  à  l'Observatoire  de  Paris.  Nommé  aide- 
astronome  à  l'Observatoire  de  Lyon  en  1903,  il  remplissait  ses  fonc- 
tions d'observateur  avec  beaucoup  d'assiduité  et  l'Astronomie  lui  doit 
un  grand  nombre  d'observations  méridiennes  faites  avec  le  plus  grand 
soin.  Mais,  bien  qu'il  s'intéressât  vivement  aux  sciences  expérimen- 
tales, c'est  surtout  dans  les  branches  les  plus  abstraites  des  mathéma- 
tiques que  Merlin  a  donné  la  mesure  de  ses  facultés  d'invention. 
L'algèbre  de  Galois  et  la  théorie  des  nombres  avaient  pour  lui  un 
attrait  irrésistible.  Il  avait  entrepris  récemment  une  étude  remar- 
quable sur  la  distribution  des  nombres  premiers  et  était  en  possession 
d'une  méthode  qui  devait  le  conduire,  pensait-il,  à  la  démonstration 
du  célèbre  théorème  énoncé  par  Goldbach  et  qui  n'a  jamais  pu  être 
démontré  :  «  Tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux  nombres  pre- 
miers. » 

La  démonstration  de  Merlin  présente  une  lacune;  mais  son  travail, 
dont  M.  Hadamard  a  publié  d'importants  extraits,  n'en  reste  pas 
moins  original  et  profond,  et  il  est  permis  d'espérer  que  cette  lacune 
de  sa  démonstration  pourra  être  comblée  quelque  jour. 

Merlin  avait  commencé  d'autre  part  d'intéressantes  recherches  sur 
les  singularités  des  polygones  fuchsiens  attachés  aux  fonctions  algé- 
briques et  avait  abordé  avec  succès,  par  ce  moyen,  certaines  exten- 
sions aux  équations  algébriques  à  deux  variables  des  célèbres  pro- 
positions de  Galois  sur  la  résolution  algébrique  des  équations.  Ses 
travaux  sur  ce  sujet,  qu'il  n'a  pas  eu  le  temps  de  développer,  ont  été 
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résumés    dans    une   Xote    des    Comptes    rendus   de    l'Académie    des 
Sciences. 

Dans  la  vie.  Merlin  fut  un  modeste.  Dépourvu  de  toute  ambition 
mesquine,  il  ne  voyait  dans  les  études  scientifiques  qu'un  moyen  de 
satisfaire  la  curiosité  de  son  esprit  méthodique  et  pénétrant.  Appelé 
sous  les  drapeaux  comme  sous-lientenant  d'infanterie  de  réserve  au 
premier  jour  de  la  mobilisation,  il  n'eut  aucune  peine  à  accomplir 
intégralement  son  devoir.  S'il  a  montré,  dans  ces  tragiques  journées 
d'août  1 9 1 4 -  un  courage  tranquille  dont  quelques-uns  de  ses  amis  ont 
pu  témoigner,  cela  ne  lient  pas  seulement  à  ce  qu'il  comprenait 
comme  nous  tous  la  grandeur  de  la  cause  qui  est  celle  de  la  France, 
ce  fut  aussi  le  résultat  de  son  éducation  et  de  son  tempérament.  Fils 
d'un  officier  supérieur  qui  combattit  héroïquement  en  1870  et  dont 
la  carrière  fut  faite  de  labeur  désintéressé  et  d'attachement  au  devoir. 
Merlin  était  imbu  depuis  son  enfance  d'un  patriotisme  ardent  et 
éclairé  qui  ignorait  les  manifestations  abusives. 

Et  d'ailleurs  les  habitudes  de  conduite  loyale,  d  existence  austère 
et  tout  imprégnée  d'idéalisme  chrétien,  qui  furent  pour  lui  celles  de 
chaque  jour,  lui  donnaient  la  force  de  réaliser  sans  peur  ce  que  son 
esprit  concevait  comme  juste.  Ayant  vécu  en  sage,  il  est  mort  en 
brave,  frappé  d'une  balle  ennemie  à  la  tèle  de  sa  section.  Tous  ceux 
qui  l'ont  connu  lui  feront  une  place  dans  leur  mémoire  parmi  l'élite 
de  ces  hommes  qui,  incarnant  par  eux-mêmes  l'idéal  de  justice  et  de 
civilisation  pour  lequel  nous  combattons  aujourd'hui,  ont  été  si  sou- 
vent les  victimes  volontaires  et  glorieuses  de  leur  attachement  à  cet 
idéal. 

P.   Fatou. 
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COMPTES   KENDUS   DES   SÉANCES. 


SÉANCE     DU     13    JANVIER     l!U5. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    VESS10T. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvelle- 
ment de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil.  Elle  décide  que,  en 
raison  des  circonstances,  les  comptes  de  l'exercice  i g  1  3- 1 91 4  seront 
joints  à  ceux  de  l'année  1914-J915. 


SÉANCE   DU   24  FÉVRIER   1915. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CARTAN. 

Election  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société,  M.  E.  Esclangon,  pré- 
senté par  MM.  Borel  et  Mon  tel. 

Communication  : 

M.  Fouché  :  Sur  les  polygones  de  Poncelet. 

Je  me  suis  proposé  de  donner  une  démonstration  géométrique 
simple  du  théorème  suivant  :  S'il  existe  un  polygone  de  n  cotés  inscrit 
dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre,  il  en  existe  une  infinité. 

On  considère  deux  coniques  (G)  et  (Ci  )  et,  d'un  point  quelconque  A 
de  (C),  on  mène  une  tangente  à  (C,)  qui  coupe  (C)  en  un  second 
point  duquel  on  mène  une  nouvelle  tangente  à  (C^  et  ainsi  de  suite. 
Quand  on  a  tracé  ainsi  n  —  1  côtés  du  polygone,  on  le  ferme  en  joignant 
l'extrémité  B  du  dernier  côté  tracé  au  point  de  départ  A.  Pour  trouver 
l'enveloppe  de  la  droite  AB,  il  suffit  de  remarquer  que  du  point  A  ne 
partent  que  deux  droites  de  l'ensemble,  qu'on  obtient  en  tournant  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre  autour  de  la  conique  (Cj).  Cette  enveloppe 
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est  donc  une  conique  (D)  et  il  existe  quatre  polygones  inscrits  à  (C) 
et  circonscrits  à  (C,  ).  Ce  sont  ceux  pour  lesquels  la  droite  AB  est  une 
des  quatre  tangentes  communes  à  (Ct)  et  à  (1)).  Mais  on  reconnaît 
facilement  que  ce  ne  sont  pas  des  polygones  proprement  dits.  Il  faut 
distinguer  si  n  est  pair  ou  impair.  Dans  le  premier  cas,  on  part  d'un 
des  quatre  points  communs  aux  deux  coniques  (C)  et  (Ci)  et  Ton  trace 

—  côtés,  ce  qui  conduit  en  un  point  A  sur  (C).  On  prend  alors  ce  point  A 

pour  point  de  départ  et   l'on  trouve  le  contour  des  —  côtés  parcourir 

deux  fois.  Si  n  est  impair,  il  faut  partir  du  point  de  contact  avec  (C) 
de  l'une  des  tangentes  communes  à  (C)  et  (Ci)  et  tracer  un  nombre 

de  côtés  égal  à  — — pour  obtenir  le  point  A  d'où  l'on  partira  de  nou- 

i              i-         ■    i     n  —  '.. 
veau  pour  trouver  encore  un  polygone  lorme  de cotes  parcourus 

chacun  deux  fois  avec  en  plus  la  tangente  commune. 

Il  résulte  de  là  que  le  polygone  est  un  polvgone  de  Poncelet  si  la 
conique  (D)  coïncide  avec  la  conique  (C,). 

Poncelet  a  démontré  que.  si  le  polvgone  considéré  a  un  nombre  pair 
de  côtés,  il  est  homologique  de  lui-même  par  rapport  à  un  des  som- 
mets du  triangle  autopolaire  commun  aux  deux  coniques  (C)  et  (C|). 
Or,  cette  propriété  importante  résulte  immédiatement  de  ce  que  les 
sommets  opposés  du  polygone,  se  correspondant  un  par  un,  forment 
une  involution  sur  la  conique  (C).  L'homologie  est  involutive. 

Enfin,  Poncelet  fait  remarquer  que  si  l'on  construit  la  polaire 
réciproque  (C2)  de  (C)  par  rapport  à  (C,).  puis  celle  de  (C,)  par 
rapport  à  (C2)  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  une  suite  de  coniques 
telle  que  l'on  peut  dans  chacune  d'elles  inscrire  un  polygone  de  n  côtés 
circonscrit  à  la  suivante.  On  peut  aussi  remonter  en  sens  inverse  en 
prenant  la  polaire  de  (C,)  par  rapport  à  (C),  puis  la  polaire  de  (C) 
par  rapport  à  celle-ci  et  ainsi  de  suite.  Si  n  est  pair  le  centre  et  l'axe 
d'homologie  sont  les  mêmes  pour  tous  les  polygones. 

Si  maintenant  on  considère  des  quadriques  (O)  et  (<v>i)  et  qu'on 
projette  leur  intersection  sur  un  plan  quelconque  en  prenant  pour 
point  de  vue  le  sommet  d'un  des  quatre  cônes  du  faisceau  défini  par 
ces  deux  quadriques,  la  courbe  commune  se  projettera  suivant  une 
conique  (C)  et  les  génératrices  de  (Q)  se  projetteront  suivant  des 
tangentes  au  contour  apparent  de  (<v>  ). 

Considérons  alors  un  polygone  de  >.  n  côtés  forme  de  la  manière 
suivante  :  Par  un  point  A  de  la  courbe  commune  on  mène  une  géné- 
ratrice de    (Q)  jusqu'à    sa    rencontre    avt-c    (<s>,>.    puis   de  rr   point    la 

génératrice  de  l'autre  système  de  (0  (jusqu'à  ~.i  rencontre  avec  |  Qt  )  et 
S.  M.  —  Comptes  rendus.  ' 
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ainsi  de  suite.  La  deuxième  génératrice  de  rang  in  est  d'un  autre 
système  que  la  première.  Elle  la  rencontre  donc,  et  il  peut  se  faire 
que  ce  point  de  rencontre  soit  précisément  le  point  de  départ  A. 
Le  polygone  se  ferme.  S'il  en  est  ainsi,  il  se  fermera  quel  que  soit  le 
point  de  départ.  C'est  le  théorème  de  Moutard. 

Or  ce  théorème  devient  évident  sur  notre  projection,  puisque  le 
polygone  se  projette  suivant  un  polygone  de  Poncelet.  II  y  a  même  sur 
la  quadrique  (Q)  deux,  polygones  de  Moutard  suivant  qu'on  part  d'une 
génératrice  de  l'un  ou  de  l'autre  système. 

Les  propriétés  d'homologie  de  ces  polygones  se  trouvent  très  aisément 
si  l'on  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  d'une  face  du  tétraèdre 
autopolaire  commun  aux  deux  quadriques  (Q)  et  (Qi).  Si  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  est  divisible  par  4,  le  polygone  de  Moutard  est 
homologique  de  lui-même  dans  une  homologie  involutivebiaxiale,  dont 
les  deux  axes  sont  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  autopolaire 
commun.  Dans  le  cas  contraire,  c'est  une  homologie  involutive  qui  a 
pour  centre  l'un  des  sommets,  et  pour  plan  d'homologie  le  plan  de  la 
face  opposée  du  tétraèdre  autopolaire  commun. 

Dans  le  plan,  le  théorème  de  Poncelet  est  corrélatif  de  lui-même.  11 
n'en  est  pas  de  même  du  théorème  de  Moutard,  et  il  est  facile 
d'énoncer  le  théorème  corrélatif.  Si  l'on  construit  la  suite  indéfinie  des 
quadriques  (Q_2),  (Q_[),  (Q0),  (Qi),  (Q2))  •  •  •■>  dont  chacune  est  la 
polaire  de  l'antéprécédente  par  rapport  à  la  précédente,  on  reconnaît 
que,  sur  chacune  des  quadriques  de  rang  pair,  il  existe  des  polygones 
de  génératrices  qui  vérifient  le  théorème  de  Moutard  avec  la  qua- 
drique suivante,  et  le  théorème  corrélatif  avec  la  quadrique  précé- 
dente. Les  propriétés  d'homologie  sont  conservées  par  tous  les  poly- 
gones. 

Le  détail  des  démonstrations  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


SÉANCE   DU  24  MARS  1915. 


PRESIDENCE    DE   M.    CARTAN. 
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SÉANCE    DU  26  MAI   1915. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    FOUCHÉ. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  les  polygones  de  Poncelet. 

M.  Cahen  :  Sur  le  mouvement  rectîligne  tautochrone. 

Pour  qu'un  point  M  mobile  sur  une  droite,  soumis  à  une  force  qui 
ne  dépend  que  de  sa  position,  et  abandonné  sans  vitesse  initiale,  mette 
toujours  le  même  temps  pour  arriver  en  un  point  O,  quelle  que  soit 
sa  position  initiale,  il  faut  que  son  accélération  soit  dirigée  vers  O  et 
proportionnelle  à  OM. 

M.  Cahen  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  qui  diffère  de 
celle  qu'on  donne  ordinairement  en  ce  qu'elle  e-t  plus  élémentaire, 
qu'elle  n'exige  aucun  calcul,  qu'elle  met  en  évidence  les  conditions 
dans  lesquelles  le  théorème  est  exact,  et  enfin  qu'elle  se  généralise  au 
cas  où  l'on  demande  que  le  temps  mis  pour  arriver  en  O  suit  une 
fonction  quelconque  de  la  position  initiale. 


SÉANCE  DU  23  JUIN   1915. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    I  LRTAN. 

Communications  : 

M.Ch.  Bioche  :  Construction  du  rayon  decourbure  d'une  e/ti/>se 
dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 

Soient  OA/  el  OB' deux  demi-diamètres  conjugués;  I'.  la  projec- 
tion de  A'  sur  OB';  Q,  un  point  «le  la  parallèle  menée  par  V  à  OB' 
tel  que  A'Q  =  OB'  ;  le  cercle  qui  touche  A'Q  en  Q  et  qui  passe  par  I' 
coupe  VI'  en  un  second  point  C  qui  est  le  centre  de  cou  rbure  corres- 
pondant à  A'. 

Il  suffit,  pour  justifier  celle  construction,  de  remarquer  que  la  loi- 
mule  classique  donnant  le  rayon  de  courbure  .m  point 

x  =  a  cos*,        y  =  b  sin  / 
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peut  s'écrire 


ab        arsin8 

cj  étant  l'angle  À'  OB';  or 

(r/'sin  0  —  A'  I'. 

On  peut  aussi  remarquer  que,  si    /   mesure  le  temps,  l'accélération 
est  représentée  par  le  vecteur  A'O,  et  le  carré   de  la  vitesse  par  b'-; 

de  sorte  que  l'accélération  normale  A'P  est  égale  à  — • 
M.  Fouché  :  Remarques  sur  une  question  de  M .  Montel. 


SÉANCE  DU  23  NOVEMBRE  191o. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CARTAN. 


Election 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  M.  Constantinidès,  pré- 
senté par  MM.  Uémoundos  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  droites  normales  à  une  conique  et  de  longueur 
minimum. 

M.  Cahen    :   Sur   une   décomposition  en  fadeurs  d'un    nombre 
rationnel. 

Tout  nombre  rationnel  peut  se  mettre,  et  d'une  seule  façon,  sous  la 
forme 

-o-îrHy-H)1. 

/;,  q,  ...,t  étant  des  facteurs  premiers  dillérenls;  y.,  fi,  ...,/.  des 
exposants  positifs;  m  un  entier  ne  contenant  aucun  des  facteurs  pre- 
miers p,  q.   ....  /. 

M.  Fouché  :  Sur  un  mouvement  particulier  d'une  droite  et  d'un 
plan. 

Il  s'agit  île  la   propriété  remarquable  d'après  laquelle,  >i  un  point 
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d'une  droite  mobile  décrit  une  trajectoire  orthogonale  de  cette 
droite,  tous  les  autres  points  de  cette  droite  en  décriront  aussi  des 
trajectoires  orthogonales.  C'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait 
que  la  différence  entre  un  segment  de  droite  et  sa  projection  sur  une 
droite  infiniment  voisine  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  par 
rapport  à  l'angle  des  deux  droites. 

Il  est  bien  connu  que  ce  théorème  donne  le  moyen  le  plus  rapide 
d'établir  le  théorème  des  développées  d'une  courbe  plane  et  celle  des 
courbes  parallèles.  Il  fournit  aussi  les  propriétés  fondamentales  du 
mouvement  d'une  figure  invariable.  S'il  s'agit  d'une  figure  plane,  on 
en  déduit  que,  pour  un  point  du  plan  dont  la  vitesse  n'est  pas  nulle, 
on  peut  mener  une  droite  et  une  seule  normale  aux  trajectoires  de 
tous  ces  points.  Il  en  résulte  immédiatement  que  toutes  ces  droites 
passent  par  un  point  fixe  dont  la  vitesse  est  nulle  et  qui  est  ainsi  le 
centre  instantané  de  rotation. 

Dans  l'espace,  les  droites  normales  aux.  trajectoires  de  leurs  divers 
points,  que  l'on  peut  mener  par  un  point  A  de  l'espace,  sont  celles 
qui  sont  situées  dans  le  plan  normal  à  la  trajectoire  du  point  A.  d'où 
il  suit  que  toutes  ces  droites  forment  un  complexe  linéaire. 

Si  enfin  il  s'agit  d'un  déplacement  à  deux  paramètres,  tout  point  de 
la  figure  mobile  décrit  une  surface;  par  un  point  donné  A,  on  ne  peut 
mener  qu'une  droite  normale  aux  surfaces  décrites  par  ses  divers 
points;  donc  toutes  ces  normales  forment  une  congru  en  ce  linéaire,  et 
rencontrent  par  conséquent  deux  droites  fixes,  sauf  bien  entendu  les 
cas  particuliers,  (le  sont  les  deux  droites  de  Mannheim. 

Pour  la  validité  des  raisonnements  de  ce  genre,  il  faut  que  les 
équations  qui  relient  les  quantités  dont  il  est  question  soient  algé- 
briques et  l'on  pourrait  avoir  des  doutes  puisque  les  trajectoires 
peuvent  être  transcendantes.  Mais  toutes  les  relations  entre  les  élé- 
ments correspondent  à  deux  figures  qui  résultent  du  déplacement  de 
l'une  d'elles,  et  les  distances  de  deux  points  correspondants  ne 
dépendent  que  des  formules  de  la  transformation  des  coordonnées  et 
sont  nécessairement  algébriques.  Les  vitesses  sont  les  quotients  de 
ces  distances  supposées  infiniment  petite-  par  un  infiniment  petit 
arbitraire  qui  est  pris  pour  élément  du  temps.  Les  relations  qui 
existent  entre  elles  et  les  éléments  de  la  figure  mobile  sont  donc  nu~-i 
algébriques. 

Dans  l'étude  des  courbes  gauche-,  il  est  utile  d'utiliser  un  théo- 
rème analogue  à  notre  théorème  fondamental  et  < cernant  le  dépla- 
cement d'un  arc  de  grand  cercle  sur  une  sphère.  M.  Bricard  a  donné 
de  ce  théorème  une  démonstration  assez,  simple;  mais  on  peut  simpli- 


fier  encore.  Remarquons  que,  si  un  plan  se  meut  de  manière  que  deux 
de  ses  points  décrivent  des  trajectoires  orthogonales  de  ce  plan,  tous 
les  antres  points  du  plan  mobile  en  décriront  aussi  des  trajectoires 
orthogonales.  La  même  conclusion  s'applique  encore  si  le  plan  mobile 
a  un  point  fixe  et  un  autre  qui  se  meut  normalement  au  plan.  En  cou- 
pant alors  le  plan  mobile  par  une  sphère  ayant  son  centre  au  point 
fixe,  on  obtient  le  théorème  de  l'arc  de  grand  cercle. 

Cette  propriété  du  plan  mobile  permet  d'établir  avec  la  plus  grande 
simplicité  les  principales  propriétés  d'un  plan  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  surface  développable,  celles  des  surfaces-moulures  et  enfin 
celles  des  courbes  gauches  et  de  leurs  développées,  les  formules  de 
Frenet,  etc. 

M.  Fouché  :  Sur  les  lignes  géodésiques  et  les  lignes  de  courbure 
de  l'ellipsoïde. 

Dans  les  cours  de  Géométrie  supérieure,  en  particulier  dans  celui  de 
l'Ecole  Polytechnique,  on  démontre  sans  calcul  que  les  lignes  géodé- 
siques de  l'ellipsoïde  se  répartissent  en  familles  dont  chacune  est 
composée  des  arêtes  de  rebroussement  des  diverses  développables  que 
l'on  peut  former  en  associant  convenablement  les  droites  tangentes  à 
l'ellipsoïde  donné  et  à  une  quadrique  homofocale  à  cet  ellipsoïde.  Par 
chaque  point  de  l'ellipsoïde  passent  des  lignes  géodésiques  de  chaque 
famille.  Si  l'on  remplace  la  quadrique  homofocale  par  l'hyperbole 
focale  qui  contient  les  quatre  ombilics  réels,  on  obtient  les  lignes 
géodésiques  passant  par  ces  ombilics. 

Les  lignes  de  courbure  sont  évidemment  les  intersections  de 
l'ellipsoïde  avec  une  quadrique  homofocale  quelconque.  Pour  établir 
que  ces  lignes  de  courbure  sont  des  ellipes  géodésiques  ayant  les 
ombilics  pour  foyers,  on  fait  usage  dans  les  cours  que  je  connais  d'une 
relation  métrique  consistant  en  ce  que  le  produit  de  la  distance  du 
centre  de  l'ellipsoïde  au  plan  tangent  en  un  point  M  par  la  longueur 
du  diamètre  de  cet  ellipsoïde  parallèle  à  une  ligne  géodésique  passant 
par  M  reste  constant  pour  toutes  les  géodésiques  de  la  même  famille. 
Bien  que  M.  Bricard  ait  donné  à  cette  propriété  une  démonstration 
purement  géométrique,  je  crois  qu'il  y  aurait  avantage  à  éviter  ce 
détour. 

On  sait  que  les  trois  axes  d'un  cône  circonscrit  à  une  quadrique 
sont  les  normales  aux  trois  quadriques  homofocales  à  la  quadrique 
donnée  qui  passent  par  le  sommet  du  cône.  Soient  M  un  point  de 
l'ellipsoïde  (E)  et  (Q)  une  quadrique  homofocale  à  cet  ellipsoïde.  Les 
deux    lignes   géodésiques   de   l'ellipsoïde   (E)   qui    passent    par    M    et 
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appartiennent  à  la  famille  définie  par  (Q)  sont  tangentes  aux  deux 
droites  qui  passent  par  M  et  sont  taugentes  à  la  fois  à  (E)  et  à  (Q). 
Ces  deux  tangentes  sont  les  intersections  du  cône  circonscrit  à  (Q)  et 
ayant  son  sommet  en  M,  avec  le  plan  tangent  en  M  à  l'ellipsoïde  (E). 
Mais,  d'après  le  théorème  qu'on  vient  de  rappeler,  ce  plan  tangent  est 
l'un  des  plans  principaux  du  cône  circonscrit.  Les  axes  de  ce  cône 
situés  dans  ce  plan-là  sont  les  normales  aux  deux  autres  quadriques 
homofocales  passant  par  M.  Puisque  les  trois  quadriques  homofocales 
passant  par  M  se  coupent  orthogonalement,  les  normales  de  chacune 
sont  tangentes  à  l'intersection  des  deux  autres,  et  les  deux  axes  dont 
nous  parlons  sont  les  tangentes  aux  intersections  de  (E)  avec  les  deux 
autres  quadriques  :  ce  sont  donc  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure 
de  (E)  qui  passent  par  M.  Ces  deux  tangentes  font  donc  des  angles 
égaux  avec  les  deux  génératrices  de  notre  cône.  Finalement,  les  deux 
lignes  géodésiques  d'une,  même  famille  qui  passent  par  un  point  M 
de  l'ellipsoïde  (E)  font  des  angles  égaux  avec  chacune  des  lignes 
de  courbure  de  cet  ellipsoïde  qui  passent  par  le  même  point.  Si  l'on 
suppose  que  la  quadrique  (Q)  soit  remplacée  par  l'hyperbole  focale 
passant  par  les  ombilics  réels,  on  aura  des  lignes  géodésiques  passant 
par  les  ombilics  et  l'on  pourra  dire  que  : 

Toute  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde  fait  des  angles  égaux 
avec  les  deux  lignes  géodésiques  qui  passent  par  un  de  ses  points  et 
les  ombilics  réels. 

De  cette  propriété  il  est  facile  de  déduire  l'invariabilité  de  la  somme 
ou  de  la  différence  des  rayons  vecteurs  géodésiques. 

Il  est  évident  que  des  propriétés  analogues  pourront  être  formulées 
pour  les  hvperboloïdes  et  les  paraboloïdes. 


SÉANCE     DU    22     DÉCEMBRE     1915. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    FOUCHÉ. 

Communication  : 

M.  Fouché  :  Sur  l'enseignement  de  l'arithmétique,  et  en  parti- 
culier de  la  théorie  des  nombres  premiers  entre  car. 

L'auteur  juge  essentiel  de  distinguer  la  théorie  des  nombres  premiers 
entre  eux  et  celle  des  nombres  premiers.  En  dehors  de  son  caractère 
arithmétique,  cette  distinction  a  son  utilité  dans  l'algèbre  des  poly- 
nômes entiers,  puisque  tous  les  raisonnements  relatifs  au  plus  grand 
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commun  diviseur,  au  plus  petit  commun  multiple  et  aux  nombres 
premiers  entre  eux  peuvent  être  répétés  pour  les  polynômes  entiers. 
La  théorie  des  nombres  premiers  s'applique  également  aux  polynômes 
entiers;  mais  il  faut  alors  utiliser  le  théorème  de  d'Alembert,  propo- 
sition d'un  caractère  plus  élevé  que  la  division  de  deux  polynômes 
entiers. 

La  tradition  de  l'enseignement  fait  reposer  la  théorie  des  nombres 
premiers  entre  eux  sur  un  théorème  attribué  tantôt  à  Gauss,  tantôt  à 
Euclide  :  tout  nombre  qui  divise  un  produit  de  deux  facteurs  et  qui 
est  premier  avec  l'un  d'eux  divise  l'autre.  L'auteur  pense  que  le  choix 
de  ce  théorème  fondamental  est  artificiel.  ïannery,  dans  son  excellent 
Traité  d'arithmétique,  a  montré  qu'on  pouvait  faire  reposer  toute 
cette  théorie  sur  la  périodicité  des  restes  des  multiples  d'un  nombre  a 
divisés  par  un  autre  nombre  b.  Malheureusement,  cette  méthode 
très  séduisante  ne  paraît  pas  se  prêter  facilement  à  l'enseignement. 

L'auteur  propose  la  marche  suivante  :  On  établit  d'abord  la  théorie 
du  plus  grand  commun  diviseur  par  la  méthode  des  divisions  succes- 
sives, puis  on  démontre  la  proposition  suivante  : 

Tout  nombre  premier  avec  tous  les  facteurs  d'un  produit  est 
premier  avec  le  produit. 

Il  suffit  évidemment  de  le  démontrer  pour  deux  facteurs  :  Or,  si  n 
est  premier  avec  a  et  avec  b,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  na 
et  de  ab  est  a.  Tout  nombre  qui  divise  n  et  ab  doit  diviser  na 
et  ab.  Donc  il  divise  a  et  ne  peut  être  que  i  puisque,  par  hypothèse, 
n  et  a  sont  premiers  entre  eux. 

La  théorie  du  plus  petit  commun  multiple  va  s'établir  maintenant 
avec  une  grande  simplicité. 

D'abord,  tout  multiple  commun  à  plusieurs  nombres  est  un  mul- 
tiple de  leur  plus  petit  commun  multiple. 

Si.  en  effet,  m  et  p.  sont  deux  multiples  communs  à  plusieurs  nom- 
bres a,  6,  c,  .  .  .,  et  si  m  est  plus  grand  que  p.,  divisons  m  par  p  et 
soit  /*  le  reste,  r  <.  [x  sera  aussi  divisible  par  a,  b,  c.  Donc,  si  p  est  le 
plus  petit  commun  multiple,  r  ne  peut  être  que  nul. 

On  démontre  ensuite  par  l'absurde  que  les  quotients  du  plus  petit 
commun  multiple  à  plusieurs  nombres  par  ce  nombre  sont  premiers 
entre  eux  et  réciproquement. 

De  là  résulte  immédiatement  un  théorème  capital  :  c'est  que  tout 
nombre  //ui  est  divisible  par  des  nombres  premiers  entre  eux  est 
divisible  par  leur  produit,  car  le  plus  petit  commun  multiple  de  ces 


deux  nombres  a  et  b  est  leur  produit  ab  puisque  les  quotients  b  et  a 
sont  premiers  entre  eux.  Le  théorème  s'étend  immédiatement  au 
produit   de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux. 

Enfin,  le  plus  petit  commun  multiple  à  deux  nombres  est  le  quo- 
tient de  leur  produit  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  parce  que 
les  quotients  dont  il  a  été  parlé  plus  haut  sont  premiers  entre  eux. 

Quand  on  arrive  aux  nombres  premiers,  l'essentiel  est  de  démon- 
trer qu'il  n'y  a  qu'une  seule  décomposition  en  facteurs  premiers.  On 
le  fait  d'habitude  en  démontrant  d'abord  que,  si  un  nombre  premier 
divise  un  produit  de  facteurs,  il  divise  l'un  d'eux;  d'où  l'on  déduit 
que,  si  deux  produits  de  facteurs  premiers  sont  égaux,  tout  facteur 
de  l'un  est  égal  à  l'un  des  facteurs  de  l'autre.  Or.  la  première  propo- 
sition est  inutile  puisqu'elle  résultera  évidemment  de  la  décompo- 
sition; la  seconde  seule  importe.  Soient  donc  deux  produits  des  fac- 
teurs premiers 

abc  ...  =  a  b'  c    .... 

Si  a'  n'est  égal  à  aucun  des  facteurs  du  premier  membre,  il  est 
premier  avec  chacun  d'eux,  donc  premier  avec  le  produit,  et  l'égalité 
est  impossible.  Donc  a'  est  égal  à  l'un  des  facteurs  du  premier 
membre.  Soit  a'^za.  Alors  on  di\i<e  les  deux  membres  par  a  et  l'on 
réitère  le  raisonnement. 

La  proposition  suivante,  relative  aux  fractions  irréductibles,  est 
importante  : 

Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux.  et  si 

p  _  a 
q~V 

p  est  un  multiple  de  a,  q  un  multiple  de  6,  et  les  deux  quotients  sont 
égaux. 

Or,  l'égalité  précédente  peut  s'écrire 

pb  —  aq  : 

pb  est  divisible  par  a  et  par  b  premiers  entre  eux;  donc,  il  est  divi- 
sible par  leur  produit  et 

pb  =  abh,         p  =  >ih. 

p  est  un  multiple 'de  a.  et  le  reste  s'achève  sans  peine. 
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